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Exemplos de sistemas integraveis

O piao




O péndulo esférico




(Geodésicas

A trajetéria duma particula libra sobre uma superficie é

uma geodésica.

N~—

Esféra Elipsoide

Outra superficie
de revolucao

Nao ¢ verdade que as geodésicas duma superficie tém, em

geral o mesmo comportamento.



Anéis e toros

Estes sistemas (pido, péndulo esférico, geodésicas dum
elipsbide ou duma superficie de revolugao) sao integraveis.
As trajetorias no « espago de fases » (que é um espago abs-
tracto) ficam sobre toros (teorema de Arnold e Liouville).
A projecgao do toro no espago de configuragoes (que é o

espaco que vemos) ¢ um anel.
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O problema da lua (ou de trés corpos)

/

E bem conhecido desde Kepler que a trajetoria da Terra
¢ uma conica (elipse). O movimento é muito regular. O

sistema ¢ integravel.

S

O sol e a Terra... ..que tal a Lua ?

E conhecido, desde Poincaré, que este sistema (sistema de

trés corpos) nao é integravel.



O satélite

Um outro problema ¢ o dum satélite sobre uma orbita cir-

cular a volta da Terra.

~
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E possivel demonstrar que o problema da lua e o problema
do satélite também nao sao integraveis. O método, inven-
tado por Morales e Ramis, consiste em utilizar a teoria

de Galois diferencial.



A teoria de Galois classica

Inventada para resolver alguns problemas classicos, como
os problemas gregos, quer dizer os problemas de constru-
coes com régua e compasso.

Sao problemas que possuem uma longa histoéria.
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N

um quadrado de area igual ao dobro da area

E facil construir

dum quadrado dado :
bastando construir as rectas paralelas as diagonais do qua-
drado.
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Mas ¢ impossivel construir, com régua e compasso,

e um cubo de volume igual ao dobro do volume de outro
cubo dado,
e ¢ também um quadrado de area igual a de um circulo
dado.
As impossibilidades dos problemas gregos decorrem dos fac-
tos seguintes.
e O numero 7 ¢ transcendente sobre os racionais
e O grau do ntmero algébrico v/2 ¢ 3, o que nio ¢ uma

potéencia de 2.
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Solucoes por meio de radicais

O problema de resolver as equagoes por meio de radicais é

mais dificil (e necessita realmente da teoria de Galois). Seja
P(x)=ap4+ax+ -+ a,x", a; €Q

um polinémio. Se m = 2. as raizes do polinomio podem-se

escrever por meio de radicais :

—aq + Ja? — 4agas
aza:2—|—a,1az—|—a,o =0<== = % L .

2&2
Sen = 3, ha também férmulas (as formulas de Cardano) :

as raizes de
x® + pxr +q =0,

Sa0

= g < T - e [

Em grau 4, também ha formulas.

Ninguém tinha sido capaz de fazer mais... quando Abel e

Galois mostraram, no inicio do seculo XIX que, em geral,
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em grau B ou mais, nao ha formulas para escrever as raizes

por meio de radicais. Por exemplo, a equacao
x> —16x +2 =0

nao ¢ soluvel desta maneira.

A nova ferramenta, inventada por Galois, ¢ o grupo de
Galois.

O teorema diz que uma equacao algébrica é soluvel por
meio de radicais se e sO se o grupo de Galois dela ¢ um
orupo « soluvel », quer dizer que € constituido de pedagos
que sao grupos abelianos. Por exemplo os grupos simétricos
(grupos de permutagoes) Sq, &3, &4 sao soliveis, mas os

grupos &5, Sg, etc. nao o sao.
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Um exemplo simples

Considere-se a equacao 2 — 2 = 0, cujas solucoes sao os
nimeros v/2 e —4/2. Reparamos que estes nimeros nao
pertencem ao corpo Q dos niimeros racionais.

Se sO conhecemos os niimeros racionais, esta equagao nao
tem nenhuma solucao. Por isso, temos de considerar um

corpo um pouco maior que Q, o corpo
Q(v2) ={a+bv2]|a,be Q.
E um conjunto, que contem @, é também um espaco vec-

torial de dimensao 2 sobre Q ¢ ¢ um corpo :

(a+bVv2)(a'+b'vV2) = aa’+2bb' + (a’b+a’b) V2.
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O grupo de Galois da equacdo 2 — 2 = 0 é o grupo
pelas transformacoes do corpo Q(+/2) que preservam o

subcorpo Q.

E facil mostrar que isso é o grupo constituido das transfor-
macoes
a+bv2 > a+ bV,
um grupo de ordem 2, isomorfo ao grupo Z/2Z ou ao

orupo de permutacoes So.

O grupo de Galois da equacio ° — 16x + 2 = 0 ¢

isomorfo ao grupo simétrico Ss.
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A teoria de Galois diferencial

E uma teoria analoga da teoria de Galois classica, mas
agora nos consideramos equacoes que sao diferenciais em
lugar de ser algébricas.

Uma equacao diferencial linear ¢ uma equacao da forma

d
LY (1) = AQY ()

onde Y (t) ¢ um vector incognita dependendo do tempo e

A(t) é uma matriz, também dependendo do tempo.
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Por exemplo (é muito simples mas interessante) a equagao

diferencial
y'(t) = y(t)
de que todos sabem que as solugoes sao as funcoes

y(t) = Ce', C éuma constante qualquer.

O espaco de solugoes é um espago vectorial de dimensao 1.

Reparem que a unica solucao desta equacao que € uma
funcao racional (quociente de dois polindmios) é a solucao

Z€ro.
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As equagoes diferenciais lineares sao o analogo nesta teoria
das equacoes algébricas na teoria classica. Elas tém grupos

de Galois também.

Na teoria classica, conhecemos os numeros racionais (o
corpo Q) e consideramos uma equacao algébrica (por
exemplo &2 — 2 = 0), pois construimos um novo corpo ao

acrescentar as raizes da equacio (o corpo Q(+/2)).

Aqui o analogo do corpo dos niimeros racionais ¢ o corpo
das fraccoes racionais. Consideremos uma equacao diferen-
cial linear.

Exemplo : y’ = y. Embora a equacao seja muito simples,
nao tem solucoes que sejam fraccoes racionais. E possi-
vel acrescentar as solucoes e construir um novo corpo

(andlogo do corpo das raizes de £* — 2 = 0).
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Agora chega a teoria de Galois.

O grupo de Galois diferencial da equacao y' = y ¢
o grupo das transformacoes do corpo gerado sobre o corpo
C(t) das fraccoes racionais) por e que fixam o subcorpo
C(t) e sdo compativeis com a derivagao.

[sso é o grupo das transformacgoes

et — \el, A #£ 0.

E um grupo isomorfo ao grupo multiplicativo C* dos nii-

meros complexos diferentes de zero.



19

Retorno aos sistemas mecanicos

E possivel associar aos smtemas mecanicos considerados

uma equacao diferencial linear e calcular o grupo de Galois

diferencial dela.
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Se o sistema € integra-
vel, o grupo de Galois

¢ abeliano.

Sao integraveis,
entao tém grupos de

Galois abelianos.



Portanto, se o grupo
de Galois nao ¢ abe-
liano, o sistema nao é
integravel.

Assim se demonstra
que o problema de trés
corpos (e o satélite
também) nao sao inte-

graveis.

Te
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