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Arc-en-ciel, soucoupes volantes,
toupies, courbes elliptiques,
et tout ca...

Michele Audin
IRMA et uLp, Strasbourg
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Premiere partie

Un exposeé pour les professeurs

a I''rem de Strasbourg, en 1988.
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Un coaur dans un bol

La caustique de la tasse de café est un arc de
néphroide.

C’est une singularité lagrangienne.

Un des objets d’étude de la geometrie symplectique

Arc-en-ciels. soucoupes volantes. toupies. courbes elliptigues. et tout ca — p. 5/35



|’'arc en ciel

Arc-en-ciels. soucoupes volantes. toupies. courbes elliptigues. et tout ca — p. 6/35



|’'arc en ciel

Arc-en-ciels. soucoupes volantes. toupies. courbes elliptigues. et tout ca — p. 6/35



|’'arc en ciel

Arc-en-ciels. soucoupes volantes. toupies. courbes elliptigues. et tout ca — p. 6/35



|’'arc en ciel

Arc-en-ciels. soucoupes volantes. toupies. courbes elliptiques. et tout ca — p. 6/35



En couleurs, c’est plus jol
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Et avec une rotation...

La caustique a un cone asymptote.
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Pourguol I'arc en ciel est un arc
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Ce sont, en effet, des singularités lagrangiennes.
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Un théoreme de Chekanov, en 1986, affirme que
ces singularités lagrangiennes ne sont pas des
caustiques de l'optiqgue geometrique.
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Un théoreme de Chekanov, en 1986, affirme que
ces singularités lagrangiennes ne sont pas des
caustiques de l'optiqgue geometrique.

Le mystere des ovni reste entier...
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Ce gu’il devrait y avoir dans un tel expose :

# Esthétigue : les mathématiques, c’est joli.
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Ce gu’il devrait y avoir dans un tel expose :

# Esthétigue : les mathématiques, c’est joli.

Montrer des choses que tout le monde est
capable de trouver joli.

# Les mathématiques, ca a un rapport avec la
realité.
Montrer des phénomenes.

# Les mathématiques permettent une vision
unifiée,
des idées venues d’'un coOté peuvent étre
utilisées d’'un autre.
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Entracte




Deuxieme partie

Un exposé pour les lycéens

a la Réunion, en 2004.
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Parenthese (pour Saint-Flour)

Quel rapport entre toupies et caustiques???

Toupies : mécanigue hamiltonienne

9H |  8H
~ 9p;’ b= 0gq;

qg;

Caustigues : optigue geometrique

Mecanique hamiltonienne et optiqgue géomeétrique
sont deux champs décrits par la geométrie
symplectique
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Une autre toupie

cercle polaire\arctique

plan de I'écliptique

tropique du Capricorne
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y2::133—|—A:132—|—B:13—|—C’

A, B, C dépendent des conditions initiales
(comment on a lancé la toupie, sa masse, etc)

y* = (z — a)(z — b)(z — )
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z = (x—a)(x—b)(x—c)

y® = (z—a)(z—b)(z—c)
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LEONHARD EULER 1707-1783
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Ce gu’il devrait y avoir dans un tel exposeé |(bis)|:
o Joli.

# Phénomenes.

# Les mathematiques permettent une vision
unifiee,
(ici entre mécanique et arithmétique)

# Les mathématiques sont une activitée humaine
C’est a dire faite par des étres humains.

# Pas de mathématiques sans démonstration.
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Le groupe Z des entiers relatifs

z=1{..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
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Le groupe Z des entiers relatifs

7=4{...,—3,—2,-1,0,1,2,3,...}
a+(b+c)=(a+0b)+c
0 est neutre :

a+ 0=a

a+ (—a) =0
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Le groupe Z des entiers relatifs

Z=1{..,-3,-2,-1,01,2,3,...

a+(b+c)=(a+0b)+c

0 est neutre :
a+ 0=a

a+ (—a) =0

La courbe elliptigue aussi est un groupe.

et tout ca — n. 27/35
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PIERRE DE FEHMAT 16011663 ,

n'a pas de solution pour des muﬂrs 72

L ERIhE
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PIERRE DEFEHMAT 16011605 ol

oY . p = L
f = Z e /. 150
:q:" .|.‘}1”i' _—;"" ¥ ﬂ EH E

n'a pas de solution pour des entiers n>2

L ERIhE

Le grand théoreme de Fermat :
Peut-on trouver des nombres entiers a, b, c et n
tels que

a” +b" ="
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Exemples :
® n =1, aetbqguelconques, c = a + b....
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Exemples :
® n =1, aetbqguelconques, c = a + b....

® n =2 parexemplea =3,b =4, c =25,
32 4+ 4% = 52,
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Exemples :

® n =1, aetbqguelconques, c = a + b....

® n =2 parexemplea =3,b =4, c=>5,
32 + 42 = 52,

# L'équation est homogene (n fixé), sia, b et ¢
sont solutions, alors ka, kb et kc sont solutions
aussi.
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Exemples :

® n =1, aetbqguelconques, c = a + b....

® n =2 parexemplea =3,b =4, c=>5,
32 + 42 = 52,

# L'équation est homogene (n fixé), sia, b et ¢
sont solutions, alors ka, kb et kc sont solutions
aussi.

® ou(avecn =2),a=5,b=12,c =13,
52 1 122 = 25 + 144 = 169 = 132

Oou...
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Une démonstration

On remarque que (m + 1)? — m? = 2m + 1,
on part de n’importe quel nombre impair k,
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on peut donc 'écrire k% = 2m + 1,
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On remarque que (m + 1)? — m? = 2m + 1,
on part de n’importe quel nombre impair k,
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Une démonstration

On remarque que (m + 1)? — m? = 2m + 1,
on part de n’importe quel nombre impair k,
k2 est aussi un nombre impair,

on peut donc 'écrire k% = 2m + 1,

alors k? +m? = (m + 1)?

et il y a une infinité de triangles rectangles
differents dont les cotés sont des nombres
entiers.
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Leonhardt, Karl-Friedrich, Sophie...

LEONHARD EULER 1707-1783
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Leonhardt, Karl-Friedrich, Sophie...

et aussi Kummer,
plus recemment Taniyama,
Shimura...
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Fermat et les courbes elliptiques

® Si A, B et C sont des nombres entiers
solutions de Fermat,
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Fermat et les courbes elliptiques

® Si A, B et C sont des nombres entiers
solutions de Fermat,

® Cc'est-a-diresi A™ + B™ = C™,

# la courbe elliptique d’équation
y2 — m3 + (An . Bn)mz — A" B"
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® Cc'est-a-diresi A™ + B™ = C™,

# la courbe elliptique d’équation
y2 — m3 + (An . Bn)mz — A" B"

# a des proprietes si particulieres que...
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Fermat et les courbes elliptiques

® Si A, B et C sont des nombres entiers
solutions de Fermat,

® C'est-a-dire si A™ + B™ = C™,

# la courbe elliptique d’équation

y2 — m3 + (An . Bn)mz — A" B"

# a des proprietes si particulieres que...
# elle ne peut pas exister! (Wiles)

Arc-en-ciels. soucoupes volantes. toupies. courbes ellintiaues. et tout ca — p. 34/35



Fermat et les courbes elliptiques

°

Si A, B et C sont des nombres entiers
solutions de Fermat,

c’est-a-dire si A™ +~ B™ = C™,

la courbe elliptiqgue d’équation

y? = x% 4+ (A" — B")x? — A"B"

a des proprietés si particulieres que...
elle ne peut pas exister! (Wiles)

Démontré par Wiles en 1994, le grand
théoreme de Fermat affirme que, pourn > 3, la
seule solution (en nombres entiers) est a = 0 et
b=c(oub=0eta=c).
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