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PREFACE

L’homologie de Floer est aujourd’hui une technique indispensable de la
topologie symplectique. Inspirée d’idées de Witten et de Gromov dans les
années 1980, elle a permis depuis de résoudre de nombreux probléemes diffi-
ciles, et elle continue de le faire.

Ce livre est consacré a la solution d’un de ces problémes, une célebre
conjecture due a Arnold, qui propose de minimiser le nombre de trajectoires
périodiques d’un systéme hamiltonien par un invariant qui ne dépend que
de la topologie de la variété symplectique sur laquelle évolue ce systéeme.
Cette minoration ressemble beaucoup aux célebres inégalités de Morse, qui
minorent le nombre de points critiques d’une fonction. Une ressemblance
qui n’a rien de fortuit : 'homologie de Floer est un analogue (en dimension
infinie) de I’homologie de la variété telle qu’elle est calculée par le complexe
de Morse « a la Witten » : le role principal est tenu dans les deux cas par
les espaces de modules de trajectoires joignant les points critiques (d’une
fonction pour Morse, d’une fonctionnelle pour Floer).

En 2004-2005, nous avions proposé un cours, deux cours, sur ces no-
tions. Nous avons commencé par la théorie de Morse, bien sfir, il y avait
des étudiants, nous aimions beaucoup le livre de Milnor dans lequel nous
avions I'un et 'autre appris I'existence, la multitude et surtout 1'utilité des
fonctions de Morse, nous avons donc commencé a rédiger des notes pour les
étudiants, c’était assez facile...

Et puis, c’est devenu plus difficile — il n’existait aucun livre donnant le
point de vue plus moderne sur I’homologie de Morse, avec la construction et
les propriétés d’invariance du complexe de Morse défini a ’aide des espaces
de trajectoires, qui nous permettrait d’aller vers la construction du complexe
de Floer — copier n’était plus possible, il nous a donc fallu la un peu
d’imagination.



x PREFACE

La premiére partie du cours terminée a la satisfaction des auditeurs, nous
avons abordé 'homologie de Floer. Les objets et les techniques, que nous,
topologues et géometres, utilisons tous les jours, de I’homologie de Morse, se
sont transfigurés en objets et techniques de I’homologie de Floer. Le charme,
un des charmes, et la force, de cette théorie, résident en ceci qu’elle utilise,
outre la géométrie et la topologie, beaucoup d’analyse, des opérateurs de
Fredholm et des espaces de Sobolev. Exposer ceci a d’authentiques étudiants
n’est pas une tache tres facile, méme en s’y mettant a deux. C’est pourquoi
nous avons décidé de persister a rédiger des notes de cours.

Si de nombreux travaux de recherche ont utilisé et utilisent toujours ces
techniques, si de nombreux étudiants en ont aujourd’hui besoin, il faut bien
dire qu’il n’y avait pas, sur ce sujet-la non plus, de livre raisonnablement
auto-suffisant.

Cing années se sont écoulées, au cours desquelles nous avons affiné, cor-
rigé, allongé, précisé, majoré, minoré, égalé, comparé, énoncé et démontré
soixante-treize théorémes, cent vingt et une propositions et cent six lemmes,
dessiné quatre-vingt-dix-huit figures (et posé un certain nombre d’exercices,
dont, contrairement a la coutume, aucun ne contient la démonstration d’un
résultat important « laissé en exercice aux lecteurs »)...

Cinqg années se sont écoulées, au cours desquelles d’autres étudiants ont lu
ces notes et nous ont fait des commentaires qui nous ont convaincus qu’elles
répondaient a un besoin et qu’il serait stupide de ne pas les améliorer encore
pour en faire un livre.

Voici ce livre, consacré a la puissance et la gloire des méthodes homolo-
giques a la Morse-Floer.

Ce qu’il faut savoir... Il était difficile de prétendre écrire un ouvrage
auto-suffisant. Pourtant, celui-ci est issu d’un cours professé devant d’au-
thentiques étudiants de mastere — a qui nous avons dii commencer par
« rappeler » ce qu’était une variété. En pensant a eux et a leurs semblables,
nous avons donc regroupé a la fin du livre et en trois chapitres « ce qu’il
faut savoir », les résultats de base que nous utilisons, en géométrie différen-
tielle, topologie algébrique, analyse. Il y a parfois des définitions et/ou des
démonstrations compléetes, parfois des indications. Un index devrait aider a
s’y retrouver.

Remerciements. A tous les étudiants qui ont subi ce cours, notamment &
Emily Burgunder, Olivier Dodane, Shanna Li, Alexandre Mouton, Emma-
nuel Rey, Nelson Souza.
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PARTIE 1

THEORIE DE MORSE






INTRODUCTION DE LA PREMIERE PARTIE

Cette premiere partie est consacrée a la théorie de Morse, avec en ligne
de mire le complexe défini par les points critiques d’une fonction de Morse
et les trajectoires d’un champ de gradients.

C’est une théorie dont la toute premiere pierre est la remarque que I’étude
d’une fonction (bien choisie) peut donner des informations assez précises sur
la topologie d’une variété. L’exemple le plus classique — mais les exemples
les plus classiques sont souvent les plus instructifs — est celui de la fonc-
tion « hauteur » R?> — R et de sa restriction aux différentes sous-variétés
représentées sur les figures. La fonction f est, dans les trois cas considérés,
la restriction de (z,y,2) — 2.

FIGURE 1. La sphére ronde

La premiere figure (figure 1) représente la sphére « ronde », c’est-a-dire
la sphere unité

5% = {(amy,z) €R3|x2+y2+z2:1}.
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Les niveaux f~!(a) sont

0] sia < —1

un point sia=—1

un cercle si —1<a<1

un point sia=1

%) sia>1.

En remontant les valeurs de la fonction, on constate que les niveaux ont
toujours la méme topologie, jusqu’a ce que se produise un accident, ou la
topologie change, puis reste la méme jusqu’a ’accident suivant.

Il en est de méme pour les « sous-niveaux », c¢’est-a-dire ce qui se trouve
au-dessous d’un niveau donné, qui sont, dans ce cas, d’abord vides, puis
(briévement) un point, puis un disque, puis la sphére tout entiére.

Les accidents sont les valeurs critiques de la fonction, correspondant aux
points critiques, ceux ou la différentielle de f s’annule, ceux pour lesquels
le plan tangent est horizontal, les poles nord et sud de la sphére. Bien siir,
le pole sud est le minimum de la fonction et le pole nord son maximum.

FIGURE 2. Le tore

La situation est analogue dans le cas du tore de la figure suivante
(figure 2) a cette différence preés qu’il y a maintenant des points critiques
qui ne sont pas des extrema de la fonction, ce sont les deux points « selle ».
Les niveaux correspondants sont des courbes en forme de huit (dont
Pune est représentée sur la figure), et donc pas des sous-variétés, on aura
remarqué que les niveaux réguliers, non critiques, doivent, eux, &tre des
sous-variétés (a cause du théoréme de submersion).
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Un des premiers résultats de cette théorie est un théoreme, dii & Reeb
(au moins pour les fonctions de Morse) et que nous démontrerons (dans
ce cas) qui affirme qu’une variété compacte qui posséde une fonction avec
seulement deux points critiques est homéomorphe a une sphére. Mais bien
stir, il y a sur la sphére des fonctions avec plus de points critiques.

" |

FIGURE 3. Une autre sphere

La troisiéme figure (figure 3) est 1a pour illustrer ce fait. Parce que c’est
pratique a visualiser, on a gardé la « méme » fonction hauteur et on a « fait
un creux » dans la sphere, en douceur, ce qui fait que la sous-variété est bien
slir toujours difféomorphe & une spheére, mais que maintenant, la fonction a
deux maxima locaux et un point selle. On remarquera toutefois que la parité
du nombre de points critiques de la nouvelle fonction est la méme que celle
de Vancienne. Si on les suppose non dégénérés, une importante propriété
qui sera définie plus bas (et que vérifient les points critiques représentés sur
nos figures), le nombre de points critiques comptés modulo 2 est égal a la
caractéristique d’Euler modulo 2 de la variété, un invariant qui ne dépend
pas de la fonction mais seulement de la variété.

L’idée des espaces de trajectoires de Witten permet de mettre en évi-
dence un invariant plus fin : on voit bien que le tore et la sphere sont des
variétés tres différentes, méme si toutes les deux possedent une fonction
avec quatre points critiques non dégénérés. Cet outil est ce que I'on appelle
aujourd’hui 'homologie de Morse H My (V') de la variété. C’est 'homologie
d’un complexe, le complexe de Morse, construit a partir des points critiques
d’une fonction de Morse en « comptant » les trajectoires d’'un champ de
vecteurs qui les relient... une homologie qui ne dépend, in fine, que (du type
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de difféomorphisme) de la variété. Les remarques que nous venons de faire
a propos du nombre de points critiques sur telle ou telle variété s’expriment
en les fameuses « inégalités de Morse » : le nombre ¢, de points critiques
d’indice k£ d’une fonction de Morse sur une variété satisfait a

cp > dim HM(V).

Ces objets forment donc naturellement le sujet de la premiere partie de
ce texte.



CHAPITRE 1

FONCTIONS DE MORSE

Toutes les variétés et les fonctions que nous considérons ici sont de
classe @, méme si on n’a besoin en général que de régularité C!!

1.1. Définition des fonctions de Morse

1.1.a. Points critiques, non-dégénérescence. Soit V une variété et
soit f : V — R une fonction.

Remarque 1.1.1. Au moins si V' est compacte, f a toujours des points cri-
tiques, puisqu’elle a au moins un maximum et un minimum.

En un point critique de f, on peut définir la hessienne ou dérivée seconde.

Remarque 1.1.2. Rappelons qu’une fonction sur une variété n’a pas de dérivée
seconde : il est toujours possible de calculer une dérivée seconde dans une
carte, mais le résultat dépend de la carte utilisée. La dérivée seconde est
bien définie sur le noyau de la dérivée premiere... Ici nous nous contenterons
de la définir en les points critiques. Voir I'exercice 1 page 17.

Plutot que d’utiliser une carte et de montrer que le résultat n’en dépend
pas, faisons appel & un argument plus intrinséque (comme dans [48, p. 4]).
Si x est un point critique de f et si X et Y sont des vecteurs tangents a V'
en x, posons
ol nous avons noté Y un champ de vecteurs prolongeant localement Y.
Comme

X-(V @)=Y (X-lz)=[XY]s f=(df)a([X,Y]s) =0,

P’expression est une forme bilinéaire symétrique en X et Y. Le méme calcul
montre aussi que cette forme est bien définie, le résultat ne dépend pas du
prolongement Y choisi.
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On dira qu'un point critique est non dégénéré si cette forme bilinéaire
I'est. Et qu’une fonction est de Morse si tous ses points critiques sont non
dégénérés.

1.1.b. Exemples et contre-exemples. Les points critiques de la fonc-
tion hauteur sur la sphere sont non dégénérés. En effet, au voisinage du
point (0,0,¢) € S?, (z,y) forment des coordonnées locales et

f(xay):Z:€V17‘T27y2a

une fonction dont la dérivée seconde est la forme quadratique

(0,00 (@, y) = —e(@® + )
une forme quadratique non dégénérée, en effet.

Il est tres facile de construire des fonctions avec des points critiques
dégénérés, par exemple en prenant pour fonction une forme quadratique
dégénérée, qui sera sa propre dérivée seconde en 0 ou pire, un polyndéme de
degré plus grand, comme la fonction x — 23, de R dans R, qui a un point
critique dégénéré en 0.

Voir d’autres exemples dans [48] et dans les exercices de ce chapitre (voir
aussi la remarque 4.4.5 ci-dessous).

1.2. Existence et multitude des fonctions de Morse

Il est moins facile de montrer qu’il existe des fonctions de Morse sur toutes
les variétés, mais c’est vrai. Dans ce paragraphe (qui est une paraphrase
de [48]), nous montrons qu’il existe, en un sens précis, beaucoup de fonctions
de Morse sur une variété compacte (en fait, nous le montrons pour n’importe
quelle variété qui se plonge comme sous-variété dans un espace R"™).

1.2.a. Existence de fonctions de Morse. Utilisons le théoréme de plon-
gement (ici le théoréme 14.1.2) et montrons l'existence de fonctions de Morse
sur les sous-variétés de ’espace R™.

Proposition 1.2.1. Soit V C R™ une sous-variété. Pour presque tout point p
de R"™, la fonction
fr:V—R
2
z— |z —p|

est une fonction de Morse.
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Démonstration. La différentielle de f, est

Tefp(§) =2(z —p) - &,

de sorte que x est critique si et seulement si (x — p) est orthogonal & T,V
Paramétrons V' localement (comme nous y autorise le théoréme des sous-
variétés, ici le théoréme 14.1.1) par

(’U,l,. ..,ud) [— x(ul, ce ,ud).
Dans ces coordonnées,
ofp Ox
8’114 o 2(1' B p) . 8ui
et
0% f, Or Oz 0%
—9(==. — ). )

Le point x est donc un point critique non dégénéré si et seulement si le
vecteur x — p est orthogonal a T,V et la matrice ci-dessus est de rang d.
Pour montrer que, pour presque tout p, la fonction f, est de Morse, il
suffit donc de montrer que les p qui ne vérifient pas cette propriété sont les
valeurs critiques d’une application C* et d’appliquer le théoreme de Sard
(théoreme 14.2.1). Considérons donc le « fibré normal » de V' dans R”™,

c’est-a-dire ’espace
N={(z,v) eVxR"|v LT, V}CV xR",
et I'application
E:N—R"
(z,v) — x + .

La proposition est alors conséquence du lemme qui suit :

Lemme 1.2.2. Le fibré normal N est une sous-variété de V- x R™. Le point
p=x+v €R" est une valeur critique de E si et seulement si la matrice

0% f 0r Ox 0%z
“2{n g )
8ui8uj 6’&]‘ aui auiauj

n’est pas inversible.

Démonstration. Comme V est une sous-variété de R", il y a une carte
(locale) envoyant R™ sur un ouvert de R” et R¢ sur un ouvert de V.
L’application tangente a la carte envoie la base canonique de R™ sur une
base de vecteurs tangents a V suivis de vecteurs engendrant un supplé-
mentaire. Il suffit alors d’orthonormaliser cette base pour obtenir n — d
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champs de vecteurs vy, ..., v,_q qui forment en chaque point de V' une base
orthonormée de (7,,V)+. Alors, I’application

(Upy ey Ugy by tng) — (x UL, ..o, U, Zt% ul,...,un_d)>

est un paramétrage local de IV, donc celle-ci est bien une sous-variété. Dans
ces coordonnées, les dérivées partielles de E sont

OE 0 n=d 9
I+Zk1}k

ou; aul = Ou;
oE .
ot;
Calculons les produits scalaires de ces n vecteurs avec les n vecteurs indé-
pendants
or Ox
aim,...,aiu(i,vl,...,vn,d,

obtenant ainsi une matrice qui a le méme rang que la jacobienne de F et
qui a la forme

( ox (933 ka %) (Z vy, " )
Ou; 8uj Ou; = ou;
0 1d
Mais vy, est orthogonal & dz/0u;, donc
a(v @)_3% 87x+v 0%z —0

8ui k an o aul 8'Ll,j k Buzau] e
Ce qui acheve la démonstration du lemme... O
et donc celle de la proposition. O

Nous dirons quelques mots des points p pour lesquels la fonction p n’est
pas de Morse, ci-dessous dans la remarque 1.4.1.

Remarque 1.2.3. Remarquons que cette démonstration utilise une partie non
triviale du théoréeme de Sard (mais pas la plus difficile, qui serait celle ou
la dimension de la source est strictement plus grande que celle du but) : les
deux variétés N et R™ ont la méme dimension.

1.2.b. Généricité des fonctions de Morse. La proposition 1.2.1 montre
qu’il existe de nombreuses fonctions de Morse sur une sous-variété de R™. En
utilisant les mémes outils, nous montrons maintenant, toujours suivant [48],
que toute fonction C*° peut étre approchée par des fonctions de Morse.
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Proposition 1.2.4. Soit V. une variété qui peut étre plongée comme sous-
variété dans un espace R™ et soit f : V. — R une fonction €. Soit k
un entier. Alors f peut étre approchée, uniformément sur tout compact,
ainsi que toutes ses dérivées d’ordre < k, par des fonctions de Morse.

Démonstration. Fixons un nombre réel ¢ (avec vocation & étre assez grand).
Choisissons un plongement de V dans R™ pour un n assez grand, de fa-
gon que la premiére coordonnée soit la fonction f (il suffit d’ajouter cette
coordonnée & un plongement dans un espace de dimension R" 1),

D’apres la proposition 1.2.1, pour presque tout point
p=(—c+e1,e9,...,6)

proche de (—¢,0...,0), la fonction f, est de Morse. Alors

_ fp(x) —c?
g(m) - 20
est évidemment de Morse elle aussi. De plus,
1
9(x) = o ((f(2) +c—e1)? + (ha(2) = €2)* + -+ + (hn(@) — £0)* = %)

— fla) + fx)? +262 hi(x)*  eif(z) +CZ€¢}M(I) " 2512 .

ce qui montre (avec ¢ assez grand et les €; assez petits), que g approche f
uniformément sur les compacts comme annoncé. O

Sans plonger la variété V et en utilisant la transversalité, il est possible
de démontrer :

Théoréeme 1.2.5. Soit V une variété compacte. L’ensemble des fonctions de
Morse sur'V est un ouvert dense de C°(V;R).

On trouvera (si besoin, la définition de €>*(V;R) au §14.3.b et) une
démonstration (utilisant la « transversalité sous contrainte ») dans lexer-
cice 9 page 19.

1.3. Le lemme de Morse, indice d’un point critique

Décrivons ici ce qui se passe prés d’un point critique d’une fonction de
Morse.
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1.3.a. Le lemme de Morse. Au voisinage d’un point critique, la fonction
est bien approchée par (la moitié de) sa dérivée seconde. Le lemme de Morse
affirme beaucoup mieux : quitte a changer de coordonnées locales, elle lui
est égale.

Théoreme 1.3.1 (lemme de Morse). Soit ¢ un point critique non dégénéré de
la fonction f:V — R. Il existe un voisinage U de ¢ et un difféomorphisme
v:(Uye) = (R™,0) tels que

3 n
foo Hzy,...,2,) = f(c) — Zx? + Z 3.
j=1 j=it1

Démonstration. On peut démontrer ce résultat en utilisant le lemme
d’'Hadamard comme le fait Milnor dans [48]. La démonstration que nous
choisissons ici est une application directe du théoreme des fonctions
implicites, c’est celle que 1'on trouve dans [40]™).

En utilisant une carte, comme le résultat est local, nous supposons que
V = R"™ et que le point critique ¢ est 0. En composant par un isomor-
phisme d’espaces vectoriels, nous supposons en outre que la forme quadra-
tique (d?f)o est diagonale.

Nous démontrons le résultat par récurrence sur la dimension. Commen-
cons donc par le cas n =1, ol

F(a) = F0) + 57" (0)2? +<(a)a?
= f(0) £ ax®(1 + £(z))

pour un réel strictement positif a et une fonction € de classe €,

L TG PR
/Of () — )2 dt.

T2

z1 = p(x) = z/a(l + e(x)).

Il est clair que ¢ est un difféomorphisme local (puisque ¢'(0) = /a # 0)
ce qui permet d’appliquer le théoreme d’inversion locale, de sorte qu’au

e(x)

Posons

voisinage de 0,
fow Har) = fz) = f(0) £at.

C’est le théoreme pour n = 1.

(D 1L’avantage principal de cette démonstration est qu’elle donne un résultat un peu plus
général que le lemme de Morse : prés d’un point critique, une fonction s’écrit comme
somme d’une constante, d’une forme quadratique de rang k < n et d’une fonction des
n — k variables restantes dont toutes les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 sont nulles au
point considéré.
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Ecrivons ensuite R” = R x R"~! et notons ses points (z,y). Ecrivons
f(z,y) = fy(x), considérant ainsi les fonctions de variable réelle f,, quand
le parametre y varie dans R™~!. La formule de Taylor s’écrit maintenant

Fl9) = £,(0) + £y (0)z + 3 F1(0)a? + 2% ).

Si le terme fl’/(O) est nul, continuons comme dans le cas n = 1, puisque
f,/(0) # 0 (sinon il y aurait une colonne nulle dans la matrice des dérivées
secondes de f) ce qui nous permet d’écrire

fla,y) = £,(0) £ a(y)2®(1 +e(a,y)) avec a(y) > 0.

L’application

¢ (,y) — (11 = 2a(y)(1 +e(z,9)), y1 = y)

est un difféomorphisme local comme dans le cas n = 1 et, toujours comme
dans ce cas, donne

foo N, y1) =27 + f(0,41)

ce qui permet effectivement de conclure par récurrence.

Montrons donc maintenant qu’il est possible de se ramener au cas ou
f,(0) = 0. Cherchons les points critiques de f,, c’est-a-dire les solutions de
I’équation

%(m, y) =0.
Avec nos hypothéses sur (d?f)o, nous savons que

0% f

@(Ov O) 7é 07
de sorte que le théoreme des fonctions implicites nous assure que nos so-
lutions, au voisinage de (0,0), sont les points du graphe z = (y) d’une
fonction ¢ définie et C> au voisinage de 0 € R"~!. Comme nous avons sup-
posé la dérivée seconde diagonale, la dérivée en (0,0) de 9f/0z par rapport
aux variables y est nulle, de sorte que (dy)o = 0.

Utilisons maintenant le difféomorphisme local (au voisinage de 0)
D(x,y) = (x + ¢(y),y) dont la différentielle en 0 est Iidentité. La fonction
f o ® vérifie

0
— ®)(0,y) =0
(o ®)(0,)
d2(f © (I’)(o,o) = (de)(o,o)-
En intégrant le difféomorphisme local ® dans la notation, c’est-a-dire en

appelant encore f la fonction fo®, nous nous sommes ramenés au cas d’'une
fonction ayant la propriété voulue. Le lemme de Morse est démontré. O
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On appelle carte de Morse une carte de la variété dans 'ouvert de laquelle
des coordonnées données par le lemme de Morse sont définies.

Un corollaire immédiat du lemme de Morse est le suivant (voir aussi
Pexercice 2 page 17).

Corollaire 1.3.2. Les points critiques mon dégénérés d’une fonction sont
isolés. O

En particulier, une fonction de Morse sur une variété compacte a un
nombre fini de points critiques.

L’entier ¢ qui apparait dans 1’énoncé du lemme de Morse est I'indice du
point critique (il ne dépend que du point critique, (n — i,1) est la signature
de la forme quadratique dérivée seconde).

Remarque 1.3.3. Un point critique d’indice ¢ de f est un point critique d’in-
dice n —i de —f.

1.3.b. Exemples de points critiques.

Eztrema. Un minimum local d’une fonction de Morse est un point critique
d’indice 0. Les figures représentent un minimum de la fonction hauteur (sur
la variété) et quelques niveaux de la fonction prés d’un minimum dans une
carte de Morse.

N

FIGURE 1. Un minimum

FI1GURE 2. Point critique d’indice 0

Un maximum local est un point critique d’indice n (la dimension de
la variété). La figure 2 montre aussi bien les niveaux d’une fonction au
voisinage d’un maximum.

Indice 1. Les points critiques d’indice 1 d’une fonction de deux variables
sont ceux que l'on a vu apparaitre dans le cas du tore. Ces points sont
appelés des points « selle » ou des « cols ». La figure 3 explique le mot
selle. Le terme de col est bien adapté : la figure 3 évoque bien aussi un
col de montagne, « le point le plus élevé entre deux sommets », comme le
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« définissent(®) » les manuels de géographie, et, de méme, la figure 4 évoque
les courbes de niveau d’une carte de géographie, au voisinage d’un col.

>
/
AN

F1cUurE 3. Un point selle
FIGURE 4. Point critique d’indice 1

1.4. Exemples de fonctions de Morse

Les exemples classiques de fonctions de Morse présentés ici seront utilisés
dans la suite.

1.4.a. La fonction (carré de la) distance & un point. Nous l'avons
dit au 1.2.a, les fonctions f, = ||z — p||* sont, en général, des fonctions de
Morse. La figure 5 montre les deux points critiques d’une telle fonction sur
la sphére unité et sur un tore de R3.

Remarque 1.4.1. Le seul point pour lequel cette fonction n’est pas de Morse
sur la sphere est le centre de la sphére. Plus généralement, on appelle « points
focaux » de V les points p de R™ pour lesquels la fonction n’est pas de
Morse. Cette terminologie se justifie par le fait qu’en un tel point (pour
une hypersurface), des normales infinitésimalement proches se rencontrent ;
si I'on imagine 'hypersurface comme une source lumineuse et les normales
comme les rayons lumineux qu’elle émet, il y a accumulation d’intensité
lumineuse en ces points, d’ou leur nom de foyers, ou de points focaux.

En général, un point d’une sous-variété est critique pour la fonction dis-
tance si celle-ci y est tangente (non transverse) a la sphére de centre p
passant par ce point.

(2)Les définitions « passage étroit entre deux montagnes » ou « dépression formant passage
entre deux sommets montagneux », que ’on trouve dans les dictionnaires, ne sont pas
plus précises.
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max

, indice 1 max

_indice 1

FIGURE 5. La fonction distance & p, sur un tore et une sphére

1.4.b. Fonctions hauteur. Les trois fonctions hauteur représentées dans
I'introduction sont des fonctions de Morse

— sur la sphére S2, avec deux points critiques, d’indices 0 (le minimum,
pole sud) et 2 (le maximum, pdle nord) ;

— sur le tore T2, avec quatre points critiques, le minimum, le maximum
et deux points critiques intermédiaires, d’indice 1;

— sur la sphére S? & nouveau, avec quatre points critiques, un minimum,
un point critique d’indice 1 et deux maxima locaux.

Remarque 1.4.2. On peut aussi considérer la hauteur comme la distance a
un point situé a 'infini dans la direction de I'axe des z.

1.4.c. Sur le tore T2. Il y a bien d’autres fonctions sur le tore! Considé-
rons la fonction

f:R* —R
(z,y) — cos(2mx) + cos(27my)

et la fonction, toujours notée f, qu’elle définit sur le tore T? = R?/Z2. C'est
une fonction produit (comme nous en avons rencontré plus généralement

au §1.1.b). Celle-ci a quatre points critiques :
— un minimum, le point (%, %) ;
— deux points critiques d’indice 1, les points (%, 0) et (0, %) ;
— un maximum, le point (0,0).



EXERCICES 17

NN
N\N774

FIGURE 6. Une fonction de Morse sur le tore

Les lecteurs sont invités a vérifier ces assertions (les vérifications sont
directes). La figure 6 représente quelques niveaux de la fonction f sur le tore.
Remarquons que le minimum est au niveau —2, les deux points critiques
d’indice 1 dans le méme niveau 0 et le maximum au niveau 2.

Exercices

Exercice 1. Soient U un ouvert de R" et f : U — R une fonction de
classe €*°. Soient V un ouvert de R™ et ¢ : V' — U un difféomorphisme.
Calculer (d?(f o)), (pour y € V).

Soient M une variété et g : M — R une fonction. Montrer que la forme
bilinéaire (d?g), est bien définie sur le sous-espace vectoriel

Ker(dg), C T, M.

Exercice 2. Le fibré cotangent T*V de la variété V est muni de sa struc-
ture naturelle de variété (rappelée au chapitre 14). Vérifier que lon peut
considérer la différentielle df d’une fonction f: V — R comme une section

af .\ v — 1TV

de ce fibré cotangent (qui est un plongement de V' dans T*V).

Quels sont les points critiques de f dans ce langage? Montrer que le
point a est un point critique non dégénéré de f si et seulement si la sous-
variété df (V') est transverse a la section nulle au point considéré.

Montrer qu’un point critique non dégénéré d’une fonction est isolé (sans
utiliser le lemme de Morse!).

Exercice 3 (une selle de singe). On consideére la fonction
f:R* —R

(z,y) — 2° — 3xy?.
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Etudier le point critique (0,0). Est-il non dégénéré ? Dessiner quelques ni-
veaux réguliers de la fonction f ainsi que son graphe.

Exercice4.Si f : V — R et g: W — R sont des fonctions de Morse, alors
f+9g:V xW — R est aussi une fonction de Morse dont les points critiques
sont les couples de points critiques de f et g.

Exercice 5 (sur ’espace projectif complexe). La fonction définie sur
C" 1 —{0} par
n . 2
Zj:o] |24
n 2
> §=0 |21

passe au quotient pour définir une fonction, toujours notée f, sur I'espace

f(zoy- y2n) =

projectif complexe P (C).

Vérifier que c’est une fonction de Morse dont les points critiques sont les
points [1,0,...,0] (d’'indice 0), [0,1,0,...,0] (d’indice 2) et ainsi de suite
jusqu’a [0, ...,0,1] (d’indice 2n).

Les lecteurs désireux de savoir d’oti peut bien venir cette fonction (de [48],
bien siir, mais avant ?) pourront se reporter a la remarque 2.1.12.

Exercice 6 (sur la spheére et sur le plan projectif réel). Avec essentiellement
la méme formule, considérons ici la fonction

f:8* —R
(z,y,2) — y* + 222

et la fonction g : P?(R) — R sur le plan projectif réel qui s’en déduit par
passage au quotient. Vérifier que la fonction f est de Morse (et donc que g
aussi), montrer qu’elle a six points critiques (et donc que g en a trois) qui
sont

— deux points d’indice 0, les points (£1,0,0), au niveau 0;

— deux points d’indice 1, les points (0,41, 0), au niveau 1;

— deux points d’indice 2, les points (0,0,+1), au niveau 2.
La figure 7 représente quelques niveaux de cette fonction sur la sphere.

Le niveau critique contenant les deux points d’indice 1 est formé des deux
cercles intersections de la sphére avec les plans z = tx.

Exercice 7. Dessiner dans un carré les niveaux de la fonction hauteur sur le
tore « chambre & air » (la réponse figure quelque part dans ce texte).

Exercice 8 (une quadrique projective). On considere la « quadrique » @ de
P3(C) définie par I'équation

24,2, .2, ,2
20 +21 +23 +25=0.



EXERCICES 19

=

— =

F1GURE 7. Une fonction de Morse sur le plan projectif réel

Montrer que ) est une sous-variété compacte de dimension (réelle) 4 de la
variété P3(C).

On écrit z; = z; + 4y, (pour 0 < j < 3) et z =z + iy pour z € C4, avec
x,y € R On fixe deux nombres réels A et u et I'on pose, pour z € C*,

F(2) = Maoyr — 190) + pu(w2ys — w3y2)-
Vérifier que, pour |u| =1, on a
fluz) = f(2)
et en déduire que fdéﬁnit une fonction
f:P3C) —R.

On suppose que les réels A\ et p figurant dans la définition de f vérifient
0 < A < p. On appelle g la restriction de f a Q). Montrer que g est une
fonction de Morse qui a un minimum local, un maximum local, deux points
critiques d’indice 2.

Exercice 9. Dans cet exercice, nous proposons une autre démonstration
de T’existence de nombreuses fonctions de Morse sur une variété et plus
précisément du théoreme 1.2.5.

(1) En utilisant, par exemple, I'exercice 2 (page 17), montrer que l'en-
semble des fonctions de Morse sur la variété compacte V' est ouvert pour la
topologie €2, et donc aussi pour la topologie C>.

(2) Soit a € V et soit U un ouvert de carte centré en a. On appelle F les-
pace des différentielles des fonctions définies sur U (ou des 1-formes exactes),
considéré comme une partie de C*(U; (R™)*) (pour chaque z € U, (df),
est une forme linéaire sur R™). On remarquera que ¥ n’est pas un ouvert.
Soit « une fonction plateau a support dans U et qui vaut 1 sur un voisinage
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compact K de a. Pour ¢ = df € F, on définit
F:UxR")Y—R
(x,A) — f(z)+ a(z)A - x.
Calculer(® (D1F)(z,4) pour € K et montrer que F est une submersion
Kx R")" — (R")".

Montrer que F est localement transversale a {0} (au sens du §14.3.c).

(3) Montrer que tout point a de V' posséde un voisinage compact K tel
que ’ensemble des fonctions f : V' — R dont les points critiques dans K

sont non dégénérés est dense dans C*(V; R).
(4) En déduire une démonstration du théoréme 1.2.5.

(3)Si f est une fonction de deux arguments (u,v) €U x V C E X F, nous désignons par
(D1£)(u,v) 'application linéaire

(le)(u,v) E— R,

différentielle partielle de f par rapport a la premiere variable. De méme pour (D2f)(u,v).



CHAPITRE 2

PSEUDO-GRADIENTS

Dans ce chapitre, nous définissons, construisons et étudions les champs
de pseudo-gradient, dont les trajectoires relient les points critiques d’une
fonction de Morse. Ces champs permettent de définir les variétés stables
et instables des points critiques, qui vont jouer un réle important. Nous
dégageons la « propriété de Smale » grace a laquelle, par exemple, il n’y
a qu’un nombre fini de trajectoires joignant deux points critiques d’indices
consécutifs et nous démontrons l'existence de champs de pseudo-gradient
satisfaisant a cette propriété.

2.1. Gradients, pseudo-gradients et cartes de Morse

2.1.a. Gradients et pseudo-gradients. Si f est une fonction définie
sur R™, on est habitué a utiliser son gradient, le champ de vecteurs grad f
dont les coordonnées dans la base canonique de R™ sont
of of
rad :(—,...,—).
& r f 8%1 8:cn

De fagon plus compacte, c’est (aussi) le champ de vecteurs défini par

(grad, f,Y) = (df)=(Y)
pour tout vecteur Y € R™ (bien siir les crochets (, ) désignent le produit
scalaire euclidien habituel de R™). Les propriétés les plus importantes de ce
champ de vecteurs sont dues au fait que ce produit scalaire est une forme
bilinéaire symétrique définie positive et sont :
(1) il s’annule exactement en les points critiques de la fonction f;

(2) la fonction f décroit strictement le long des lignes de flot du champ
—grad f :

d
7 (f(9*(@))) =~ grad,. ) fI* < 0.
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Remarque 2.1.1. Plus généralement, si la variété V' est munie d’une métrique
riemannienne (voir le 14.5), une fonction sur V' posséde aussi un gradient
défini par la méme formule

(grad, f,Y) = (df)(Y)
pour tout Y € T, V.

Remarque 2.1.2. C’est sans doute la conjonction des terminologies « flot »
et « hauteur » qui est a la source (si on ose dire) de la tradition (récente)
d’utiliser 'opposé du gradient : le flot descend. Nous nous sommes conformés
a cette convention, comme [61] et [42], mais pas comme [39].

Soit f : V — R une fonction de Morse sur une variété V. On appelle
champ de pseudo-gradients ou pseudo-gradient adapté a f tout champ de
vecteurs X sur V tel que

(1) on ait (df).(X,) < 0 avec égalité si et seulement si z est un point
critique;

(2) dans une carte de Morse au voisinage d’un point critique, X coincide
avec l'opposé du gradient pour la métrique canonique de R™.

Remarque 2.1.3. Un pseudo-gradient est donc un champ de vecteurs assez
particulier. Voir dans ’exercice 10 page 48 des champs de vecteurs qui n’en
sont pas.

FIGURE 1. Maximum et minimum

2.1.b. Cartes de Morse. Cette notion permet de préciser les cartes de
Morse en y faisant figurer les trajectoires d’un champ de pseudo-gradients X .
Par exemple, la figure 1 montre, enfin, la différence entre un maximum (&
gauche) et un minimum (& droite).

La figure 2 représente une carte de Morse pour un point critique d’indice 1.
La carte a proprement parler, le modele dans R™, est représentée a gauche.
A droite, c’est I'image dans la variété qui est figurée (la fonction est la
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hauteur). Fixons quelques notations. Dans R"™, la forme quadratique @ est
définie négative sur V_, sous-espace de dimension i, définie positive sur V..
Nous notons

Ule,n) ={z € R" | —e < Q(x) < e et [lz—_|*[la|* < me+n)}.
Puisque nous sommes dans R"™, la fonction @) a un gradient, précisément,
ici,

- grad(m_,x+) Q = 2($_, 71’4—)'

Le bord de U(e, n) est formé de trois parties :

— deux parties des sous-ensembles de niveau de @,
0.U = {z € U | Qx) = +e et |a=|? < n};

— un ensemble de morceaux de trajectoires du gradient grad @,
90U = {x € U | [|lz—|P*[|lz4[* = n(e +n)} .

Voir la figure 2. Ce sont les notations de [39], que nous utilisons ici.

FIGURE 2. Une carte de Morse

Remarque 2.1.4. D’apres la définition du gradient dans R"™, les trajectoires
du gradient sont orthogonales aux niveaux de la fonction (’espace tangent
a un niveau est le noyau de la différentielle de la fonction). Ce n’est donc
pas par hasard que, sur le modeéle représenté sur la figure 2, les unes et
les autres apparaissent comme des hyperboles équilateres de deux familles
orthogonales.

On contemplera avec profit les deux parties de la figure. Sur les deux ont
été indiqués le niveau critique (disons que c’est le niveau 0), deux niveaux
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réguliers positifs et deux niveaux réguliers négatifs, des trajectoires de gra-
dient limitant la carte ainsi que les trajectoires de I'opposé du gradient qui
aboutissent ou commencent au point critique.

Si a est un point critique de la fonction f, un voisinage de a est décrit par
le lemme de Morse comme image par un difféomorphisme h d'un U(e,n).
Un tel voisinage sera noté Q(a). Nous noterons aussi

9:0(a) = h(ALU), 9o = h(BU),

etc. Nous allons essayer d’utiliser, de fagcon cohérente, comme sur la figure 2,
les notations

— Q pour les images des cartes ({2 est une partie de la variété),
— et U pour les ouverts de cartes, les modeles (U est une partie de R™).

2.1.c. Existence de champs de pseudo-gradients. Il existe des
champs de pseudo-gradients pour toutes les fonctions de Morse sur toutes
les variétés. C’est, par exemple, une conséquence du fait qu’il existe des mé-
triques riemanniennes et plus précisément, du fait qu’il existe des métriques
riemanniennes ayant une forme prescrite sur une partie (un voisinage des
points critiques) donnée de la variété et c’est, en tout cas, une conséquence
simple de l'existence de partitions de 1'unité, comme nous le montrons
maintenant.

Démonstration de l’existence de pseudo-gradients. Appelons c¢q,...,c¢. les
points critiques de f sur la variété V (ils sont en nombre fini parce que V
est compacte et que les points critiques d’une fonction de Morse sont isolés)
et (Ui, h1),...,(Ur, hy) des cartes de Morse au voisinage de ces points. Les
ouverts images ); sont bien entendu supposés disjoints. Complétons les en
un recouvrement ouvert (£2;)i<j<n fini de V par des images d’ouverts de
cartes (Uj, h;). On peut supposer (et donc nous supposons) que le point
critique ¢; est dans le seul ouvert €2; de ce recouvrement.

Si g est une fonction définie sur un ouvert de R™, considérons grad g, son
gradient pour la métrique euclidienne standard de R™. Définissons pour
chaque indice j un champ X; sur 'ouvert §2; en ramenant sur V' le gradient
de f o hj, c’est-a-dire par la formule

Xj(z) = —(Th;l(x)hj)(gradh;1(x)(f o h;))

(la formule a I'air compliquée, mais 'objet lui-méme est trés simple : nous
avons pris le gradient de la fonction f o h;, un champ de vecteurs sur Uy,
et 'avons transformé, de la maniere naturelle, en un champ de vecteurs
sur €2;). Par définition méme, X; - f < 0 sur Q; (c’est une des propriétés
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de 'opposé du gradient). De plus, X; ne s’annule qu’au point critique de f
sur U; (pour j <r).

Utilisons ensuite une partition de I'unité (¢, ), associée au recouvrement
(€25);, ce qui permet d’étendre les champs locaux X, en des champs )N(j
définis sur V' tout entiere par

(o) = {wj(x)Xj(x) siz e

j .
0 sinon.

Il ne reste plus qu’a poser
N
X=X,
j=1
Le champ X ainsi défini est bien un pseudo-gradient adapté a f, puisque,
en effet

=

(df)e(Xa) = D _(df)a((X))z) < 0.
j=1
Si cette inégalité est une égalité, ¢;(z)X;(x) = 0 pour tout j, donc, soit
est critique, soit ¢;(x) = 0 pour tout j (ce qui est absurde).

Soit ¢; un des points critiques de f. Par construction, X coincide avec
I'image du gradient euclidien sur le complémentaire dans U; de la réunion
des autres ouverts Uj, lequel complémentaire est un voisinage de c¢; qui
contient une petite carte de Morse au voisinage de c;. O

2.1.d. Sous-variétés stables et instables. Soit a un point critique de f.
On définit ses variétés stable

Wé(a) = {me V] Sl{r_&ogp (x) :a}
et instable
W(a) = {x eV lim ¢*(z) = a}.
Dans un ouvert U = U(e,n) de R™ comme considéré au §2.1.b, on a
We0)=UNVy e W*0)=UnNV_.

Avec les notations de 2.1.b, la variété stable de a est obtenue a partir de la
réunion de h(U NV, ) = h(W?(0)) et de

hOLUNVL) xR
en identifiant (z, s), pour x dans le bord et s > 0, & ¢*(z). Voir la figure 3.
Si k est I'indice du point critique a, h(0LUNV.) est une sphére de dimension
n—k— 1, c’est I'image par le diffSomorphisme h de la sphére ||z, ||? = € de
Pespace V (espace vectoriel de dimension n — k).
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Ainsi les variétés stable et, de méme, instable sont des sous-variétés : en
dehors du point critique, c’est I'image du plongement (z,s) — ¢*(z) et au
voisinage du point critique, c’est 'image de V... Cet argument montre aussi
que W#(a) est difffomorphe & un disque de dimension n — &k (et de méme
W*"(a) & un disque de dimension k) : W9(a) s’obtient en compactifiant
Sn—k=1 % R par I'ajout de I'unique « point & l'infini » a, ou encore, c’est le
quotient de S" %=1 x ] — 0o, +00] par la relation d’équivalence qui identifie
A un unique point la sphere S*~*~1 x {+o0}.

W?*(a)

Sn—k—l

W?*(a)

©°(z) pour s <0

FIGURE 3. Variétés stables

Nous avons donc démontré :

Proposition 2.1.5. La variété instable et la variété instable du point critique a
sont des sous-variétés de V difféomorphes a des disques ouverts. De plus
on a

dim W*(a) = codim W*(a) = Ind(a). O

Ici, Ind(a) désigne l'indice du point a comme point critique de f.

Trajectoires du champ de pseudo-gradients. Notons ¢% ou ¢° le flot du
pseudo-gradient X. La propriété la plus importante des lignes de flot, des
trajectoires du champ X est que toutes relient des points critiques de la
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fonction f : toutes les trajectoires viennent d’un point critique et vont vers
un autre point critique.

Proposition 2.1.6. On suppose que la variété V est compacte. Soitv: R — V
une trajectoire du champ de pseudo-gradients X . Alors il existe des points
critiques ¢ et d de f tels que
lim ~(s)=c et lim ~(s)=d.

§—=—00 s—-+00
Démonstration. Montrons que (t) a une limite quand ¢ tend vers +oo (par
exemple) et que cette limite est un point critique. Il nous faut prouver que
~(t) atteint Sy (d) = 04+Q(d) N W*(d) pour un certain point critique d de f.
Supposons que ce ne soit pas vrai. Alors, chaque fois que la trajectoire -y
pénetre dans un voisinage de Morse, elle doit en ressortir, sans jamais pou-
voir y revenir puisque f décroit le long de v. Appelons sg le temps pour
lequel v sort pour la derniére fois de la réunion (finie) des cartes de Morse
des points critiques,

Q= U Qo
ceCrit(f)

(Crit(f) désigne bien siir I’ensemble des points critiques de la fonction f).
Il existe donc un g > 0 tel que

VeeV —-Q, (df).(X:) < —ep.

Donc, pour tout s > sq,

fww»—ﬂw%»:/“@%gﬁ@

= / ()00 ()il

S0
< —eo(s — s0),

de sorte que

ce qui est absurde. O

2.1.e. Topologie des sous-niveaux — quand on ne traverse pas de
valeur critique. La topologie des niveaux ne change pas tant qu’on ne
traverse pas de valeur critique. Il en est de méme de celle des sous-niveaux.
Désignons par

Ve = £71( — 0c,a))
le sous-niveau a de f. On a dit §14.2.c que, si a est une valeur réguliere, V¢
est une variété a bord.
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Théoréeme 2.1.7. Soient a et b deux nombres réels tels que f n’ait pas de va-
leur critique dans l’intervalle [a,b]. On suppose que f~'([a,b]) est compact.
Alors V' est difféomorphe a V°.

Démonstration. On utilise le flot d’un pseudo-gradient X pour rétracter V°
sur V*. Fixons une fonction p : V" — R qui vaut
1
— e sur 1 ([a,b])
(df)(X)

0 en dehors d’un voisinage compact de cette partie.
Le champ de vecteurs Y = pX est nul en dehors d’'un compact, de sorte
que son flot ¥® est défini pour tout s € R. Pour z € V un point fixé, on
consideére la fonction de variable réelle s — fo®(x). Si ¥*(x) € f~1([a,b]),

on a

d d
ZF o (@) = @)y o) (07 (@)

= (df )y (@) (Yoo (a))
=—1.
Ainsi, pour ¢*(z) € f~1([a,b]), on a
fo’(z)=—s+ f(x).

On en déduit que le difféomorphisme 1°~¢ de V envoie V? sur V. O

Remarque 2.1.8. 1’application
Ve x[0,1] — V*

(2, 5) — x si f(z) <a
’ U@ (g) sia< f(z) <b

est une rétraction par déformation de V? sur V¢, c’est-a-dire que ro = Id,
que r; est constamment égale a 'inclusion sur V¢ et que r; a pour image V.
On a donc démontré, aussi, que V¢ est un rétracte par déformation de V.

Corollaire 2.1.9 (le théoreme de Reeb). Soit V une wvariété compacte. On
suppose qu’il existe une fonction de Morse sur V qui n’a que deuz points
critiques. Alors V' est homéomorphe d une sphére.

Démonstration. Les deux points critiques sont forcément le minimum et le
maximum. On peut supposer que f(V) = [0,1]. Alors, pour € > 0 assez
petit, le lemme de Morse garantit que f~1([0,¢]) et f~1([1 —&,1]) sont des
disques D™. Gréce au théoréme 2.1.7, les sous-niveaux V¢ et V1=¢ sont dif-
féomorphes. Donc V1~¢ est aussi un disque D™ et V est réunion de deux
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1

N .

FIGURE 4. Le théoreme de Reeb

disques recollés le long de leur bord. Il est classique que V' est alors homéo-
morphe & une sphere : on écrit explicitement une application

h:D?UIdDS%D?UwDS

par
T sixz e DY
hx) = q llzll e(z/lz]) size Dy — {0}
0 siz=0¢€ Dj.

C’est un homéomorphisme de la sphére standard (o les deux disques sont
recollés par I'application identique sur S™~!) sur notre variété (ot les deux
disques sont recollés par le difféomorphisme ). O

Remarques 2.1.10. D’abord, le théoreme reste vrai si les deux points cri-
tiques ne sont pas supposés non dégénérés. Ensuite, il n’est pas vrai que
la variété V soit difféomorphe & une sphere, c’est méme un argument im-
portant dans la construction de variétés homéomorphes a des spheres sans
leur étre difféomorphes. Pour ces deux résultats, voir les références dans le
livre [48, p. 25].

2.1.f. Topologie des sous-niveaux — quand on traverse une valeur
critique. La topologie du niveau comme celle du sous-niveau va changer.
Le théoréme ci-dessous exprime comment.

Théoréeme 2.1.11. Soit f : V — R une fonction. Soit a un point critique non
dégénéré d’indice k de f et soit « = f(a). On suppose que pour un & > 0
assez petit, f’l([a —e,a+¢]) est compact et ne contient pas d’autre point
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critique de f que a. Alors, pour tout ¢ > 0 assez petit, I’espace Vo€ q le
type d’homotopie de V¢ auquel on a ajouté une cellule de dimension k
(la variété instable de a).

Remarque 2.1.12. Ce théoreme permet de justifier I’apparition, le para-
chutage, de la fonction de Morse sur P*(C) dont il a été question dans
I’exercice 5 page 18.

Commengons par une description trés naturelle de l’espace projectif
(disons complexe). C’est, comme tous les géometres le savent, la réunion
d’un espace affine et d’un hyperplan « a I'infini ». En considérant les choses
a lenvers, on peut dire que 'espace projectif complexe P"(C) est obtenu
a partir de P"~1(C) en lui ajoutant un C", ou un disque D?". De proche
en proche, ceci définit une « décomposition cellulaire » de P"(C) : on

commence par un point (c’est P, le point [1,0,...,0]), on ajoute un disque
de dimension (réelle) 2 (on a obtenu un P(C), les [a,b,0,...,0]) et ainsi
de suite.

La fonction de Morse de ’exercice 5 permet cette reconstruction, comme
lexplique le théoréme 2.1.11. On commence avec le minimum (c’est juste-
ment notre point [1,0,...,0]), ou la fonction vaut 0. La premiére valeur
critique est ensuite 1, elle correspond au point critique [0, 1,0, ...,0], qui
est d’indice 2... et permet d’attacher une cellule de dimension 2, et ainsi de
suite. En ce sens, cette fonction est « parfaite(®) ».

Démonstration. Commengons par présenter les idées de la démonstration
en contemplant la figure 5. La cellule D¥ est le morceau de variété instable
de a représenté sur cette figure. Ensuite :

(1) en modifiant f, on construit une fonction F' qui coincide avec f sauf
sur un voisinage de a, ot F' < f, de sorte que F~1(] — oo, — ¢]) sera la
réunion de V*~¢ et d’un petit voisinage de a (la partie hachurée horizonta-
lement sur la figure 5);

(2) ainsi, le théoréme 2.1.7 et la remarque 2.1.8 appliqués a la fonction F'
donnent la partie hachurée F~1(] — 0o, a + €]) comme un rétracte de V*+e
(qui est aussi le sous-niveau « 4 € pour la fonction modifiée F);

(3) on peut alors se placer dans une carte de Morse pour montrer que
la partie de V' constituée du morceau de variété instable et de V*~¢ est un
rétracte par déformation de F~1(] — oo, + ¢]).

M1 y a aussi une définition mathématique précise de ’expression « fonction de Morse
parfaite », et celle considérée ici en est le prototype.
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FIGURE 5
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Construction de F. On choisit une carte de Morse (U, h) au voisinage de a
et un € > 0 assez petit pour que f~!([a — &, + €]) soit compact et pour
que U contienne la boule de centre 0 et de rayon v/2¢. Le disque D* est
la partie de U formée des (z_, ) tels que |[z_|? < e et 2y = 0. Sur la
figure 5, comme sur la figure 6, le sous-niveau V*~¢ est hachuré obliquement
alors que f~!([a — €, + ¢]) est pointillé. La cellule, le disque D* est en

trait gras.

On construit la fonction F' en utilisant une fonction p

[0, +oo[ de classe C>°, avec les propriétés suivantes :

- w(0) >¢€;

— pour s > 2¢, u(s) =
— pour tout s, —1 <

0;
'(s) <0.

2e

On définit F' par

rioy - [F@

FIGURE 7. La fonction p

siz & Qa)

[0, +oo] —

a— a2+ o p (lo-|* + 221 [?)  si@=hz—,24).
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Remarquons que le sous-niveau « +¢ de F est exactement celui V¢ de f.
En effet,

— en dehors de ||z_||? + 2||z4||* < 26, F = f;
— a l'intérieur de ’ellipsoide en question, on a

1
F(z) < fl@) = a—[lo-|?+ a4 ]* < a+ Sl |* + 24" < a+e.
De plus, les points critiques de F sont les mémes que ceux de f, puisque

dF = (=1 = p/ (o[> + 2]}z ||*)) 22 - dz

<0
(1= 20 (|2 4 24 7)) 2 - day
>1
ne s’annule que pour x_ = x4 = 0, c’est-a-dire en a.

Nous savons maintenant que
Fla—¢ga+e)cC fa—ea+e]),
en particulier, cette région est compacte. De plus, elle ne contient aucun
point critique de F' : le seul possible serait a, mais
Fla)=a—p(0) <a—c.

On en déduit que F~1(]—o00, a+¢]) est un rétracte par déformation de V+e.
Appelons H la partie hachurée horizontalement sur la figure 5 (et blanche
sur la figure 8), c’est-a-dire Padhérence de F~1(] — oo, +¢]) — V€. On
a en particulier

FY(]—o0,a+¢e]) =V UH.

La rétraction. On définit la rétraction en suivant les fleches indiquées sur
la figure 9. Précisément, r; est l'identité en dehors de Q(a) et on définit r,

Tt

partie 3

/
\

AJ partie| 1

\partie 2

FIGURE 9

FIGURE 8
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sur U (plutdét que sur Q(a), pour alléger I'écriture) par

— sur la région 1 (figure 9), c’est-a-dire sur ||z_||? <,

Tt(.’b,, er) = (vathr);

— sur la région 2, définie par ¢ < ||z_||? < el|z||?, on pose

ri(r—,zy) = (2, s124)

2 _
(1o VP ==
(|
le nombre ad hoc pour rendre les formules continues ;
24| + & < [lz— %, on

prend simplement r, = Id. O

avec

St:t+

— sur la région 3, qui correspond & V¢ et ou

2.2. La condition de Smale

Revenons aux variétés stables et instables des points critiques.

2.2.a. Exemples de variétés stables et instables. Dans les exemples
considérés ci-dessus, voici les sous-variétés stables et instables de tous les
points critiques.

La hauteur sur la sphére ronde. Appelons a le minimum et b le maximum.
On a
We(a) = §* = {b}, W"(a) = {a}
et de méme
We(b) = {b}, W*(b) = 5% {a}
(pour tout champ de pseudo-gradients).

Le tore. Commencons par la fonction hauteur sur le tore chambre a air.
Appelons les points critiques a, b, ¢, d, dans 'ordre des valeurs qu’y prend
la fonction (figure 10). Le champ de pseudo-gradients utilisé est simplement
le gradient pour la métrique induite par celle de R3. La variété stable de a
est constituée de tous les points qui descendent jusqu’a a, c’est-a-dire du
complémentaire des trajectoires dessinées sur la figure qui se terminent en b
ou en c. Ainsi W#(a) est homéomorphe & un disque ouvert. La variété stable
de b est formée des deux trajectoires issues de ¢ se terminant en b. Ainsi,
W#(b) est difféfomorphe & un intervalle ouvert. De méme pour la variété
stable de ¢, qui est constituée des deux trajectoires issues de d que ’on voit
sur la figure. Il faut remarquer que, sur cet exemple (qui est la pour ¢a), la
variété instable de c et la variété stable de b ont en commun deux intervalles
ouverts. La figure 11 représente dans un carré quelques niveaux de la méme
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d
d - ¢ B d
a < = a
b
A A A
d c d
) Ficure 11. Un autre point

de vue sur la méme
FIGURE 10. La hauteur sur

le tore

fonction, ce qui résout un exercice suggéré dans le chapitre précédent, ainsi
que quelques trajectoires du gradient.

b d

FIGURE 12. Le tore, encore

La situation est un peu différente dans le cas de I'autre fonction de Morse
que nous avons rencontrée sur le tore T2, c’est-a-dire

f(z,y) = cos(2mz) + cos(27y).

Notons encore a et d les extrema, b et ¢ les points critiques d’indice 1. La
figure 12 représente les lignes de gradient reliant deux points critiques (on
utilise ici le gradient pour la métrique « plate » du tore, c’est-a-dire pour la
métrique habituelle de R?, comme on le voit, les lignes en question forment
d’authentiques angles droits avec les niveaux). On voit bien ici que W*(a) est
le carré ouvert (donc un disque ouvert), que W#(b) est un intervalle ouvert
(le coté horizontal du carré sur la figure) de méme que W*(b) (segment
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vertical), W#(c) (coté vertical) et W*(c) (segment horizontal) alors que
W#(d) est réduit & d. On remarquera que W*(b) et W*(c) ne se rencontrent
pas.

La hauteur sur I« autre » sphére. A partir de la figure 13, les lecteurs pour-
ront déterminer les variétés stables et instables des quatre points critiques
de la fonction hauteur (pour le gradient de la métrique induite par celle
de R3).

a

FIGURE 13. L’autre sphére FIGURE 14. Le plan projectif

La fonction de Morse sur P2(R). La figure 14 montre, elle, les variétés
stables et instables des trois points critiques a (minimum), b (indice 1) et ¢
(maximum) pour la fonction déja considérée ci-dessus (dans 'exercice 6
page 18) sur le plan projectif réel P2(R).

2.2.b. La condition de Smale. On dit que le champ de pseudo-gradients
adapté a la fonction de Morse f satisfait a la condition de Smale si toutes
les variétés stables et instables de ses points critiques se rencontrent trans-
versalement,

Va,b points critiques de f, W*"(a) h W?*(b).

Remarque 2.2.1. Certaines variétés stables et instables particulieres se
coupent toujours transversalement. Par exemple, on a toujours

— W"(a) h W?*(a) (pour le méme point critique), c’est ce que 'on voit
dans une carte de Morse autour de a;

-~ W) N W=2(b) = @ si a et b sont distincts et f(a) < f(b) (et en
particulier, ces variétés stables et instables sont transverses).
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Si le champ vérifie la condition de Smale, on a, pour tous points critiques a
et b,

codim(W*(a) N W?(b)) = codim W*(a) + codim W*(b),
c’est-a-dire,
dim(W*(a) N W?*(b)) = Ind(a) — Ind(b).

Sous I'hypothese faite, cette intersection est une sous-variété de V, que
nous noterons M(a, b). Elle est formée de tous les points qui sont sur les
trajectoires joignant a a b :
M(a,b) = {x eV | lim ¢*(x)=aet lim ¢°(x)= b}.
S——00 s——+o0
Proposition 2.2.2. Le groupe R des translations dans le temps opére sur
M(a,b) par s -z = ¢*(x), librement si a # b.

Démonstration. Le fait qu’on ait affaire & une opération de groupe est clair.
Sia # b, il n’y a aucun point critique dans M(a,b). Soit z € M(a,b).
Comme z n’est pas un point critique, on sait que f(¢*(x)) est une fonction
strictement décroissante de s, si ¢*(2) = ¢* (z), on a donc forcément s = .
Ainsi 'opération est libre. O

Le quotient est donc une variété, que nous appellerons L(a,b) et
dim L(a,b) = Ind(a) — Ind(b) — 1.

Remarque 2.2.3. 11 est clair que le quotient est un espace séparé. En fait, la
facon la plus commode de considérer ce quotient est la suivante. Si « est
une valeur de f comprise entre f(a) et f(b), alors M(a,b) est transverse
au niveau f~!(a) : ce niveau est de codimension 1 et le champ X lui est
transverse (par définition, il n’est pas tangent au niveau, ou 'on aurait
df(X) = 0 en un point non critique). Toutes les trajectoires issues de a
rencontrent ce niveau intermédiaire en exactement un point, de sorte que
L(a,b) s’identifie & M(a,b) N f~1(a).

Donc, si a et b sont deux points critiques (distincts) et si le gradient
utilisé vérifie la condition de Smale, pour que M(a, b) ou L(a, b) ne soit pas
vide, il est nécessaire que

Ind(a) > Ind(d).

En d’autres termes, ’indice décroit le long des lignes de gradient.
Nous reviendrons longuement sur ces espaces dans le chapitre qui suit.
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Exemples 2.2.4. Tous les exemples présentés ci-dessus satisfont a la condition
de Smale® | sauf celui de la fonction hauteur sur le tore. En effet, les variétés
W#(b) et W*(c¢) ne sont pas transverses, comme on ’a déja remarqué sans
le savoir (exemple 2.2.a et figure 10). D’ailleurs, on a des trajectoires de
gradient joignant deux points critiques d’indice 1, ce dont nous venons de
voir que c’est interdit. Ce « mauvais » champ de vecteurs est le gradient pour
la métrique riemannienne induite sur le tore par la métrique euclidienne
ambiante.

La condition de Smale interdit des lignes de champ comme celles montrées
sur la figure 15. La figure 16 montre les trajectoires d’un champ voisin
vérifiant la condition de Smale (obtenu par la méthode générale explicitée
dans le paragraphe suivant).

\J \_/
& )

FIGURE 15 FIGURE 16

2.2.c. Existence. Nous montrons maintenant, en suivant [66], I’existence
et la généricité des champs de pseudo-gradients vérifiant la condition de
Smale.

Remarquons d’abord que, quitte a remplacer f par une autre fonction
arbitrairement proche au sens @', on peut supposer qu’elle prend des valeurs
distinctes en tous ses points critiques. En effet, en dehors de , on a (par
compacité) df(X) < —eo pour un certain €9 > 0. On choisit alors une
fonction h qui soit constante sur chaque carte de Morse §2;, vérifie |dh| < %50
et telle que

flei) + hlei) # f(e;) + hlc;)  pour i # j.
La fonction f + h reste de Morse, avec les mémes points critiques que f, le
champ de vecteurs X reste un pseudo-gradient adapté, les valeurs critiques
sont maintenant distinctes.

Théoreme 2.2.5 (théoréme de Smale [66]). Soit V' une variété a bord et soit f

une fonction de Morse a valeurs critiques distinctes sur' V. On fize des cartes

(P Dans les cas de '« autre sphére » et du plan projectif, en vertu, par exemple, de
Pexercice 11 (page 48).
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de Morse au voisinage de chaque point critique de f. Soit Q la réunion de
ces cartes et soit X un champ de pseudo-gradients sur'V transverse au bord.
Alors il existe un champ de pseudo-gradients X' qui est proche de X (au
sens Cl), égal a X sur Q et tel que, pour tous points critiques a, b de f,
on ait

W5 (a) h Wi ().

Pour préciser la notion de proximité @! utilisée ici : I’énoncé affirme que,
pour tout € > 0, pour tout recouvrement de V' par des cartes @;(U;) et tout
compact K; C Uy, il existe un champ X’ tel que (pour la la norme € sur
chaque compact K;), on ait

1T ' (X') = T H(X)| <&
et les propriétés annoncées.

Remarque 2.2.6. Un champ X' suffisamment proche du champ de pseudo-
gradients X au sens C! et égal & X sur Q est lui aussi un champ de pseudo-
gradients. On appellera, pour aller plus vite, « bonne approximation » de X
un tel champ X’.

Remarque 2.2.7. Ce théoréme est parfois appelé « de Kupka-Smale », parce
que Kupka en a donné une démonstration, mais celle que nous imitons ici
est la démonstration de Smale.

Démonstration du théoréme. Comme les valeurs critiques de f sont dis-
tinctes, ordonnons ses points critiques

Crit(f) = {ec1,...,¢q} avec f(e1) > flea) > - > fley),
et on note a; = f(¢;). La démonstration du théoréme va étre une récurrence
fondée sur le lemme qui suit.

Lemme 2.2.8. Soit j € {1,...,q} et soit € > 0. Il existe une bonne approxi-
mation X' (au sens C') de X telle que

(1) le champ X' coincide avec X sur le complémentaire dans V de
fﬁl([Oéj +e,a5 + 26}) ;

(2) la variété stable (pour X') de c; est transverse auz variétés instables
de tous les points critiques,

W}S(/(C]) M W;/ (CZ)
Admettons (provisoirement) le lemme et démontrons le théoreme. On

appelle P(r) la propriété : il existe une bonne approximation X/ de X telle
que, pour tout p < r et tout ¢, on ait

W)S(; (cp) M W)%; (ci)-
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Remarquons que

— la propriété P(q) est exactement le théoréeme;

— la propriété P(1) est vraie pour une raison triviale : le point critique ¢;
est le maximum de f et sa variété stable est réduite a lui méme, celle-ci
ne rencontre donc aucune variété instable d’aucun point critique situé en-
dessous de ¢y ;

— et P(2) se déduit du lemme avec j = 2.

Qr—1

ap + 2¢
oy +¢€
Qp

FIGURE 17

Supposons donc que P(r — 1) soit vraie et montrons que P(r) l'est. On a
donc un champ X/ _ tel que la variété stable de ¢,_; soit transverse a toutes
les variétés instables. On applique le lemme au champ X/ _; et & j = r.
On obtient un champ X/ qui, en particulier (c’est la premiére propriété
donnée par le lemme), coincide avec X/ _; en dehors de I’étroite bande ou
ar +¢ < f < a, 4+ 2¢. De plus, comme, pour tout p < r — 1, la variété
stable de ¢, pour X, _; est au-dessus de cette bande, cette variété stable est
la méme pour X/ _; et X/ (voir la figure 17). Donc on a

W, (o) N WX, (ci) = WX (¢p) N W, (:)
pour p <7 — 1 et pour tout ¢, donc
Wx, (ep) h Wk (ci)-
Et, pour p = r, le lemme implique (c’est la deuxiéme propriété) que

W (cr) h WE (c). O
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Démonstration du lemme. Il peut étre utile de contempler une carte de
Morse au voisinage de ¢;. Il y en a une représentée (deux fois) sur la figure 18,
ol sont portées les notations qui suivent. L’indice de c; est appelé k. On

F ey +2¢)

Iy +22) 4
FIGURE 18. Dans une carte de Morse
choisit un € assez petit pour que

(o7 + 2e < Q1.

On note @ = Wé(c;) N f~(aj + 2¢), de sorte que @ est une sphere de
dimension n — k — 1. On considére un voisinage tubulaire de cette sphere @
dans f~1(a; + 2¢), de la forme Q x D¥, ce que I'on voit dans une carte de
Morse et sur la figure 19.

Ozj+2€

aj;+¢€

I

FIGURE 19. Dans la variété

Il existe alors un plongement

U:D*xQx[0,m] — f oy +e,a; + 2
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tel que
— W se restreint & {0} x @ x {0} en le plongement de Q dans f~!(a;+¢);
— W serestreint & {0} x Q x {m} en le plongement de @ dans f~'(a;+2¢);
— si z est la coordonnée dans [0, m] C R,

v.(g) =

Les variétés instables sont transverses aux niveaux. En particulier, elles
rencontrent D* x @ le long d’une variété (non connexe en général) P’. Si
W35 (c;) h P, il n’y a rien & démontrer. La preuve va donc consister a
modifier X en X' sur f~!(Ja; + &, a; + 2¢[) de sorte que

W;}{/(Cj) rh P/.

La modification aura lieu a I’intérieur de I'image de ¥. Placons-nous donc
dans D* x Q x [0,m] avec X = —0/0z. La figure 19 montre ce qui se passe
dans la variété, la figure 20 montre le modele.

m

F1GURE 20. Le modeéle
Appelons P la sous-variété W—1(P') C D* x Q x [0,m]. Vue dans le
modele, la condition de transversalité W§,(c;) h P’ recherchée s’écrit
W5 P avec Wi, = {6%7(0,¢,0) | s >0, ¢ € Q}.
Dans la situation initiale, X' = X = —9/9z, donc
PNWg =Pn{(0,q,5)|5>0,¢€Q}=Pn{0,4,0)| g€ Q} = g~'(0)

olt g : P — D¥ est la projection (z,q, 2) — .
La démonstration va consister a rendre 0 valeur réguliere de g. Grace a
Sard, il y a un vecteur w dans D¥, aussi proche de 0 que nous le souhaiterons
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(disons ||w|| = §) tel que w soit une valeur réguliére de g. On va perturber
le champ X en X’ de fagon que
W5 n{z=m} = ¢y"(0,¢,0) = (w, g, m).
On aura ainsi W§, N P = g~ (w), ce qui implique que W%, N P est une
sous-variété de codimension k dans P. L’égalité
codimp W, N P = codimy W¥,

implique la transversalité des deux sous-variétés W, et P.
Le lemme « dans la variété » résulte maintenant du lemme « dans le
modele » qui vient.

Lemme 2.2.9. I existe un champ X' proche (au sens C') de —0/0z tel que
(1) X' = —0/0z prés de O(D* x Q x [0,m]) ;
(2) ¥x7*(0,4,0) = (w,q,m).
Démonstration du lemme 2.2.9. Appelons (v1,...,vr) les coordonnées de
w € D¥*. Posons

0 )
X =—-=- ;
5z ~ 2 i) g,
ou
— la fonction f; est nulle en dehors de [0, m], avec |5;(s)| <, |8i(s)| <n
et telle que fom Bi(t) dt = v; (ici, n est un nombre positif fixé petit, corres-
pondant a la précision de I’approximation souhaitée) ;
— la fonction 7 est, elle, définie sur D*, elle est & valeurs dans [0, 1], iden-
tiquement nulle prés de dD¥, vérifiant v = 1 sur ||z|| < 1/3 et |0y/0z;| < 2.

Voir les figures 21 et 22.

Vi

0 DF

FIGURE 21. La fonction f; FIGURE 22. La fonction ~y

11 est clair que le champ X' satisfait & la premiere propriété annoncée.
Pour démontrer qu’il satisfait aussi a la seconde, considérons d’abord le
champ
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(on a supprimé le y(z)). Pour déterminer ¢ (0,¢,0), on doit résoudre le
systeme différentiel

8xi
= Bie(s) a(0)=0
% =0 q(0) = ¢
0z
5= 2(0) =0

dont la solution est

2i(s) = /0 L g(tdi= [ -ty

0

On a donc bien

¢x1(0,4,0) = (w,q,0)
et, comme pour s € [-m,0], ||z(s)|| < 1/3 (pour les §; assez petits, c’est-
a~-dire pour w assez petit), on reste dans la partie du disque o v = 1, de
sorte que la formule donne bien le flot de X’. O

Ce qui achéve la démonstration du lemme 2.2.8. O

2.2.d. Une illustration, la fonction hauteur sur le tore. Reprenons
I'exemple de la fonction hauteur sur le tore de dimension 2, avec le champ de
gradients X dont nous avons dit qu’il ne satisfait pas la propriété de Smale
(exemples 2.2.4). C’est-a-dire, recopions les figures 10 et 11, en y faisant
figurer les deux niveaux « + ¢ et o + 2¢ au-dessus du point critique b entre
lesquels nous savons qu’il suffit de modifier le champ de vecteurs.

d d c

S8

<
<t
<
<t
<«

a+e

Ak

a+25\ 5
a4+ 2
/

a +e A A /
a d ¢ ) d
FIGURE 24

FIGURE 23
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Un voisinage de Morse du point critique b est bien visible au centre de
la figure 24. On lextrait de cette figure (figure 25) et on modifie le champ
dans la partie utile du modele (figure 26). Cette derniére figure représente
bien le méme modele que la figure 20, c’est bien un @ x D¥ x [0, m], mais Q
est une sphere de dimension n — k — 1 = 0, D* est un disque de dimension
k=1

{ INANN
b
< >
a+e
a+ 2 e \\\\
~~ A I
FIGURE 26. La modification
FIGURE 25. Extraction du modéle dans le modele

Réintroduite dans la surface, la modification donne un champ ayant la
propriété attendue (figure 27).

d c d

FIGURE 27. Le champ modifié

2.3. Appendice : classification des variétés compactes de dimen-
sion 1

2.3.a. Fonctions de Morse et champs adaptés sur une variété a
bord. On considére maintenant une variété a bord V. On fixe un champ
de vecteurs X défini sur un voisinage de 9V dans V et dont on suppose
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qu’il est entrant, c’est-a dire que, pour toute carte ¢ : U — V (ot U est un
ouvert du demi-espace x,, < 0 de R™) et tout z € V N(U), on a

_ g 0 _
Tp-1(2)p” (Xz) = Zai% avec a, (o (x)) < 0.
i=1 v

Tn

FIGURE 28. Champ de vecteurs entrant

Il est facile de construire un tel champ de vecteurs, par exemple en partant
du champ —0/dx, sur R™ et en utilisant une partition de l'unité.
On peut ensuite construire une fonction de Morse f sur V telle que

df(X) <0 au voisinage de 9V
en la définissant d’abord au voisinage du bord, par
flex’(x)) =s pourse[0,d[sizedV

puis en la prolongeant arbitrairement a V', et enfin en la perturbant si
nécessaire pour en faire une fonction de Morse.

Prolongeons ensuite X, qui n’a été jusque la défini qu’au voisinage du
bord, en un champ de pseudo-gradients adapté a f que nous appellerons
encore X.

Remarque 2.3.1. 1l n’est pas vrai que n’importe quelle fonction de Morse
sur une variété a bord possede un champ de pseudo-gradient transverse au
bord (penser au cas de la projection du disque unité sur une droite). C’est
pourquoi nous avons choisi, dans cette construction, de commencer par le
champ de vecteurs.
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2.3.b. Le théoréme de classification.

Théoréme 2.3.2. Soit V une variété compacte et connexe de dimension 1.
Alors V est difféomorphe a S* si OV = @ et a [0,1] sinon.

Démonstration. On suppose que X est un champ de vecteurs entrant le
long du bord, que f est une fonction de Morse pour laquelle X est un
champ de pseudo-gradients adapté (on peut construire un tel champ de
vecteurs et une telle fonction comme indiqué plus haut). Les points critiques
de f sont des minima et des maxima locaux. La démonstration est fondée
sur le fait que toutes les trajectoires qui ne sont pas stationnaires en un
maximum aboutissent & un minimum. Appelons ¢y, . .., ¢, les minima de f.
La variété stable W#(c¢;) est difféomorphe & un intervalle (ouvert), elle est
constituée de deux trajectoires aboutissant en ¢; et du point ¢; lui-méme.
Dans Padhérence A; de cette variété stable, il y a (en plus) les points de
départ de ces deux trajectoires. Ces points de départ

— soit sont tous les deux des maxima (et alors ils peuvent étre ou n’étre
pas confondus),

— soit au moins 'un des deux est un point du bord de V' (et alors ils sont
distincts).

Il est clair aussi que, comme adhérence d’un espace connexe, A; est connexe.
Clairement, si A; consiste de W*#(¢;) et d’un unique point, celui-ci est un
maximum et A; est difféomorphe & un cercle. De méme, si A; consiste de
la variété stable et de deux points ajoutés, alors A; est difféomorphe & un
intervalle fermé.

Remarquons que la réunion des A; est V tout entiere : si z € V, sa
trajectoire tend vers un minimum et il est dans une des variétés stables,

sauf §’il est un maximum, mais alors il est dans ’adhérence d’une variété
stable.

FIGURE 29



2.3. APPENDICE : VARIETES DE DIMENSION 1 a7

Si k =1, le théoreme est donc démontré. Sinon, comme V est connexe,
il existe un ¢ > 2 tel que A; N A; # @. Cette intersection ne contient que
des maxima locaux, puisque ceux-ci sont les seuls points d’ou l'on peut
descendre vers deux minima différents. En particulier, 90V N (41 N 4;) = @.
Dans A; N A;, il y a au plus deux points.

— Si cette intersection contient deux points, les deux sont des maxima,
A U A; est difféomorphe & S' et on a fini.

— Si au contraire elle n’en contient qu’un, alors A; U A; est difféomorphe
a[0,1]. Si Ay UA; =V, on a terminé.

Et sinon, on continue jusqu’a épuisement des A;. O

Il existe d’autres fagons, peut-étre plus simples, de démontrer ce théoréme
(voir [49]). Cette démonstration par la théorie de Morse a l'avantage de
préparer d’autres démonstrations, analogues, celle par exemple de 4.5.1 ci-
dessous.

2.3.c. Une application, le théoréme du point fixe de Brouwer.
Déduisons, du théoreme de Sard et de la connaissance des variétés de di-
mension 1, le célebre théoréeme de Brouwer (cette démonstration vient du
livre de Milnor [49]).

Théoreme 2.3.3. Soit p : D™ — D™ une application continue. Alors elle a
un point fize.

Démonstration. La premiere partie de la démonstration consiste a se ra-
mener au cas ou ¢ est une application €*°. Nous ne la détaillons pas ici
(voir [38]). Ensuite a partir de ¢, supposée C* mais aussi sans point fixe,
on construit une rétraction

r: D" — g1

en associant a * € D™ le point d’intersection de la demi-droite issue de
o(z) et passant par x avec la sphére S"~ 1. De sorte que, si z est un point
de la sphere, il reste a sa place. On a ainsi une application C*°, r, qui se
restreint a l'identité sur le bord. Le théoreme de Sard nous garantit que
cette application a des valeurs réguliéres, on en choisit une, a € S"~!. Alors
r~1(a) est une sous-variété de dimension 1 de D", de bord

or~*a) =r~*(a)NOD™ = {a}.

Mais une variété a bord de dimension 1 est difféfomorphe & une réunion
de cercles et d’intervalles fermés, de sorte que son bord est composé d’un
nombre pair de points. Une contradiction qui implique ’existence d’un point
fixe. O
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Exercices

Exercice 10. Montrer que les champs dont les flots sont dessinés sur la
figure 30 ne sont pas des champs de pseudo-gradients.

= M

N "N\

FIGURE 30

Exercice 11. Soit V une variété de dimension 2 munie d’une fonction de
Morse possédant un unique point critique d’indice 1. Montrer que tout
champ de pseudo-gradient adapté a cette fonction satisfait a la condition
de Smale.

Exercice 12. On fixe un entier m > 2. Trouver les points critiques de la
fonction f: P1(C) — R définie par

|5 + =) 2™ + 1
Hlzo,2)) = 55— = ——
(Izo” 4 [21]7) (27 +1)
(en coordonnées homogenes ou dans la carte affine z; # 0). Vérifier que,
pour m = 2, f n’est pas une fonction de Morse(®).

FIGURE 31

(3)Cest une fonction de Morse-Bott (voir [11]) : ses points critiques s’organisent en sous-
variétés (ici P1(R) pour le maximum) et la dérivée seconde est non dégénérée transver-
salement.
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On suppose que m > 3. Montrer que f est de Morse et a deux maximums
locaux, les points 0 et oo, m minimums locaux, les racines m¢ de —1, et m
points critiques d’indice 1, les racines me¢ de 1.

Indication : on pourra déterminer les points critiques en utilisant les
dérivées par rapport a z et Z, puis utiliser un développement a ’ordre 2 au
voisinage de 0 en u de f(u) (pour étudier les points critiques en 0 et 0o) ou
de f(¢(1 4 u)) (pour étudier les points critiques en ¢, (™ = +1).

Montrer qu’il existe un champ de pseudo-gradients tel que celui repré-
senté (dans une carte affine) sur la figure 31 (dans le cas m = 3). Voir
plus généralement larticle [8] dans lequel une fonction analogue (définie
sur P"(C)) joue un rdle important.






CHAPITRE 3

LE COMPLEXE DES POINTS CRITIQUES

On consideére ici une variété compacte munie d’une fonction de Morse f et
d’un champ X de pseudo-gradients générique (c’est-a-dire, vérifiant la condi-
tion de Smale). Pour tout entier k, on définit Cx(f), simplement noté Cj
quand aucune confusion n’est a redouter, comme ’espace vectoriel sur Z/2
de base les points critiques d’indice k£ de f. En utilisant les liaisons entre
points critiques établies par les trajectoires de X, on définit

5)( : Ck e Ckfl.
On montre aussi que
Ox 00x : Chp1 — Cr—1

est Papplication nulle, de sorte que (Cy(f),dx) est un complexe d’espaces
vectoriels sur Z/2, dont I’homologie est

Hk(C*(f),ﬁx) = Ker@X/Imﬁx = Hk(f,X)

On montre enfin que, si le complexe lui-méme en dépend, ’homologie ne
dépend pas des choix de f et X (c’est en fait, pour ceux qui savent ce que
c’est, 'homologie modulo 2 de V).

Voir le §15.1 pour les définitions et propriétés de base des objets utili-
sés ici.

3.1. Définition du complexe
Définissons donc ’espace vectoriel

Cr(f) = {Ececmk(f) accla. € Z/Z}7

ou Critg(f) désigne bien entendu I’ensemble des points critiques d’indice k
de f.
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3.1.a. La différentielle. Pour définir dx sur Ci(f), il suffit de savoir
définir dx(a), pour a un point critique d’indice k. Et ceci doit étre une
combinaison linéaire des points critiques d’indice k — 1 :
Ox(a) = Z nx(a,b)b, avec nx(a,b) € Z/2.
beCrity_1

L’idée est de définir nx(a,b) comme le nombre (modulo 2) de trajectoires
de X descendant de a & b, ¢’est-a-dire le cardinal de L(a, b). Nous montrerons
au §3.2 que ce nombre est bien un nombre fini.

3.1.b. C’est un complexe. Un complexe™) est une famille (Cy)e=1,...n
d’espaces vectoriels(®?) connectés par des applications linéaires

Oy — Ch_yq

vérifiant 0% o 0¥t = 0. Alors I'image de 9*t! est contenue dans le noyau
de 0% et le quotient

Hj, = Ker 0% /Im 9%+,
qui mesure la non exactitude de la suite des 0, est un espace vectoriel appelé
I’homologie du complexe (en degré k).

Pour démontrer que nous avons bien affaire ici & un complexe, il nous
faut vérifier que dx o 0x = 0. Avec

Ox 0dx(a)= Y. ( Y nx(a,emxl(e, b))b

beCrity—1 c€Crity
(pour a € Critg41), il suffit de démontrer que, étant donnés deux points
critiques, a d’indice k + 1 et b d’indice k — 1, la somme

Z nx(a,c)nx(c,b)

cECrity

est nulle. Ce nombre est égal au cardinal de la réunion disjointe

1T  £(a,c) x L(c,b).

ceCrity (f)

L’idée est donc de montrer que cet ensemble (dont nous aurons montré qu’il
est fini) de points est le bord d’une variété de dimension 1.

La figure 1 donne un argument heuristique rendant ce résultat plausible.
Elle représente la variété instable de a, qui est constituée de trajectoires
joignant a & b (cette figure est un quart de la figure 12 du chapitre 2). L’en-
semble de ces trajectoires doit étre une variété de dimension 1 (représentée a
droite sur la figure), une réunion d’intervalles ouverts, qui se compactifient

M Pour ce formalisme algébrique, voir le §15.1 et les références qui y sont données.
(2)Ici, nous utilisons des espaces vectoriels sur Z/2; la bonne notion générale utilise des
modules sur un anneau commutatif, ce qui inclut le cas des groupes abéliens. Voir le § 3.3.
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en intervalles fermés ou en cercles par I'ajout des trajectoires « brisées »
passant par les points ¢1, ¢ d’indice intermédiaire. La propriété résulte
du fait que les variétés a bord de dimension 1 ont un bord constitué d’un
nombre pair de points, comme nous 'avons vu dans le théoréeme 2.3.2 (et
nous calculons modulo 2).

FIGURE 1

Pour rendre ceci rigoureux, nous aurons besoin d’un résultat de compa-
cité (établi au §3.2.b), et d’une description précise de la frontiere, a savoir
qu’en effet, ’ensemble des liaisons de ¢ a e se compactifie par I'ajout des
trajectoires brisées (voir le §3.2.¢).

3.1.c. Exemples. Reprenons ici tous les exemples de fonctions de Morse
avec pseudo-gradients génériques mis en évidence au §2.2.a du chapitre 2
(avec les notations dudit paragraphe).

La hauteur sur la sphére ronde. Dans ce cas, Co = Z/2 engendré par a,
Cy1 =0, Cy = Z/2 engendré par b. L’homologie dans ce cas vaut

0 six #£0,2
H, =
Z/2 pour x=0,2.
Le méme calcul avec une fonction hauteur sur la sphére unité S™ de R"+1,
qui n’a, 1a encore, qu’un minimum et un maximum, donne

0 six#£0,n
H, =
Z/2 pour *=0,n.

La hauteur sur l'autre sphére. Cette fois, Cy = Z/2 engendré par a, C;
Z/2 engendré par b et Cy = Z/2 @ Z/2 engendré par c et d. En comptant
naivement les trajectoires reliant les points critiques, on trouve

Jdc=b, dd=b, 0b=2a=0,
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de sorte que

Ho=17/2
H =0
Hy, = 7)2.

Méme si le complexe était assez différent, son homologie est la méme.

Le tore. Considérons maintenant la fonction cos(2mx)+cos(2my) sur le tore.
On a Cy = Z/2 engendré par a, C1 = Z/2 ® Z/2 engendré par b et ¢, et
Cy = Z/2 engendré par d. Les différentielles sont

dd=2b+2c=0, 0b=0c=2a=0.

Ainsi 'homologie modulo 2 est

Hy=17/2
H\=7/267/2
Hy =17)2

(ce qui est bien ’homologie du tore T?2). Les lecteurs devraient démontrer
que le complexe associé a la fonction hauteur et au champ de vecteurs décrit
par la figure 27 du chapitre précédent a la méme homologie.

L’espace projectif complexe. La, il n’y a que des points critiques d’indice
pair et un en chaque dimension, les C valent Z/2 si k est pair < 2n et 0
sinon. Toutes les différentielles sont nulles et ’homologie du complexe est

0 sinon.

{Z/2 si x = 2k avec k < n,
H, =

Le plan projectif réel. Ici, Co = Z/2 engendré par a, C; = Z/2 engendré
par b et Cy = Z/2 engendré par c¢. On a dc = 0 et 9b = 0, de sorte que

{z /2 si0<x<2
H —

* =

0 sinon.

Nous allons montrer (c’est la remarque 4.1.2 ci-dessous) que "homologie
du complexe ne dépend que du type de difféomorphisme de la variété. En
particulier, des exemples ci-dessus, on déduit les corollaires suivants.

Corollaire 3.1.1. L’espace projectif compleze de dimension (complexe) n > 2
n’est pas difféomorphe a la sphére S*™.

Corollaire 3.1.2. La sphére S2, le tore T? et le plan projectif réel P?(R) ont
des types de difféomorphisme distincts.
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3.2. Espace des liaisons entre deux points critiques, ou des
« trajectoires brisées »

3.2.a. Espace des trajectoires brisées. Si a et b sont deux points cri-
tiques de f, on a appelé L(a,b) 'ensemble des trajectoires du champ X
qui vont de a a b. On définit maintenant 1’espace des trajectoires brisées
de a a b,

L(a,b)= U Lla,e1) x -+ x L(eg1,b).
c; €Crit(f)
Rappelons que l'indice décroit le long des trajectoires de X ; donc seuls
interviennent des L(c;, ¢;11) avec Ind(c;) > Ind(c;11).

Comme le suggere la notation, cet espace a vocation a étre une compacti-
fication de L(a, b). La premiere chose a faire est de le munir d’une topologie.
Bien entendu il faudra que celle-ci induise la topologie produit sur chacun
des termes de la réunion. Dans 'exemple décrit par la figure 1, £(a, b) est un
intervalle ouvert, L(a, ¢1) et L(cy,b) sont des points, de méme que L(a, c2)
et L(ca,b). On espére bien stir munir 'espace £(a,b) d'une topologie qui en
fasse un intervalle fermé. Voir la figure 2.

o _—m ° ® °
L(a,c1) x L(c1,b) U L(a,b) U L(a,c2) x L(cg,b) = L(a,b)
FIGURE 2
Soit donc A = (A1,..., ) une trajectoire brisée. Elle joint un certain

nombre de points critiques. Chacun d’eux possede un voisinage de Morse
noté Q(c;). La trajectoire A; sort de Q(c;—1) pour entrer dans Q(c¢;). Appe-
lons U,_; un voisinage, dans son niveau, du point de sortie de €;_; et de
méme U;r un voisinage dans son niveau du point d’entrée dans §2;. Voir la
figure 3.

On note U™ (resp. U™) la collection des U;” (resp. des U;") et on dit que
= (p1,...,p) € WA, U™, UT) ¢l existe des entiers

O<ig<- - <ip_1<ip=¢q

tels que

— pour tout j <k, py € L(ci;,cipyy)s

— et p; sort des cartes Q(c;;), Q(ci;41),...,Q(ci;,,—1) par les intérieurs
des U~ correspondants et entre dans les cartes (c;;41),...,(c;,,,) par

les intérieurs des UT.

Les W(A\, U™, UT) forment une base de voisinages pour une topologie sur
L(a,b).
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[
i

FIGURE 3

Remarques 3.2.1. Dans cette définition, k& < ¢ (la trajectoire p n’est pas plus
brisée que \). De plus, si A est une trajectoire de X allant de a & b, alors une
base de voisinages de A est formée de I’ensemble des trajectoires joignant a
a b et qui sortent de {2y et entrent dans €, assez pres de A. Il est clair que
la topologie ainsi définie coincide avec la topologie de L(a,b) (définie plus
haut comme quotient de ’ensemble des points sur les trajectoires par les
translations).

3.2.b. Compacité. On démontre maintenant :

Théoréme 3.2.2. L’espace L(a,b) est compact.

Remarque 3.2.3. La topologie définie sur I'espace L(a,b) 'est a I'aide de la
topologie de V. Il est donc clair qu’elle admet une base dénombrable de voisi-
nages et il est 1égitime de démontrer la compacité en utilisant un argument
séquentiel (elle est d’ailleurs métrisable). Les puristes remarqueront aussi
que l'on n’utilisera, de la compacité de cet espace, que cette propriété des
suites.

Corollaire 3.2.4. Si Ind(a) = Ind(b) + 1, I’espace L(a,b) est un ensemble fini
de trajectoires.
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Ainsi nx (a,b) € Z/2 est bien défini. Ce corollaire est immédiat : £(a, b) =
L(a,b) dans ce cas et ce dernier, qui est une variété de dimension 0, est
maintenant compact. [

Démonstration du théoréme. Soit (£,) une suite de trajectoires dans L(a, b).
On suppose pour commencer que ¢, € L(a,b). La trajectoire ¢, sort de
Q(a) par un point £, et entre dans Q(b) par un point £}. Le point ¢, est
dans Pintersection de la variété instable de a et du bord de ©(a), une spheére,
donc compacte. Quitte a extraire une sous-suite, on peut donc supposer que
lim/, =a~ et limfb =bt.
Soit v(t) = ¢ (a™) la trajectoire de a~ et soit ¢; = limy o0 Y(t), de
sorte que c¢; est un point critique et que v € L(a,cy). Soit dt le point
par lequel «y entre dans Q(c;) (figure 4). Grace au théoreme de dépendance
des conditions initiales pour les solutions d’équations différentielles, £,, doit
aussi (au moins si n est assez grand) entrer dans Q(cp), par un point d;.
Nous avons limd;} = d* grace au lemme suivant.

Lemme 3.2.5. Soit x € V — Crit(f) et soit (v,,) une suite qui tend vers x.
Soient y,, et y des points situés sur la méme trajectoire de X que x,, resp.
x. On suppose de plus que f(yn) = f(y). Alors

lim y, =yvy.

n—-—+oo

Démonstration. Soit U un voisinage de Crit(f) qui ne contient pas x, y, ,,
yn (pour n assez grand). Comme dans la démonstration du théoréme 2.1.7,
considérons le champ .

df (X)
défini sur V — U. Appelons 1), son flot. Les trajectoires de Y sont les mémes
que celles de X et, de plus

fhi(2)) = f(z) = t.

Nous avons alors

Yn =V fy)+£@n) (@n) = Vi)+ () (@n)
et

Y=Y py)+£@)(2),
donc limy,, = y. O

Sic; = b, on a ainsi lim £,, = -y et la suite ¢,, a une sous-suite convergente.
Sinon, c’est que d; n’est pas dans la variété stable de c;, donc ¢, sort de
Q(c1) par un point d;;. On peut supposer que la suite des d,, converge vers
un point d~. Ce point est dans la variété instable de ¢;. Sinon, d~ est sur
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Q(a)

Q(Cl)

FIGURE 4

la trajectoire de d, tel que f(d.) = f(d;) et qui n’est pas dans W#(cy).
En vertu du lemme précédent, d;f tend vers dy, donc d, = dT, ce qui est
absurde puisque d* € W#(cy).

Il reste & considérer le cas général d'une suite d’éléments de L(a,b). 11
existe des points critiques ci,...,cq—1, tels que, pour n assez grand et a
extraction d’une sous-suite pres,

b = (€L, ... 00) € L(a,c1) x -+ x L(cg1,b).

On applique le résultat précédent a £, puis & £2,... (9. O

Remarquons aussi que, comme le suggére la notation, L(a,b) est bien
une compactification de L(a,b), au sens ou, arbitrairement prés de tout
élément de L(a, b), il y a des éléments de L(a, b). C’est une conséquence de la
proposition ci-dessous, qui est elle-méme conséquence des arguments utilisés
dans la démonstration du théoréme de compacité (a savoir le théoréme de

Cauchy-Lipschitz).

Proposition 3.2.6. Soit A = (A1, \2) € L(a,b), avec \; € L(a,c), Ay € L(c,b).
Pour tous U~, Ut

il existe

0 e L(a,b)N WO, U, U). O

)

Dans le paragraphe suivant, on précise cette remarque.

3.2.c. Structure de variété a bord de l’espace des trajectoires
brisées. Le théoreme qui suit implique que dx o dx = 0.

Théoréme 3.2.7. SiInd(a) = Ind(b) + 2, L(a,b) est une variété a bord com-
pacte de dimension 1.
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Nous savons déja que L(a,b) est une variété de dimension 1 (en appli-
cation de la condition de Smale). Le théoréme est donc conséquence de la
proposition suivante.

Proposition 3.2.8. Soient V' une variété compacte, f : V. — R une fonction
de Morse et X un pseudo-gradient pour f satisfaisant a la propriété de
Smale. Soient a, ¢ et b trois points critiques d’indices respectifs k + 1, k,
k—1. Soient Ay € L(a,c) et Ay € L(c,b). Il existe un plongement continu 1),
différentiable sur |0,4[, d’un intervalle [0,d] sur un voisinage de (A1, A2)
dans L(a,b) tel que

¥(s) € L(a,b) pour s #0.

De plus, si (£,) est une suite dans L(a,b) qui tend vers (A1, A2), alors £y
est dans limage de ¢ pour n assez grand.

{¢(0) = (A1, A2) € L(a, b)

Remarque 3.2.9. La derniere assertion est indispensable pour démontrer
le fait que (A1, A2) est bien un point du bord : il n’y arrive pas plusieurs
branches !

FIGURE 5
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Démonstration. On pose f(c) = a et on choisit € > 0 tel que f~ (a+¢€) et
f~1(a — &) rencontrent la carte de Morse Q(c) le long de 94 (c) et 9_Q(c)
respectivement. On utilise les notations définies plus haut, a savoir

Se(0) = Wo(e) 1 f Mo +2) = §nht

S (c) =W )N fHa—e) =8k
Soit a3 = S4(¢) N ;. La variété instable W*(a) rencontre f~1(a+¢) trans-
versalement le long d’une sous-variété P de dimension k. Comme X satisfait

a la propriété de Smale, P coupe S, (c) transversalement en un nombre fini
de points, dont le point a;. Soient

D*(@) = {(z1,- - a) | =] < 6}
et U : (D*(0),0) — (P,a;) un paramétrage local de P tels que
Im¥NSi(c)={a1}.

On peut supposer que D = Im ¥ est contenu dans 94€(c). Le disque D est
représenté en grisé sur la figure 6. En faisant descendre D — {a;} le long

D fHa+e)

W*(b) N ' Im®

FIGURE 6

des trajectoires de X, on obtient un plongement

®:D—{ar} — 9-Q(c).
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L’image de ® est la couronne grisée représentée sur la figure 6 (3 (sur cette
figure, S_(c) est le bord intérieur de la couronne grisée). On montre :

Proposition 3.2.10. Quitte a restreindre la taille de D, c’est-a-dire prendre
la restriction de ¥ a un disque de rayon §' < 6, @ =Im® U S_(c) est une
variété a bord de dimension k et de bord 0Q = S_(c).

Cette proposition permet de finir la démonstration de la proposition 3.2.8.
L’image de ® est un ouvert de 'intersection de la variété instable de a avec
le niveau f~!(a — ¢). Comme X a la propriété de Smale, on aura donc

W#(b) M Im &
et on a aussi
W*(b) th S_(c).

De sorte que W#(b)NQ sera une sous-variété de dimension 1 dans 9_(c¢) C
f~1(a—€) dont le bord est W*(b) N 0Q = L(c,b).
Appelons ay le point d’intersection de Ay avec S_(c) et définissons

X :[0,8] — W (b)NQ

un paramétrage de cette variété a bord : le point 0 est envoyé sur le bord as.
On a ainsi une application

dtox:10,6[ — WH(b)N (D - {a1}).

Quand s — 0, @1 o x(s) tend vers a; (en application du lemme 3.2.5), on
peut donc la prolonger a [0, §[, obtenant ainsi le ¢ recherché,

b1 0,7 — T(a.b) avee $(0) = (A, Aa).

Soit maintenant une suite (¢,,) dans L(a,b) qui tend vers (A1, A2). Notons
0 et £ les points d’entrée et de sortie de £, dans la carte de Morse de c.
Nous avons

lim ¢ =ay, lim £, =aget @) =4, .
n—-+o0o n——+o0o
Pour n assez grand, ¢, € D — {a;1}, donc ¢;, € Q, ce qui entraine que

(e QNW?3(b) =Imy.

Cela implique que ¢,, € Im). O

(3) Cette figure est le coeur méme de la démonstration.
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Il reste & démontrer la proposition. Commencons par réénoncer celle-ci
dans le modéle de Morse U € RF x R**, avec

fla—,zy) = —lla— | + e+ |?, X = —grad f
et Se = {(emay) [o- =0, Jlai|? =} € /7o),
S_={(roras) |24 =0, 2|2 = ¢} € f (o).
La figure 7 représente exactement la méme chose que la figure 6 mais

dans la carte de Morse (les niveaux de f ne sont plus représentés par des
plans horizontaux mais par des quadriques).

fHa+e)

FIGURE 7

Proposition 3.2.11. Soit a € Sy et soit D C 0.U un disque de dimension k
et de rayon & qui coupe Sy transversalement en a. Soit

®:0,U—-Sy —0_-U—-S5_
le plongement défini par le flot de X. Alors
Q=9(D—{a})US_
est une variété a bord, de bord 0QQ = S_.
Pour démontrer cette proposition, nous utiliserons encore un lemme.
Lemme 3.2.12. Le plongement ® défini par le flot de X
o:0,U—-S5y —0_U-5_

est donné par

2oy = (el Tl y

- +
el = el
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Démonstration du lemme. On intégre simplement X, dont le flot est

O (x_,xy) = (¥x_,e %z,

Si(z_,x4) € 04U et x_ #0, il existe un s tel que

P = -]

- +
lz—l " el

Comme ||z4| > [|z—]|, on a s > 0; de plus

(\|9C+H o el x+) coU
[l |

63

O

Démonstration des propositions 3.2.10 ou 3.2.11. Soit D un disque comme
dans I’énoncé de la proposition 3.2.11. Comme S, est constitué des x tels
que x_ = 0 et comme D M S, , 0 est une valeur réguliére pour la restriction

a D de la projection
7:0.U— DF, m(x_,azy)=ax_.
En utilisant le théoréme d’inversion locale, on peut supposer que
D= {(z_,h(z_))|2_ € D*(5)}
ot h : D¥(§) — D" F est telle que
[h(z)))? = lz—||® +&, soit (z_,h(z_)) € d,LU.
Posons g = h/||h|| : D* — S™"~%=1  de sorte que
D= {(z_,e+|z_|2g(z-)) | z— € D¥(5)}.

Gréace au lemme, on a

®(D —{a}) = { (Ve + llz— [Pz /|2 ||, [lz—llg(z-)) | =— € D*(8) - {0}}.

Utilisons les coordonnées « polaires » (p,u) € ]0,6[ x S¥~1 sur D*(5) — {0}.

Ainsi ®(D — {a}) est 'image de
H:0,0[x S — o U

(p,u) — (Vp*+eu, pg(p,u)).

Comme Dapplication ¢ est définie sur le disque D* tout entier, on peut

prolonger H & [0,d] x S¥=1 par

H(0,u) = (veu,0) € S_.
Donc ®(D — {a}) U S_ est bien une variété a bord de bord S_.

O

Conclusion. Nous avons donc bien montré, comme annoncé au début de

ce paragraphe, que l’ensemble des liaisons entre deux points critiques se

compactifie par ’ajout des trajectoires brisées.
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3.2.d. Variétés a bord. La construction de C,(f), la définition de dx
et le fait que 0x o dx = 0 s’étendent d’eux-mémes au cas d’une variété a
bord V' pourvu qu’aucun des points critiques de f ne soit sur le bord oV
et que le champ X soit transverse (non tangent) a ce bord, de sorte que les
liaisons entre points critiques restent loin du bord. Voir plus généralement
les §§2.3.a et 3.5.

Remarque 3.2.13. On aura besoin d’'une définition analogue pour la variété
a bord anguleux® V x [0,1]*. On demande que, pres du bord d(V x [0, 1]),
le pseudo-gradient soit de la forme

0 0
Y+91(t1)871 +"'+gk(tk)8Tk

pour un champ Y qui coincide avec X pres du bord de V et pour des
fonctions g; non nulles en 0 et 1.

3.3. Orientations, complexe sur Z

Si ¢ est un point critique de la fonction de Morse f, sa variété stable
W#(c), difffomorphe & un disque, est une variété orientable. Nous choisissons
ici, pour chaque point critique ¢, une orientation de la variété stable W*(c).
Remarquons qu’il revient au méme de choisir une co-orientation de la variété
instable w"(c) : une co-orientation de 'espace vectoriel T.W"(c) est, par
définition®) | une orientation du supplémentaire T,W*(c).

Si a et b sont deux points critiques, l'intersection W*(a) N W#(b) (nous
supposons toujours que cette intersection est transverse) est donc une va-
riété orientée. Il en est de méme de son intersection avec un niveau régulier
(un niveau régulier est co-orienté par lorientation transverse donnée par le
champ de pseudo-gradients X utilisé). Ainsi, 'espace de trajectoires L(a, b)
est une variété orientée.

On définit C,(f) comme le groupe abélien libre (Z-module) de base les
points critiques de f. Répétons qu’a été fixée une fois pour toutes une orien-
tation de chaque W#(c¢). Nous avons donc

Cr(f) = {ZcGCritk(f) acc | ac € Z}.

Lorsque Ind(a) = Ind(d) 4+ 1, L(a,b) est une variété compacte orientée de
dimension 0, c’est-a-dire un nombre fini de points chacun muni d’un signe.

(4)Nous adoptons cette élégante terminologie due & Francois Latour [39] pour « & bord
et coins ».
() Voir au besoin Iexercice 14 page 74.
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Notons Nx(a,b) € Z la somme de ces signes et définissons

Ox : Cr(f) — Cr-1(f)

ar— Z Nx(a,b)b.
beCritg—1(f)

Remarquons que le nx (a,b) utilisé pour définir le complexe modulo 2 n’est
autre que la réduction modulo 2 de Nx(a,b).

Pour garantir que (Ck(f),0x) est un complexe, il reste a vérifier que
Ox o Ox = 0 dans ce nouveau contexte. C’est bien entendu une conséquence
du fait que le théoréme 3.2.7 contient une partie « orientation ». Clairement,
la compactification d’une variété orientée de dimension 1 en variété a bord
fournit une variété a bord orientée... Il faut encore vérifier que ’orientation
induite sur le bord soit bien celle que nous avons imposée sur le bord. Ce
n’est pas tres difficile, surtout si 'on contemple attentivement la figure 6
ou [39, pp. 155-156]. Nous laissons donc cette vérification aux lecteurs.

3.4. L’homologie du complexe ne dépend ni de la fonction ni du
champ de vecteurs

Dans ce paragraphe, nous montrons que ’homologie du complexe des
points critiques ne dépend ni de la fonction ni du champ de pseudo-gradients
utilisé pour la définir.

La démonstration qui suit est inspirée de [39], elle est aussi suggérée
dans [42]; elle est fondée sur une idée originelle de Floer [26] qui, si elle
est centrale dans les travaux de ce dernier, était, a I’époque, totalement
nouvelle. On y utilise des déformations bien choisies d'une fonction de Morse
a une autre.

Remarque 3.4.1. 1] existe des applications F' : V x R — R qui interpolent
entre fy et f1 et qui sont des fonctions de Morse. Mais en général, on ne
peut pas assurer que chacune des Fy en est une : lorsque nait ou meurt un
point critique, on passe par un point critique dégénéré. Voir la figure 8 ou
une fonction Fy intermédiaire a un point critique dégénéré.

Théoréme 3.4.2. Soit V une variété compacte et soient fo, f1 : V — R deux
fonctions de Morse et Xg, X1 des pseudo-gradients adaptés a fo et f1 qui
ont la propriété de Smale. Alors il existe un morphisme de complexes

P, 1 (Cu(fo), 0x,) — (Ci(f1), 0x,)

qui induit un isomorphisme en homologie.
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annh

FIGURE 8. Fonction F' et fonctions F

Démonstration. On va procéder en plusieurs étapes que voici. On choisit
d’abord une fonction
F:Vx[0,1]] —R
(2,5) — Fi(z) = F(z, )

telle que
Fy=fo pours e [0, 3]
F;=f poursce€ [%, 1].

(1) Nous en déduirons un morphisme

7 (Culfo), 0x,) — (Culfr), Ox,)-

(2) Nous vérifierons que, si (f1,X1) = (fo, Xo) et Is(z) = fo(x) pour
tous z € V, s € [0, 1], alors
' =1d.

(3) Nous montrerons enfin que, si fo : V' — R est une fonction de Morse
et X5 un gradient (avec la propriété de Smale) adapté, si G est une interpo-
lation entre fi et fo qui est stationnaire pour s € [0,1/3]U[2/3,1] et H une
interpolation entre fj et fo avec les mémes propriétés, alors les morphismes
induits en homologie par

(PGO(DF et (I)H : (C*(fO)vaXU) —)(C*(f2)7axz)
coincident.
Si ces trois propriétés sont satisfaites, il est bien clair que ® devra
induire un isomorphisme en homologie. Pour forcer ®" & les satisfaire, on
utilise une interpolation G entre f; et fy et U'interpolation constante H = I

entre fy et elle-méme et on applique les propriétés, trouvant que ®F et ¢
induisent des isomorphismes inverses I’'un de ’autre.
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FIGURE 9. La fonction g

Premiére étape. On prolonge d’abord F' & V' x [—1/3,4/3] par

Fy=fo pourse [—3%,0]

Fy=f, pours€[l,4]
On considére une fonction de Morse g : R — R dont les points critiques
sont 0 (son maximum) et 1 (son minimum), qui est croissante sur | — oo, 0]
et sur |1, +oo[ et suffisamment décroissante sur ]0, 1[ pour que

F
VeV, Vse]0,1], 88—8(:17,5) +4'(s) <0.

La fonction F = F4g:V x [-1/3,4/3] — R est une fonction de Morse

dont les points critiques sont
Crit(F) = Crit(fo) x {0} U Crit(f;) x {1}.
De plus, pour a € Crit(fo),
Ind(a,0) = Indg,(a) + 1
alors que pour b € Crit(f1),
Ind=(b,1) = Indg, (b).

A Tlaide d’une partition de l'unité, on construit un champ de pseudo-
gradients X adapté a F' qui coincide avec

{Xo —gradg sur V x [—%, %]

X; —gradg sur V x [2, 7]

(bien stir, grad g désigne le gradient euclidien de g). Ainsi X est transverse
au bord de V' x [-1/3,4/3]. En perturbant un peu X, on le remplace par
un champ X qui a la propriété de Smale et dont on peut supposer qu’il est
transverse aux tranches V' x{s} pour s € {—1/3,1/3,2/3,4/3}. Remarquons
qu’une petite perturbation d’un champ de pseudo-gradients adapté satisfai-
sant a la propriété de Smale est un champ de pseudo-gradients adapté ayant
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la méme propriété... et le méme nombre de trajectoires reliant deux points
critiques (les ensembles de trajectoires des deux champs sont en bijection),
ce qui est exprimé dans la proposition suivante.

Proposition 3.4.3. Soit f : V — R wune fonction de Morse et soit X un
champ de pseudo-gradients adapté & f qui a la propriété de Smale. Tout
champ de vecteurs X suffisamment proche de X (au sens C!) est un champ
de pseudo-gradients adapté qui a encore la propriété de Smale et on a

(C(f),0x) = (C.(f), 03)- O
On peut donc choisir X de fagon que

(O*(ﬁ‘VX[fl/S,l/S])a 0%) = (Cu(fo + gli=1/3.2/3])> Oxo+erad g)
= (Cys1(f0), 0x,)

et de méme tel que

(Co(Flvxia/zazg), 0%) = (Culfr + gliz3,4/3)s Ox, +erad g)
= (C*(fl)?axl)'

Considérons maintenant le complexe associé a la fonction de Morse F et au
champ X sur le produit V x [~1/3,4/3]. Les trajectoires du champ X qui
joignent deux points critiques de F sont de deux sortes : celles qui restent

11 4], qui sont des

dans la tranche s € [75, 5] ou dans la tranche s € [%, 3
trajectoires de Xy ou de X7, et celles qui vont d’un point critique de fy

(dans la tranche s € [—%, %]) a un point critique de f; (dans la tranche

s€[2,5]).Ona N

Cr1(F) = Cx(fo) ® Cr11(f1)

et, compte tenu de ce qui précede,

0% : Cr(fo) ® Cr41(f1) — Crk—1(fo) ® Cr(f1)

a, dans cette décomposition, une matrice de la forme
Ox, 0
8)? = )
oF Ox,

o Ci(fo) — Crl(f1)

La composante

est donnée par

oF(a) = Z ng, (a,b)b

beCrity (f1)
ou nx(a,b) compte les trajectoires de X joignant a € V x {0} N Crit(F) a
beV x {1} N Crit(F).
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La relation 05 o 9y = 0 donne
®F 0 9x, + 9x, 0@ =0 ou encore ®' 0 dx, = dx, o ®F
donc ®F' est bien un morphisme de complexes.
Deuzxiéme étape. Si f1 = fo et Xg = X7, on démarre avec
I:V x[0,1] — R définie par I(z,s) = fo(z) pour tout s

et on utilise une fonction g comme ci-dessus. Le champ X = X+ grad g est
un pseudo-gradient adapté et il satisfait a la propriété de Smale. De plus,
pour tout point critique a de fy, il y a une unique trajectoire de X qui joint
(a,0) & (a,1). Donc ®f = Id.

Troisieme étape. On a maintenant des interpolations F, G et H de fy a f1
et de fi1 a fo. On interpole entre ces fonctions en choisissant une fonction

K:Vox[-5.3]x[55] — R, Ks1)=Ko)

vérifiant les propriétés résumées par la figure 10 :

4
3 t
fa
fo fi F
1 é S
3 3
ilu G
3

FIGURE 10

— pour s € [—1/3,1/3], K5+ = Hy;

— pour s € [2/3,4/3], Ks1 = Gy;

— pour t € [-1/3,1/3], K5t = Fy;

— et pour ¢t € [2/3,4/3], K51 = fo.
On utilise aussi une fonction de Morse g : R — R comme celle utilisée
ci-dessus (et dont le graphe est représenté sur la figure 9), avec comme seuls
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points critiques 0 d’indice 1 et 1 d’indice 0, strictement croissante en dehors
de [0, 1] et telle que
0K , 1 4
E(az,s,t) +9'(s) <0 pour tous (z,s,t) € V x]0,1[x[3, 5]

et

oK
E(m,s,t) +4'(t) <0 pour tous (z,s,t) € V x [, 3]x]0,1].

Soit enfin K la fonction définie par

K(z,5,t) = Ky (z) + g(s) + g(t).
Le choix de g fait que les points critiques de K sont dans la zone grise de
la figure 10, ou K (x,s,t) s’écrit f;(x) + g(s) + g(t) (pour i = 0,1 ou 2). En
particulier, c’est une fonction de Morse dont les points critiques sont

Crit(K) = [ Crit(fo) x {0} x {0} ] U [Crit(f1) x {1} x {0}]
U [Crit(fg) x {0} x {1}] U [Crit(fg) x {1} x {1}]
Les indices de ces points critiques sont
— si a € Crit(fy), Ind%((a,0,0)) = Indy,(a) + 2;
— si b€ Crit(f1), Indz((b,1,0)) = Indy, (b) + 1;
— si ¢ € Crit(f2),

Ind((c,0,1)) = Indy,(c) +1 et Indz((c,1,1)) = Indg,(c).

Notons X le champ de pseudo-gradients adapté a F' et Y celui adapté a G
construits comme ci-dessus. Toujours avec une partition de I'unité, on définit
un champ de pseudo-gradients X adapté a K de fagon que

— pour s € [—1/3,1/3], X(z, s,t) = Z(x,t)+grad g(s) ot Z est un pseudo-
gradient pour

H(z,t)+g(t):V x [-3,3] — R;

— pour s € [2/3,4/3], X(x,s,t) =Y (x,t) +grad g(s) ot Y est un pseudo-
gradient pour G;

— pour t € [-1/3,1/3], X(z, s,t) = X (x,s) + grad g(¢) ;

— pour t € [2/3,4/3], X(z, s,t) = X3 + grad g(s) + grad g(¢).
On perturbe ensuite X en X pour que celui-ci ait la propriété de Smale, en
supposant, comme au cours de la premiere étape, que la perturbation a son
support dans V' x [1/3,2/3] x [1/3,2/3].

Considérons maintenant le complexe des points critiques associé a K

14 14

et a X. La variété V x [—3,3] X [~3,3] n’est pas a bord (lisse) mais les

hypothéses de la remarque 3.2.13 sont satisfaites. On a

Ci11(K) = Cr-1(fo) ® Cr(f1) ® Cr(f2) ® Cr1(f2).
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a
@F
_—
0x, Ox,
/ /
Vx0x0 Vx1x0
/

Id
R ——
8}(2 8X2
~ ~
Vx0x1 Vx1lxl1
L~ L~
FIGURE 11

La situation avec les différents morphismes utilisés est schématisée sur la
figure 11. La différentielle s’écrit, dans cette décomposition,

dx, 0 0 0

oF 9y, 0 0
Cole® 0 ooy, 0
S ®¢ 1d oy,

L’identité 855 o 855 = 0 donne
Sodx, + P o dF + 7 4 9x,05=0

ou encore
%o dF —® = 500y, +0x,08.

D’ott 'on déduit que ®¢ o ®F et ®H induisent le méme morphisme en
homologie. O
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3.5. Cobordismes

On considére maintenant un cobordisme, ¢’est-a-dire une variété a bord V'
dont le bord 9V est décomposé en

OV =0_VUdV

(les deux parties 0LV sont des réunions de composantes de OV choisies
arbitrairement). On généralise la construction du §2.3.a. On fixe un champ
de vecteurs X (construit par exemple a 1’aide d’une partition de I'unité) sur
un voisinage de 0V dans V' et qui est

— sortant le long de 0.V
— entrant le long de 9_V.

On construit une fonction de Morse f sur V telle que
df (X) < 0 au voisinage de 9V

de la facon suivante. D’abord on la définit au voisinage du bord, par exemple
par
flox*(xz))=s pourse€[0,d]sizediV,
flok(z)) =—s pourse|0,d[sizecd_V,
puis on la prolonge arbitrairement a V' tout entiére et enfin on la perturbe
légerement pour en faire une fonction de Morse.
On peut ensuite prolonger X en un champ de pseudo-gradients adapté
a f qui sera encore noté X.
Rappelons (c’est la remarque 2.3.1) que, pour cette construction, il est
nécessaire de partir du champ de vecteurs transverse au bord et que la
fonction de Morse n’est pas absolument arbitraire.

Exemple 3.5.1. Sur la figure 12, la variété est un disque D™, son bord est une
sphére S™~!. La fonction de Morse est la hauteur et le champ de vecteurs
est indiqué. Sur le dessin de gauche, S"! = 9,V sur celui de droite,
Sl =0_V.

Remarque 3.5.2. Les modifications que nous avons fait subir & un champ de
pseudo-gradients pour lui donner la propriété de Smale ont lieu dans des
voisinages des points critiques (et donc ici loin du bord), on peut donc les
effectuer de la méme maniere ici.

On peut donc aussi définir (C,(f), 0x) comme dans le cas sans bord.

Les démonstrations de la compacité et du fait que dx o dx = 0 sont
alors identiques a celles que nous avons faites dans le cas sans bord, puisque
toutes les liaisons entre points critiques vont rester loin du bord.
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FIGURE 12

/

FIGURE 13

Remarque 3.5.3. Le complexe ne dépend pas de X|sy tant que celui-ci reste
transverse au bord, sortant le long de 9.V, entrant le long de 0_V (on peut
modifier X loin des points critiques).

Montrons maintenant que ’homologie du complexe ne dépend ni de la
fonction ni du champ de vecteurs. Supposons donc que fy et fi soient deux
fonctions de Morse sur V munies chacune d’un pseudo-gradient adapté qui
a la propriété de Smale. Les deux champs de vecteurs Xy et X; sont aussi
supposés coincider au voisinage du bord. Choisissons comme ci-dessus un
chemin f; de fy a fi que 'on suppose stationnaire aux deux extrémités,

fe=fopourt<1/3 et f;= f1 pourt>2/3.

On suppose aussi que df;(X) < 0 au voisinage de dV. On prolonge f; de
fagon stationnaire pour ¢ € [—1/3,4/3]. On utilise une fonction g comme
ci-dessus (figure 9) telle que

Oft(x)

ot < 0.

vte[L,2],VaeV, )+
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Comme dans la démonstration de I'indépendance, on pose
F(z,t) = fi(z) + g(z) pour (z,t) €V x [—%, %}
Comme dans cette démonstration encore les points critiques de F' sont ceux
de fy dans la tranche 0 et ceux de f; dans la tranche 1, avec un saut d’indice
pour ceux de la tranche 0.
On construit enfin un pseudo-gradient X pour F de fagon que
X —gradg prés de 9V x [0,1]
X ={Xy—gradg surV x [—1/3,1/3]

X1 —gradg sur V x[2/3,4/3],
qu’il n’y a plus qu’a perturber légérement pour qu’il acquiere la propriété de
Smale... Bref, on forme le complexe (Cy(F),0d5). Comme dans le cas sans
bord, on a

dx, 0
(Cr(F), 0%) = (ck_mfo) ® Ci(fo), ( oy 3X1>> :

ce qui définit

P : (Cilfo), 0x,) — (Ci(f1), 0x,),
un morphisme de complexes dont on démontre comme plus haut qu’il induit
un isomorphisme en homologie.

En conclusion, I’homologie du complexe ne dépend, dans ce cas, que de V'
et de la partition du bord en OV =0,V UJ_V.

Remarquons aussi que ®” ne dépend pas de F'. Pour s’en convaincre, avec
une autre « interpolation » F”, prendre G = Id et H = F’ dans ’étape (3)
de la démonstration du théoreme 3.4.2.

Exercices

Exercice 13. Quelle est ’homologie du complexe associé a la fonction définie
dans V'exercice 12 (page 48) et au champ de vecteurs suggéré dans le méme
exercice 7

Exercice 14. Soient E et F' deux sous-espaces vectoriels d'un méme espace
vectoriel réel de dimension finie. Une orientation de F est une classe d’équi-
valence de bases de E sous la relation d’équivalence

B~ B = détgz B > 0.
Vérifier de méme que la relation

BB = dét(g,go)(gl, 30) >0
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définit une relation d’équivalence sur les bases des supplémentaires de F' qui
ne dépend pas de la base By de F' choisie. Les classes d’équivalence sont les
co-orientations de F.

Vérifier que, si E est orienté, F' co-orienté et E et F' transverses, alors
E N F est co-orienté.

Exercice 15. Déterminer ’homologie des complexes (Cy(f;Z),0x) pour les

exemples des fonctions de Morse utilisées dans ce texte sur les variétés
P"(C), T?, S™.






CHAPITRE 4

HOMOLOGIE DE MORSE, APPLICATIONS

Dans ce chapitre, nous proposons quelques calculs et quelques applica-
tions de I’homologie de Morse : le cas d’un produit (formule de Kiinneth), la
dualité de Poincaré, la caractéristique d’Euler (et les inégalités de Morse),
le lien avec la connexité et la simple connexité de la variété considérée.
Nous montrons aussi la fonctorialité de ’homologie de Morse et mettons
en évidence une suite exacte longue pour une paire (W, V) (ot V est une
sous-variété de la variété W).

4.1. Homologie

Comme ’homologie H,(f, X) du complexe de Morse ne dépend que de V',
on la note HM,(V;Z/2) (pour « homologie de Morse modulo 2 » de V).
De méme, ’homologie du complexe tenant compte des orientations comme
au §3.3 est notée HM,(V;Z). En réalité (pour celles et ceux qui savent
ce que c’est), c’est 'homologie modulo 2 (resp. 'homologie entiere) de la
variété V' (voir le §4.9). Les résultats de ce chapitre sont vrais sur Z/2
comme sur Z (sauf mention explicite du contraire). Nous ferons donc en
général usage du complexe & coefficients entiers et nous noterons HM, (V)
son homologie.

Dans le cas d’une variété a bord V dont le bord 9V est décomposé
en OV = 0_V U 0,V, on définit de méme ’homologie de Morse relative
HM,(V,0,V;Z/2) comme I'homologie d'un complexe (Cy(f),dx).

Exemple 4.1.1. Dans le cas du disque (voir la figure 12 du chapitre 3), la
figure de gauche donne
0 six
HM*(Dn,Sn_l): S1 #n’
Z six=n,

alors que celle de droite donne

0 six#0

HMLDT) = {z Six=0
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On s’attend a ce que cette « homologie » vérifie un certain nombre de
propriétés, de fonctorialité, de bon comportement par rapport au produit
cartésien, par exemple.

Remarque 4.1.2. Notons un tout petit pas vers une sorte de fonctorialité
(voir plus généralement le §4.6). Si ¢ : M — N est un difféomorphisme, ¢
induit un isomorphisme

©. : HM, (M) — HM,(N).

En effet, si g est une fonction de Morse sur NV, alors goyp en est une sur M.
Si X est un champ de pseudo-gradients adapté a g o ¢ sur M satisfaisant a
la propriété de Smale, alors ¢,(X) en est un pour g sur N. On en déduit
un isomorphisme de complexes

(Ci(gow),0x) — (Ci(9), 0y, x)-

Homologie d’une réunion disjointe. Avant de passer aux choses sérieuses,
remarquons aussi que ’homologie de Morse d’une réunion disjointe est la
somme directe des homologies des morceaux. En effet, si f et ¢g sont des
fonctions de Morse sur V et W et si X et Y sont des champs de vecteurs
ad hoc, alors évidemment

Cr(fL9) = Ce(f) ® Cilg) et Iyppy = Ox D Iy.

Notations. Pour alléger I’écriture du texte aussi bien que sa lecture, nous
noterons parfois C, (f, X) le complexe associé & une fonction et un champ de
vecteurs ; couple (f, X) que nous nous autoriserons a qualifier de « Morse-
Smale » lorsque I'une est de Morse et 'autre est un pseudo-gradient adapté
satisfaisant la propriété de Smale.

4.2. La formule de Kiinneth

Si M et N sont deux variétés munies de fonctions de Morse f et g et
de champs de pseudo-gradients X et Y respectivement (satisfaisant a la
condition de Smale), alors f + ¢ est une fonction de Morse sur M x N et
(X,Y) est un champ de pseudo-gradients adapté satisfaisant & la condition
de Smale. Les points critiques de f+g sont les points (a,a’) ol a est un point
critique de f et @’ un point critique de g. L’indice de (a,a’) est la somme
des indices de a et a’. Soient (a,a’) un point critique d’indice k de f + g
(avec a un point critique d’indice 7 de f et @’ un point critique d’indice j
de g) et (b,b") un point critique d’indice k — 1 tels qu’il y ait une trajectoire
de (X,Y) joignant (a,a’) a (b,b"). Le flot de (X,Y) est

Pix) (@) = (¢ (2), 03 (1))
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En particulier,
L(X,y)((a,a’), (b,b)) = Lx(a,b) x Ly(a', V).

Sia#beta #£V, pour que Lx(a,b) x Lx/(a’,b') ne soit pas vide, il est
nécessaire que

Ind(a) > Ind(b) +1 et Ind(a’) > Ind(d') + 1,
soit

Ind(a,a’) > Ind(b, V") + 2.

Done, pour des points (a,a’) et (b,b") d’indices consécutifs, on a
axLy(a,b) sia=b
Lx(a,b) xd sid =¥V

Lixyy((a,a), (bb)) = {

et par suite
ny(a’,b) sia=0b
nixy)((a,d), (0,0)) = { nx(a,b)  sia =V
0 sinon.

L’application

2: @ GlNOC) — Gl +9)
i+j=
définie par
P(a®d) = (a,a’)

est un isomorphisme de groupes abéliens.
Proposition 4.2.1. L’application ® définit un isomorphisme de complexes
(Ci(f) ®Ci(9),0x @1 +1®y) — (Ci(f +9),0x,v))-

Démonstration. Soient a un point critique d’indice ¢ de f et @’ un point
critique d’indice j de g. On a d’une part

POx ®1+1@0y)(a®d)=®(0x(a)®d +a®dy(a))

=0 Z nx(a,b)b®a’ + Z ny(a',b)a®@b
( )

beCrit;—1(f) b’eCrit;—1(g)
- Z nx(a,b)(b,a’) + Z ny (a’,b")(a,b'),
beCrit;—1(f) b’eCrit;—1(g)

et de autre

Ixy)Pla®ad) = Yo nn((a,d), (6,0)(0,)
(b,b")€eCritit;—1(f+g)

=Y ax@bbd) Y (@) @),
beCrit;—1(f) b’eCrit;—1(g)

grace a la remarque ci-dessus. O
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Ceci fonctionne bien sur Z (avec orientations) ou sur Z/2 (sans). Le
passage & ’homologie nécessite, lui, de nous placer sur Z/2 (voir au besoin
Palgebre homologique nécessaire au §15.1.a). Nous en déduisons :

Corollaire 4.2.2. L’homologie modulo 2 de (Cy(f + g),0(x,y)) sur le pro-
duit M x N est isomorphe au produit tensoriel de celles de (Cy(f),0x) et

(Ci(9),0v).

Corollaire 4.2.3 (formule de Kiinneth). Si M et N sont deux variétés com-
pactes, on a un isomorphisme

HM (M x N:Z/2) — @ HM;(M;Z/2) ® HM,(N;Z/2). O
i+j=k

4.3. La « dualité de Poincaré »

On sait que les points critiques d’indice k& de f sont les points critiques
d’indice n — k de —f (n est la dimension de la variété). De plus, si X est
un pseudo-gradient adapté & f, —X en est un, qui est adapté a f.

Si a € Critg(f), notons a* le méme point, vu comme point critique de la
fonction — f. De sorte que

{a | a € Crity(f)} est une base de Cy(f)
alors que
{a* | a € Critg(f)} est une base de Cp,_r(—f).

L’espace vectoriel C),_(—f) est isomorphe & Ci(f), mais il est préférable
d’y penser comme étant son dual (d’ou la notation)

Cnir(=f) = Cr(f)"
Ainsi, par définition, la transposée
0x 1 Cnpr(=f) — Cu—i(=f) de Ox : Cu(f) — Ci-1(f)
est la différentielle O_x du complexe (Ci(—f),0_x). On a donc :
Proposition 4.3.1 (dualité de Poincaré). Soit V une wvariété compacte de
dimension n. Si 'V est sans bord, HM,_,(V;Z/2) est isomorphe a

HM(V;Z/2). SiV a un bord 0V =0,V UI_V, alors HMy(V,0,V;Z/2)
est isomorphe & HM,,_(V,0_V;Z/2). O

Par exemple (c’est le cas on 0,V = ©@),

HM;,(V;Z/2) est isomorphe & HM,,_,(V,0V;Z/2).

Pour pouvoir énoncer un résultat analogue en homologie a coefficients
entiers, il faut pouvoir associer a un point critique a d’indice k£ de f avec
une orientation de W*(a), un point critique a* de —f avec une orientation
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de W#(a*) = W*(a). Pour écrire un énoncé simple, supposons donc que
la variété V' est orientée : ainsi une orientation de W*(a) définit-elle une
orientation (et pas seulement une co-orientation) de W*(a). Les arguments
utilisés ci-dessus restent valables et on obtient une proposition analogue.

Proposition 4.3.2 (dualité de Poincaré pour les variétés orientées). Soit V'
une variété compacte orientée de dimension n. Si V est sans bord, les
groupes abéliens HM,,_(V;Z) et HM(V;Z) ont le méme rang. Si V a
un bord OV = 0,V U O_V, alors les groupes abéliens HMy(V,04V;Z) et
HM,, _(V,0_V;Z) ont le méme rang. O

4.4. Caractéristique d’Euler, polynéme de Poincaré

Voici une application directe de 'indépendance de I’homologie.

Corollaire 4.4.1. Le nombre de points critiques modulo 2 d’une fonction de
Morse ne dépend que de la variété et pas de la fonction.

Démonstration. On écrit le complexe associé a une fonction de Morse et a
un pseudo-gradient :

On, 0

Ont1 Cocy — -2y P,

0 Cy

On calcule ensuite

# Crit(f) =) dim Ci(f)
k=0

n+1
= Z (dim Ker ), + dim Im %)
k=0

= Z(dim Ker 0 + dim Im Ok 1)
k=0

= Z(dim Ker 0y — dimIm dgy1) mod 2
k=0

= dim HM(V;Z/2). O
k=0
Remarque 4.4.2. Nous n’avons utilisé ici que de 'algebre, la définition de
I’homologie a partir du complexe et montré que

Z(—l)’“ dim C = Z(—l)k dim H M;,.
k k
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Mais nous avons utilisé le « théoréme noyau-image », il était donc prudent
de nous placer dans des espaces vectoriels, c¢’est-a-dire sur un corps, c’est
pourquoi c¢’est de 'homologie & coefficients dans Z/2 qui apparait ici.

Ce nombre est la caractéristique d’Euler de la variété V' (modulo 2). La
caractéristique d’Euler est, par définition :

X(V)=> (=1)* dim HM(V; Z/2)
= i(fl)k(dimKer O — dim Im Ok 1)
- zn:(—l)k(dimKer O, + dim Im 0%)

= (=1)" dim C ().

De sorte que la caractéristique d’Euler d’une variété est la somme alternée
des nombres de points critiques d’une fonction de Morse sur celle-ci.
En étant moins grossier, c’est-a-dire en écrivant
n n
# Crit(f) > ) (dimKer 0 — dimIm Ogq1) = » _ dim HMy(V;2Z/2),
k=0 k=0
on obtient :

Proposition 4.4.3 (inégalités de Morse). Le nombre de points critiques d’une
fonction de Morse sur une variété V est supérieur ou égal a la somme des
dimensions des groupes d’homologie (de Morse, modulo 2) de cette variété.

O

Si l'on définit ¢, (f) comme le nombre de points critiques d’indice k de la
fonction de Morse f et B, = dim HM(V;Z/2) (le k-éme nombre de Betti
de V), la proposition s’écrit

Ck(f)zﬁkv ngv

une série d’inégalités connues sous le nom d’inégalités de Morse.

Exemple 4.4.4. Nous avons vu que dans le cas du tore 72 la somme des
dimensions des groupes d’homologie était 4. Donc une fonction de Morse
sur le tore doit avoir au moins quatre points critiques.

Remarque 4.4.5. 11 est possible de construire une fonction (dégénérée) sur le
tore qui n’a que trois points critiques (mais pas moins, & cause du théoréme
de Reeb, le corollaire 2.1.9, et de la remarque qui le suit). Voir la figure 1, le
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point critique dégénéré est au centre, les deux autres points critiques sont
le maximum et le minimum, c¢’est une « selle de singe » (voir lexercice 3

page 17).
DNIS

AN

F1GURE 1. Niveaux d’une fonction avec trois points critiques sur

le tore

Il est d’ailleurs possible, sur une variété compacte et connexe de dimen-
sion n, de construire une fonction avec n+ 1 points critiques. Une stratégie,
développée dans [70], est de construire d’abord sur la variété une fonction
de Morse avec au plus n + 1 niveaux critiques tous connexes (un résultat de
Smale, voir [47]), puis de modifier la fonction au voisinage de chaque niveau
critique, de fagon qu’elle n’ait plus qu’un point critique (dégénéré) dans ce
niveau.

Exemple 4.4.6. La caractéristique d’Euler de la sphére S™ est x(S™) =1+
(—=1)™, soit 0 si n est impair et 2 si n est pair. Par exemple, la caractéristique
d’Euler de la sphere de dimension 2 est 2. C’est le méme Euler, le méme 2 et
la méme somme alternée que dans la « formule d’Euler » sur les nombres F
de faces, A d’arétes et S de sommets d’un polyedre convexe, F'— A+ S = 2.

Remarque 4.4.7. La caractéristique d’Euler d’une variété compacte sans bord
de dimension impaire est nulle : grace a la dualité de Poincaré, dans la
somme alternée, les termes s’annulent deux a deux.

A T’aide des nombres de Betti, 5 (V) = dim HM},(V;Z/2) on définit le
polynoéme de Poincaré

Py(t) = Bu(V)t*.
k

Par exemple, Ps1(t) = 1+t et plus généralement,
De méme,
Ppu(o)(t) =1+17+- - +17",
et
Pra(t) =142t +t>, Ppagy=1+t+1t°
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La formule de Kiinneth donne immédiatement la relation
Py, xv, (1) = P, (8) Py (1)
On en déduit, en écrivant T = St x --- x St (n fois) que
Be(T") = Cy.

En particulier, en appliquant la remarque 4.1.2, on en déduit que la
sphere S™ n’est difféomorphe au tore T™ que si n = 1. Il y a évidemment
des manieres plus rapides que la théorie de Morse d’arriver a ce résultat
(par exemple, la spheére est simplement connexe et pas le tore).

On en déduit aussi (pour t = —1) que

x(Vi x Vo) = x(Vi)x(Va).

Exemple 4.4.8. On trouve x(S? x S?) = 4. En utilisant la fonction hauteur
sur 52, on obtient par produit une fonction de Morse sur S? x S? qui a
seulement quatre points critiques, un minimum, un maximum et deux points
critiques d’indice 2, ce qui est cohérent, puisque 1 4+ 2 + 1 = 4.

4.5. Homologie et connexité

4.5.a. Composantes connexes et homologie.

Proposition 4.5.1. Si'V est une variété compacte et connexe,
HMy(V;Z)2) 2 Z)2.

Démonstration. On choisit une fonction de Morse f sur V et on considere
ses minima locaux aq,...,a,. Ils ont des voisinages (donnés par le lemme
de Morse) disjoints. On choisit aussi un pseudo-gradient (avec la propriété
de Smale) adapté X.

L’idée de la démonstration est la suivante. Comme la variété est connexe,
on doit avoir un point critique au-dessus de a; et une carte de Morse qui
permet de joindre le voisinage utilisé de a; a un autre des disques, disons
autour de a;. Si I'indice d’un point critique est k, la carte de Morse va
s’attacher & un niveau juste en-dessous par une application de S*~1 dans
ce sous-niveau. Pour k > 2, cette sphere est connexe et ne peut étre utilisée
pour connecter les deux disques autour de a; et a;. Il y a donc un point
critique ¢ d’indice 1 relié & a1 et & a; par des trajectoires de X. Ainsi

Oxc=ai + a;.

On montre ainsi que tous les points critiques d’indice 0 sont homologues.
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Plus précisément, appelons B le sous-espace vectoriel de dimension r — 1
dans Cy(f) qui est engendré par les a3 + a; (pour 2 < i < r) et montrons

que B est précisément I'image de

Ox : C1(f) — Co(f)-

Commengons par montrer que Ox C1 C B, qui est I'inclusion facile. Soit ¢
un point critique d’indice 1. Sa variété instable est de dimension 1, il n’y a
donc que deux trajectoires de X issues de ¢, atteignant deux minima lo-
caux a; et a; (pas nécessairement distincts). On a donc

Oxc=a;+a; = (a1 +a;) + (a1 + a;) € B.
Donc 9x(C1(f)) C B.

Montrons réciproquement que B C Ox(Ci(f)) (c’est le coeur de la
preuve). Il suffit de montrer que, pour tout ¢, a; est dans la méme classe
d’homologie que a;. Soit

N=V- M(zx,y).
Ind(x),Ind(y)>2
Remarquons que, avec Ind(z) et Ind(y) > 2, codimM(x,y) > 2, de sorte

que N est connexe. Posons, pour j =1,...,r,
A; ={x € N | z est sur une trajectoire (brisée) aboutissant & a;} .

Les ensembles A; sont connexes (tous les points de A; sont reliés & a;), N
est la réunion des A; et A; est la réunion de la variété stable de a; avec
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les orbites aboutissant a a; en passant par un point critique d’indice 1. La
figure 2 représente une partie de N, avec les parties correspondantes de A;
et Ail .

Montrons maintenant que les ensembles A; sont fermés dans V. Il suffit
de le faire pour j = 1. Soit (x,) une suite dans A; qui converge vers z € N.
On prouve que x € A;. On suppose que z,, n’est pas un point critique de f,
ce qui suffit. Appelons /¢,, la trajectoire passant par x,, et ¢ celle passant par
z. Quitte & prendre une sous-suite, on peut supposer que les trajectoires ¢,
aboutissent toutes au méme point critique b, qui peut étre a; ou un point
critique d’indice 1, lui-méme relié a a; par une trajectoire.

Appelons ¢ le point critique auquel aboutit ¢. Son indice est 0 ou 1,
puisque x est dans N. Si ¢ = b, la démonstration est finie. Sinon, soit ¢+
le point par lequel ¢ entre dans la carte de Morse de c¢. Par continuité des
solutions par rapport aux conditions initiales, les £,, entrent aussi dans cette
carte. Appelons £ le point d’entrée de £,. Grace au lemme 3.2.5, la suite
des £} tend vers £T. Comme nous avons supposé que ¢ # b, les trajectoires
¢,, sortent de cette carte, par des points ¢,,. Toujours grace au lemme 3.2.5,
la limite d’une suite extraite convergente de la suite (¢, ) tend vers une
limite A~ € W"¥(¢) (comme dans la démonstration du théoreme 3.2.2). La
trajectoire A de A~ joint ¢ a un point critique a qui doit étre d’indice 0.
Comme les /,, entrent dans le voisinage de Morse de a pour n assez grand,
nous avons forcément a = a;(=b) et © € A;. Donc A; est fermé dans N.

Comme N est connexe, il existe un indice i1 > 1 tel que A; N A;, # @.
Dans cette intersection, il y a forcément un point critique d’indice 1, di-
sons ¢1. On a

Oxec1 = ay + ajy,
donc a;, est dans la méme classe d’homologie que a;. Et en plus, A1 UA;, est
connexe. Donc il existe un indice i3 tel que (41 UA;; ) NA;, # &. De méme,
cette intersection contient une trajectoire provenant d’un point critique co
d’indice 1, de sorte que 'on a

Oxco = ay + a;, Oou Oxeco = a;, + g,

Dans les deux cas, la classe d’homologie de a;, est la méme que celle de a;.
On montre ainsi en épuisant les a; qu’ils sont tous homologues a a. O]

Remarque 4.5.2. Cette démonstration est compléetement analogue a celle
que nous avons utilisée dans la classification des variétés de dimension 1
(au §2.3.b).

En appliquant la dualité de Poincaré, on déduit de la proposition 4.5.1 :
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Corollaire 4.5.3. Soit V' une variété compacte et connexe de dimension n.
Alors HM,,(V;Z/2) 2 Z/2. O

Remarque 4.5.4. La proposition 4.5.1 est vraie sur Z, comme on s’en convain-
cra en faisant attention aux orientations dans la démonstration. L’analogue
du corollaire 4.5.3 affirme alors que, si V' est une variété compacte, connexe
et orientée de dimension n, alors HM,,(V;Z) = Z.

Corollaire 4.5.5. Soit V wune wvariété compacte de dimension n. Alors
HMy(V;Z/2) et HM,(V;Z/2) sont des Z/2-espaces vectoriels de dimen-
ston le nombre de composantes connexes de V.

Démonstration. On écrit V' comme réunion disjointe de ses composantes
connexes

k
V=1[ Vi
i=1

Sur chaque V;, on choisit une fonction de Morse f; et un champ de vecteurs
ad hoc X;. 11 est clair que

CILF) = BCf) et I]py, = GOx,
d’ou le résultat. O

Remarque 4.5.6. La démonstration de 4.5.1 donne aussi le fait qu’une fonc-
tion de Morse sur une variété compacte et connexe qui n’a pas de point
critique d’indice 1 a un unique minimum local, un résultat essentiel dans
la démonstration d’un célebre théoreme de géométrie symplectique, le théo-
réme de convexité d’Atiyah, Guillemin et Sternberg (voir par exemple [5]
et les références aux articles originaux qui y sont contenues).

4.5.b. Groupe fondamental et homologie (& suivre). Dans le méme
ordre d’idées, et sans réellement utiliser le complexe de Morse, commencons
a comparer le groupe fondamental et le premier groupe d’homologie de la
variété (connexe) V. Le résultat le meilleur possible serait que HM;(V;Z)
est le plus grand quotient abélien du groupe 71 (V). Nous montrerons plus
bas (au §4.8.a) que, si V' est simplement connexe, alors HM; (V; Z) est nul.
Contentons-nous pour l'instant de remarquer :

Proposition 4.5.7. Si la variété V possede une fonction de Morse qui n’a
aucun point critique d’indice 1, alors elle est simplement connexe.

Démonstration. On peut supposer V connexe par arcs et choisir un mini-
mum (disons ag) de f comme point base. Soit un lacet C dans V. On peut
supposer que ce lacet est différentiable. Si b est un point critique d’indice k,
nous savons que dim W#(b) = n — k. Par position générale, on peut donc
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supposer que C ne rencontre aucune des variétés stables des points critiques
d’indices plus grands ou égaux a 2. Comme nous avons supposé qu’il n’y a
aucun point critique d’indice 1, C' est contenu dans la réunion des variétés
stables des minimums locaux, qui sont disjointes. Donc C est contenu dans
I'une d’entre elles, celle de ag. Mais celle-ci est un disque, dans lequel on n’a
aucun mal & contracter C' sur le point base ag. O

Exemple 4.5.8. Par exemple, la sphere S™ est simplement connexe deés que
n > 2.

4.6. Fonctorialité de I’homologie de Morse

On a vu (c’est la remarque 4.1.2) qu'un difffomorphisme entre deux va-
riétés induisait un isomorphisme en homologie de Morse. Nous aimerions
démontrer plus généralement qu'une application €*° induit un homomor-
phisme. Hélas, une application u : V' — W ne permet pas de construire une
fonction de Morse sur V' a partir d’une fonction de Morse sur W, donc il va
falloir étre plus subtil.

La variété V considérée ici est une variété compacte, éventuellement a
bord, munie d’une fonction de Morse f et d’un champ de pseudo-gradients X
satisfaisant la propriété de Smale, et qui est entrant si OV # & (avec les
notations utilisées jusque 1a, OV = 9_V).

Les résultats que nous allons démontrer ici sont les deux théoremes :

Théoreme 4.6.1 (fonctorialité). Soit v : V — W une application de classe C.
Elle induit un morphisme de groupes abéliens gradués

Uy : HM (V) — HM,(W).
De plus, siv: W — Z est une autre application C>°,
(Vo u)y = Uy O Uy.
Enfin, pour Uapplication identique Id : V — V| on o Id, = Id.

Dire que u, est un morphisme de groupes abéliens gradués, c’est dire que
cette application est une collection de morphismes

Dit en termes savants, ce théoréeme affirme que I’homologie de Morse est
un foncteur de la catégorie des variétés différentiables et applications C>°
dans la catégorie des groupes abéliens. C’est aussi un foncteur « homoto-
pique ».

Théoréme 4.6.2 (invariance homotopique). Soit u : [0,1] X V. — W une
application C®. Pour u(z) = u(t,z), on a (ug)x = (U1)«-
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L’idée de la démonstration du théoreme 4.6.1 est d’utiliser le fait que la
composition

VLW =W x {0} c W x DV

est homotope & un plongement (pour N assez grand), et donc de commencer
par traiter le cas des plongements.

Démonstration du théoréme 4.6.1 pour les plongements

L’idée est, en partant d’un couple (f, X) sur V ayant les propriétés Morse
et Smale, de le prolonger en (f, X ) sur W ayant les mémes propriétés. On
en déduira un morphisme de complexes

u, : Cu(f, X) — C.(f,X)

dont on montrera enfin que le morphisme qu’il induit en homologie ne dé-
pend pas des choix de f et de X.

Cas ou u est un difféomorphisme. On a vu dans la remarque 4.1.2 que le
difféomorphisme v induit un isomorphisme de complexes

Co(f,X) — C.(fou™t, du(X)).

Vérifions que l'isomorphisme induit en homologie ne dépend pas des choix
de f et de X. Soient donc (fo, Xo) et (f1,X1) deux couples Morse-Smale
sur V ainsi que (F, X) un couple Morse-Smale sur [-1/3,4/3] x F, comme
au §3.4. Le couple (F o (Id xu™1),d(u x Id)(X)) joue le méme role entre
(foou™t,du(Xy)) et (fy ou™!,du(X;)). En d’autres termes, on a un dia-
gramme commutatif

C.(for Xo) —2 O (fo 0 ut, du(Xy))

J{@F lCI)Fo(Id xu~1)

Cu(f1, X1) —=2 s Cu(fr 0w, du(Xy))

Puis évidemment, pour deux difféomorphismes u et v, v, o u, = (vou), de
sorte que v, o Uy = (v o u),. Enfin, Id, = Id.

Cas ot u est linclusion d’une sous-variété. Notons-la
i:V—W

Proposition 4.6.3. Soit (f, X) un couple Morse-Smale sur V. Alors il existe
un couple Morse-Smale (f, X) sur W, qui le prolonge et tel que

(1) Crit(f) C Crit(f) et lindice d’un point critique de f est le méme que
son indice comme point critique de f ;
(2) sia est un point critique de f, alors 93 (a) = Ox(a).
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Comme conséquence de cette proposition, on a un morphisme (injectif)
de complexes

iv: Ou(f,X) — C.(f, X)
simplement défini en envoyant a (vu comme point critique de f) sur a (vu
comme point critique de f). De plus, ce morphisme ne dépend pas du choix
du couple (f, X) : on relie (fo, Xo) & (f1,X1) comme d’habitude, grace a
une fonction

F:[-1/3,4/3] xV — R
et & un champ de vecteurs X sur ce produit. On peut fabriquer un dia-
gramme commutatif comme ci-dessus

C(for Xo) 22 0 (o Xo)

v

C.(flel) (L) CO(E’Xl)

en prolongeant F' et X en F et X comme on a prolongé f et X, de sorte
que, si a est un point critique de fo sur V, ®'(a) = & (a).

Cas ou u : V. — W est un plongement. On peut considérer u comme
composée d'un difféomorphisme et de I'inclusion d’une sous-variété :

V2 w(V) < W

En partant de (f, X) sur V, on construit comme plus haut (f, X) sur W et
un morphisme de complexes

u, 2 Co(f, X) — Cu(f, X)

en envoyant a sur iu(a) = u(a).
On a clairement

v, ou, = (vou), et donc aussi v, o u, = (Vo u),. O

Démonstration de la proposition. Considérons une sous-variété V' de dimen-
sion n d’une variété W de dimension p.

Soit ¢ un point critique de f sur V et soit U un voisinage de ¢ dans la
(grosse) variété WW. On peut supposer que U est de la forme U = D" x DP~"™,
Sur un tel U, il est facile de prolonger f en posant

Fley) = F@) + 5 Iyl

et X par

X(z,y) = X(z) —y
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(c’est-a-dire en ajoutant & X (x) 'opposé du gradient de la norme au carré).
On choisit donc un tel voisinage U; de chaque point critique ¢; de f et on
prolonge f et X en imposant cette forme sur les U; et arbitrairement sur le
complémentaire de la réunion des U; dans W.

U

M

FIGURE 3

Comme tous les points critiques de f sur V sont contenus dans les U; et
comme X est un pseudo-gradient, il existe un ¢y > 0 tel que

df(X) < —eg

sur V —U(U;NV) ainsi que prés du bord des U;. Il existe donc un voisinage
ouvert U de V U (UU;) dans W tel que

df(X) <0

sur U avec égalité exactement en les c;.

En particulier, fn’a pas d’autre points critiques que les ¢; sur U. Comme
on a ajouté a f une forme quadratique définie positive, I'indice de ¢ comme
point critique de fest son indice comme point critique de f.

Il n’y a aucune raison que ]7 que nous avons obtenue en prolongeant f
arbitrairement, soit une fonction de Morse en dehors de U. On la perturbe
légerement pour qu’elle le devienne. On construit ensuite un prolongement
ad hoc X de X en un pseudo-gradient a ’aide d’une partition de 'unité.

Remarque 4.6.4. Remarquons aussi que toute trajectoire v de X telle que
lim;, oo v(t) = ¢ € V est complétement contenue dans V' (on a supposé
que le champ X est entrant pres de 9V).

Il se pourrait que le champ X prolongé n’ait pas la propriété de Smale.
On a toutefois, pour tous points critiques de f,

L+(a,b) = Lx(a,b), donc ng(a,b) =nx(a,b), et donc I3 (a) = dx(a).

Si (par chance) X ala propriété de Smale, on a le résultat attendu.
En perturbant X au besoin, on obtient un champ trés proche qui satisfait
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Smale, n’est peut-étre plus tangent a V' mais vérifie toujours n)?(a,b) =
nx(a,b). O

Remarque 4.6.5. Notons en particulier, en application de cette démonstra-
tion, que si V' est une sous-variété d’une variété W et si V est un voisinage
tubulaire de V' dans W, alors HM, (V) = HM, (V).

Avant de terminer la démonstration du théoréme 4.6.1 (cas général d’une
application qui n’est pas un plongement), commengons & démontrer le théo-
reme 4.6.2, qui nous sera utile.

Démonstration du théoréme 4.6.2, cas des plongements
Remarquons tout d’abord, comme

Z six=0

HM,(DV;Z) =
0 sinon,

que, pour tout difféomorphisme v : DV — DN 1), qui doit étre un isomor-
phisme de Z dans lui-méme, ne peut étre que ’application identique, ou son
opposée, 1, = +1d, et que c’est I'identité lorsque ¢ préserve ’orientation.

Comme conséquence, pour toute variété V et tout difféomorphisme
préservant 'orientation de DYV, 9 x Id : DV x V — DY x V induit aussi
I’identité en homologie, puisque (¢ x Id), = ¥, ®Id, sur le produit tensoriel
des complexes, de sorte que (¢ x Id), = ¥, ® Id, = Id.

Considérons maintenant différentes facons d’inclure V dans DV x V.

Lemme 4.6.6. Pour a € DV, soit i, : V — DV x V le plongement défini par
ia(2) = (a,z). Alors
(1) (ip)« est un isomorphisme;

(2) (ia)sx = (i0)«-

Démonstration du lemme. On considére un couple (f, X) Morse-Smale sur
V = {0} x V. DV x V. On prolonge (f,X) en (f, X) comme ci-dessus,
c’est-a-dire par

Floo) = S 1ol + 7@) et X(ya) = —y+ X(2).

Alors, C.(f,X) = C.(f,X), de sorte que (ig), = Id. Ce qui démontre

la premiére assertion. Pour la deuxiéme, on utilise un difféomorphisme(®)

(D1 existence d’un tel difféomorphisme peut étre démontrée en intégrant un champ de
vecteurs convenable sur le disque DYV, un exercice dont les détails sont laissés aux lecteurs,
I’exercice 19 page 116.



4.6. FONCTORIALITE DE L’'HOMOLOGIE DE MORSE 93

1 : DNV — DN qui envoie 0 sur a. Le diagramme commutatif
i
VDN xV
la sz « 1d
DN xVv
donne (ig)x = (i)« comme souhaité. O

Pour démontrer le théoréme d’invariance homotopique, considérons donc

une application
w:[0,1] xV — W
telle que chaque u; soit un plongement. Alors
w:[0,1] xV —[0,1] x W
(ta 37) L (tv ut(x))

est un plongement. Pour les inclusions iy et i1 (notations du lemme), on a
deux diagrammes commutatifs :

0,1] x V—"5[0,1] x W 0,1] x V —"5[0,1] x W
il [ i | [
[O,l]xVTO>[O,1]><W [O,l]xVT1>[O,1]><W
d'oit Pon déduit
(wo)x = (i )3 " 0t o (ig ) = (it ) 0 s 0 (i} )o = (1) 0

Démonstration du théoréme 4.6.1, cas général. Considérons une application
de classe C>

u:V—W.
Choisissons un entier NV assez grand pour qu’il existe un plongement ¢ :
V — DN Alors, (¢, u) est un plongement de V dans DY x W. On considére
le diagramme

DN x W

et 'on définit
us = (io); " © (. 0w
Montrons que le morphisme u, ainsi défini ne dépend pas du choix de N
ni de ¢ (de sorte qu’en particulier, si v est un plongement, on retrouvera,
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pour N = 0, ce que l'on a déja construit). Considérons donc une autre
application ¢ : V' — DV et le diagramme

DN x W

j 0 ¢
/(%U) \
W —u Y*(w,wz)%DM x DN x W
(¥, u)

Jo 1 ko
DM x W

ou {y et kg sont définis par

by, x) = (0,y,2) et ko(z,z)=(2,0,2).

On a kgojg = {poig, mais les deux triangles de droite du diagramme ne com-
mutent pas. Cependant, les diagrammes induits en homologie commutent.
L’homotopie « ty » relie

lo(p(z),u(z)) = (0,90(x), u(z)) & (Y(x), p(z), u(z))
et de méme, 'homotopie « ty » relie
ko(v(x), u(x)) = (¥ (2),0,u(x)) & (Y(z), p(x), u(x)).

Evaluons maintenant, grace a ce diagramme et a ces remarques, I’application
(i0)5 ! o (¢, u)4. On trouve

(i0)5 " o (g u)x = (i0); " o (L) " o (¢, o, u)s
= (Jo)5 " o (ko)s " o (v, 0, u).
= (jo)i o (¥, ).
Donc notre morphisme u, en homologie ne dépend pas des choix faits.

La vérification de la propriété de fonctorialité suit le méme chemin. Pour
w:V - WetW — Z alaidede p: V — DN et de ) : W — DM on
utilise le diagramme

1% L /I/‘V Y z
(¢, )J / (%ﬁiv) /
DN >< w DM x 7
(14, (4. v) /
DM x DN x 7z

La fleche verticale V. — DM x DY x Z est un plongement composé de
deux plongements. Nous savons donc déja qu’elle satisfait la relation de
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fonctorialité. Evaluons donc
Ux O Uy = (jO):l o (¢¥,v)x0 (iO):l 0 (0, u)x

= (jo)i " o (ko); " o (¢ o (Id,v)). o (9, u)s
= (vou)s. O

Fin de la démonstration du théoréme 4.6.2. Elle est conséquence immédiate
de ce qui précede, on consideére simplement u; comme la composition

V(0,1 x VW

us = w0 iz, donc uy, o (it)x = (Ut)«... mais nous savons que (ig)x = (i1 ),
donc (ug)x = (u1)s- O

4.7. Suite exacte longue

Soit V' une sous-variété d’une variété W. Nous montrons ici qu’il existe
une suite exacte longue en homologie, complétant I’application

(io)* : HMk(V) — HMk(W)

Nous allons donc utiliser des données de Morse-Smale (f, X) sur V que
nous prolongerons comme au §4.6, ici & un voisinage tubulaire V de V
dans W. Ainsi, V est une variété & bord, W —V en est une aussi, toutes
les deux ont le méme bord 9V ; nous disposons d’une fonction de Morse f,
dont les points critiques dans V sont ceux de f sur V, et d'un champ X
vérifiant la condition de Smale, qui est entrant dans V (et sortant de W — V).
L’inclusion ig : V' C W induit un morphisme injectif de complexes

(i0)« = (C.(f), 0x) = (Cu(]), O5).
Le premier de ces deux complexes calcule 'homologie de V', le deuxieme
celle de W. Rien de nouveau jusqu’ici. Nous définissons maintenant un mor-
phisme (de groupes)
C*(f) - C*(f'wfv)a

simplement en envoyant les points critiques de f qui sont dans V sur 0.
Les points critiques de f qui sont dans V étant, nous l'avons dit, ceux de f
sur V, on a une suite de groupes abéliens

Ci(f) — Culf) — Culflg=)-
Notre deuxiéme morphisme est aussi un morphisme de complexes : une tra-
jectoire de X joignant deux points critiques de f dont aucun n’est dans V ne
pénetre jamais dans V. Le complexe C.(f|y7—y, 835) calcule, lui, ’homologie

HM,(W —V,9V), puisque le champ X est sortant de W — V.
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Comme toutes ses semblables, cette suite exacte de complexes induit une
suite exacte longue en homologie

HM (V) ——— HM,(W) ——— HM(W —V,9V) .

L

HMy_1(V) —— HMj_1(W)
On décide d’appeler, pour alléger la notation,
HM,(W —7V,0V) = HM(W,V),
homologie relative®. Le connectant de la suite exacte longue

HM (V) ——— HM,(W) ——— HM(W,V)

HMk_l(V) E— HMk_l(W)

s’interprete facilement : & une classe dans H M (W — 'V, V), représentée par
un point critique a de f dans W — 'V, 9 associe la classe de la combinaison
linéaire des points critiques de f reliés a a par des trajectoires de X,

O0a = Z nx(a,b).

beCrit(f)

Considérons maintenant une variété M & bord M
OM % M.
Nous aimerions appliquer ce qui précede au couple (M,9M). Il n’est pour-
tant pas tout a fait exact que M soit une sous-variété de M. On remplace
donc M par une variété qui lui est difféomorphe et dont M est une sous-
variété.
Le bord posséde un voisinage « collier », c’est-a-dire de la forme

OM x [—¢,0] M avec i(x,0) = io(x)

(ou € est un réel strictement positif bien choisi et avec les notations du
paragraphe précédent(3)). Remarquons que

M= =M—i(]—¢,0])

(@) Pour les lecteurs qui savent ce que c’est, il s’agit bien, par excision, de 'homologie
relative. Voir par exemple [20].

(3)Rappelons que l'on peut obtenir un tel ¢ en utilisant le flot d’un champ de vecteurs
entrant.
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est une variété a bord, difféomorphe a M et de bord i_.(0M). On commence
par ajouter a M un « symétrique » de ce collier, en considérant le recollement
évident

Mt = MUOM x [0,¢]

(voir la figure 4). Le bord OM est maintenant une sous-variété honnéte

=
=
=
—,
e

M M—¢ MTe

—

FIGURE 4

de M™*¢. De plus, il a un voisinage difféomorphe & OM x [—e¢,¢].

Considérons le couple (W, V) ot W = M™¢ et V est sa sous-variété M.
Comme W est difféomorphe & M, nous avons HM, (W) = HM,(M). De
plus, HM, (W, V), qui est HM,(W —V,V) par définition, est précisément ce
que nous avons défini, au §3.5 sur les cobordismes, comme H M, (M,0M).
Nous obtenons donc la suite exacte longue

HM; (OM) ——— HM;(M) —— HMg(M, M)
a/

HM]C,1(6M) —_—

Exemple 4.7.1. Dans le cas du disque (voir ci-dessus les exemples 3.5.1, 4.1.1
et la figure 12 du chapitre 3), la suite exacte longue donne deux isomor-

phismes '
HMy(S"1:Z/2) ~2— HM,(D";Z/2)
et
HM, (D",S"*;,Z/2) 9, HM, (8" Z/2)

(les autres groupes apparaissant dans la suite exacte sont triviaux).

4.8. Applications

4.8.a. Groupe fondamental et homologie (suite). Montrons ici,
comme annoncé au §4.5.b, qu'une variété simplement connexe n’a pas
de Hl.
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Proposition 4.8.1. Si V est simplement connexe, HM1(V;Z/2) = 0.

Démonstration. On utilise un couple (f, X) Morse-Smale sur V. Commen-
gons par décrire les 1-cycles dans V, c’est-a-dire les éléments a de Cy(f)
tels que Oxa = 0. Ce sont des combinaisons linéaires de points critiques
d’indice 1,

a=ai;+ -+ ag.

De plus, Oxai + -+ + dxar = 0. Pour un point critique a d’indice 1,
dxa=c,+cy

ol ¢ et ¢y sont deux points critiques d’indice 0, pas nécessairement distincts
(figure 5) : la variété instable de a est un disque ouvert de dimension 1 et
I'on continue a appliquer le théoreme 2.3.2.

by
bg b3
a a
by
Co Ce Cyq
@ 2 c1=c K
c
FIGURE 5
Donc notre cycle o est somme de cycles
B=bi+--+b,
avec Ob; = ¢; + ¢;11 pour des minimums locaux c1,...,cs (avec cs41 = ¢1)

comme sur la figure 5.

Un tel 3 définit un plongement ug du cercle S* dans V tel que la fonction
gs = f oug ait les ¢; comme minimums locaux et les b; comme maximums
locaux. Chaque 3 d’une base de Ker @ C C4(f) définit un morphisme (injec-
tif) de complexes

(up)e : Co(gp, Xp) — Cu(f, X)

(Xg est le champ de vecteurs sur S dont I'image est la restriction de X)
tel que
(ug)y : HM, (S Z/2) — HM,(V;Z/2)

ait pour image le sous-espace engendré par la classe de 3.
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Avec T'hypothése de simple connexité faite sur V', toute application v :
S! — V se prolonge en une application ¥ : D? — V. En particulier,

U
u3:51<—>D2—B>V

donne en homologie une factorisation

(up)y : HM,(S";Z/2) — HM,(D?*;Z/2) % HM,(V;Z/2)

de telle sorte que la classe de 3 provient de HM;(D?;Z/2) = 0 et donc est
nulle. O

4.8.b. Le théoréme du point fixe de Brouwer. Nous donnons ici une
autre démonstration du théoréme de Brouwer (le théoréme 2.3.3).

Démonstration. Comme dans la démonstration donnée plus haut, on com-
mence par se ramener au cas ou ¢ est une application C* et ’on suppose
I’absence de point fixe, en déduisant une rétraction

r: D" —s SNl

(qui associe & € D™ le point d’intersection de la demi-droite issue de ¢(x)
et passant par x avec le bord S"~1). De sorte que, si  est un point de la
spheére, il reste a sa place. L’application r satisfait a

roj=1Id:8" ' D" — "L
Ce qui fait que la composition 7, o j, :
HM, y(S""Y2/2) — HM,_1(D";2/2) — HM, 1(S"";Z/2)
doit aussi étre I'identité, de Z/2 dans Z/2, alors que HM,,_1(D™;Z/2) =0

comme on ’a remarqué dans 'exemple 4.1.1. Une contradiction qui implique
Pexistence d’un point fixe. O

On démontre de méme que, si k < n, il n’y a pas de rétraction de la
sphére S™ sur une sous-sphére S¥ C S™. Sinon, la composition

1

Sk =

r

[N Sk,

donnerait, en homologie H My,

HM(S%;2)2) —2 HM(S™Z/2) 2 HM,(S*;Z/2)
Z/2 —s 0 —

une application nulle qui devrait étre 'identité.



100 CHAPITRE 4. HOMOLOGIE DE MORSE, APPLICATIONS

4.8.c. Homologie modulo 2 de D’espace projectif. Considérons la
sphere
5" ={z e R""||z* =1}

et son quotient P™(R), 'espace projectif réel de dimension n, par la relation
d’équivalence x ~ —z. La projection naturelle S™ — P™(R) est notée p.

Soit f une fonction de Morse sur P™(R)). La fonction fop est une fonction
de Morse sur S™ (localement, il n’y a pas de différence entre S™ et P"(R)).
Elle a deux points critiques d’indice k, a et —a, au-dessus de chaque point
critique p(a) de f.

De méme, si X est un champ de pseudo-gradients adapté a f, il existe un
unique champ de vecteurs X sur S™, qui est un champ de pseudo-gradients
pour f op et tel que, pour tout x sur S,

T, (p)(X,) = X

p(z)

Ainsi les trajectoires de X se projettent sur celles de X. Si I'on suppose en
plus que X satisfait a la propriété de Smale, il en est de méme pour X. On a
donc en particulier, pour tous points critiques a et b d’indices consécutifs
de fop,

nz(a,b) =nz(—a,-b).

X(—z)

FIGURE 6

La formule o — p(c) définit un morphisme de complexes (Ck(f),05) —
(Cr(f),0x) que nous noterons p, (ce n’est pas vraiment un abus de no-
tation, c’est bien le p, défini par 'application différentiable p, comme on

pourrait le vérifier en utilisant des plongements). De méme, la formule

p(a) — a+ (-a)
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définit une application linéaire
p': Ch(f) — Ci(f).
Si a = p(a) = p(—a) est un point critique de f, on a
Ly —
8)?(}7 a) = 8);(@) + 5;((—(1)
= an(a, b)b + Z nz(—a,c)c.
b c

Mais il y a une trajectoire de a a b si et seulement si il y a une trajectoire
de —a a —b, de sorte que cette somme vaut

05 (p'a) =D ng(a,b)b+ Y ng(—a,—b)(-b)
b —b
= nx(a,B)(b+ (-b)).
5

. . ! .
Ainsi, p’ est un morphisme de complexes

P (Cr(f),0x) — (Ci(f o p), 95).
La composition
P P
(Cr, 0x) = (Ci(f 0 p),05) — (Ci(f), Ix)
envoie le point critique « successivement, d’abord sur a + (—a), puis sur
p(a) + p(—a) = 2a = 0. On a plus précis, une suite exacte de complexes

0 — (Cr(f), dx) L= (C(f 0 p), 0%) 22 (Ci(f),dx) — 0.

En effet, une combinaison linéaire a; + --- + a; de points critiques de f,
envoyée sur p(ay) + - - - + p(ax) ne peut étre nulle que si chacun des points
critiques de f apparaissant dans cette somme y apparait deux fois, c’est-a-
dire si

a1+~~~+ak:ail+(—ail)+-~-+air+(—a“)

. 7172 . !
ou encore si cet élément est dans I'image de p'.

On a donc une suite exacte de complexes, qui, comme il se doit, définit
une suite exacte longue

HM,(P™"(R);Z/2) —— HM(S™;Z/2) —— HM,(P™"(R);Z/2))
HM; 1(P"(R);Z/2) ——— - -~
en homologie de Morse. On en déduit que le connectant

8 : HMy(P"(R); Z/2) — HM;_1(P"(R); Z/2)
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est un isomorphisme pour 0 < k£ < n. On a donc démontré :
Théoréme 4.8.2. On a HM(P"(R);Z/2) 2 Z/2 pour 0 < k <n. O

Pour 'homologie entiére (les questions d’orientation sont ici & traiter avec
soin), voir ’exercice 24 page 117.

Au paragraphe suivant, nous aurons besoin d’une description explicite
du connectant de cette suite exacte. Il suffit de suivre la définition abstraite
de celui-ci.

Commencons par 0 : HM;(P"(R);Z/2) — HMy(P"(R);Z/2). Une
combinaison linéaire

Yy=m+-+%, v € Criti(f)

qui est un cycle (Oxa = 0) s’écrit comme somme d’éléments oy + - - - + a;
avec

Oxa; = Bi + Biv1, Br,---,Bs, Bs41 = B1 € Crito(f).

Le cycle se représente donc comme réunion des trajectoires joignant les «;
aux ; (de fagon analogue & ce que l'on a vu sur la figure 5, on a ici un lacet
dans P™*(R)).

On reléve maintenant ce cycle dans la sphére. Nous savons que le résultat
final ne dépendra d’aucun des choix faits. Commencons donc par choisir
un a; au-dessus de ap, de sorte que Okval = by + by, avec p(by) = B1 et
p(ba) = B2. On reléve ensuite ay en choisissant celui des deux relevés, as tel
que O5az = by + bz pour le by déja déterminé. Le résultat final est un relevé

a=ar+--+as avec Ogza=br+by+by+ - +bs+bsi1=0b1+bs1
(on a relevé le lacet en un chemin sur la spheére). Le connectant est

() = {0 S% bst1 = bs
[p(b1)] = [B1] sinon.

Plus généralement, commencons par choisir un hémisphere, sud par
exemple, pour changer, de la sphére S™. Si a est un cycle dans (Cx(f), 0x),

a=ay+---+ap,
on choisit des relevés «; des a; dans ’hémisphere sud, obtenant une somme
a=o1+- -+ o
dont I'image par p, est notre cycle a. On a
Oza=fh+ o+
une combinaison linéaire de points critiques d’indices k — 1 de f On a alors

dla] = [p(B1) + -+ p(Bs)]-
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4.8.d. Le théoréme de Borsuk-Ulam. Démontrons maintenant le céle-
bre théoréme :

Théoréme 4.8.3 (Borsuk-Ulam). II n’existe pas d’application continue
@: 8" — Sl
telle que p(—x) = —p(x) pour tout x.

Ce théoreme a des applications plus ou moins folkloriques (par exemple,
le fait passionnant qu’il existe & chaque instant deux points antipodaux sur
la Terre ou la température et la pression ont la méme valeur).

Corollaire 4.8.4. Soit ¢ : S™ — R"™ wune application continue telle que
Y(—x) = —(x) pour tout x. Alors i s’annule en au moins un point de S™.

En effet, si ¢ ne s’annulait pas, elle définirait une application ¢ = ¢/ ||¢)||
a valeurs dans S" ! et interdite par le théoréme. O
Voici le théoréme température-pression :

Corollaire 4.8.5. Pour toute application ¢ : S™ — R™, il existe au moins un
point x de S™ tel que P(x) = P(—x).

Notons en particulier qu’il n’existe pas d’injection de S™ dans R". Le
corollaire se démontre en considérant ¢(z) = ¥ (z) — Y(—x). O

Corollaire 4.8.6. Soient Fy,Fs,...,F,11 des fermés non vides sur la
sphere S™ dont la réunion est la sphére tout entiére. Alors l'un d’eux
contient deuz points antipodauz.

Il suffit d’utiliser ’application
Y(x) = (d(z, F1),d(x, Fy),...,d(x, F,)). O

Démonstration du théoréme 4.8.3. Bien slir, comme dans le cas du théo-
reme de Brouwer, on va montrer qu’il n’existe pas d’application €>° ayant
les propriétés voulues (le résultat pour les applications continues s’en dé-
duit). Une application ¢ ayant ces propriétés induirait une application
¥ : P*(R) — P""1(R), dont nous allons montrer qu’elle ne peut exister.

Soit donc v une application C> de P"(R) dans P"!(R). Considérons
le diagramme

HMu(P(R); Z/2) — 5 HM(P"\(R): Z/2)

)| |

HM—1(P"(R);Z/2) T HM;—1(P"'(R); Z/2)
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ou le « connectant » 0 a été défini au §4.8.c. Pour k < n, les deux fleches ver-
ticales sont des isomorphismes. Si nous avions démontré que le diagramme
commute, on en déduirait que

Y, - HM,(P"(R);Z/2) — HM,(P"'(R);Z/2)

est aussi un isomorphisme, une absurdité manifeste : I'un est nul, I’autre
pas.

Il reste donc a vérifier que le diagramme commute, ce qui est clair, apres
la description du connectant 0 de la suite exacte longue que nous avons
donnée ci-dessus. O

4.9. Appendice : I’homologie de Morse est ’homologie cellulaire

Dans cet appendice, nous montrons qu'une fonction de Morse et un
champ de pseudo-gradients sur une variété permettent de définir une dé-
composition cellulaire de cette variété, et que le complexe de Morse et le
complexe cellulaire sont isomorphes.

Nous commencons par rappeler les définitions de décomposition et de
complexe cellulaires. Nous décrivons ensuite, en suivant Latour [39], la dé-
composition cellulaire associée aux données de Morse-Smale(*).

4.9.a. Complexes et homologie cellulaires. Dans ce paragraphe, nous
suivons le livre de Dold [20]. On appelle décomposition cellulaire d’un es-
pace V (ce peut étre n’importe quel espace topologique séparé, nous ’ap-
pliquerons au cas des variétés compactes) une famille & de sous-espaces de
V telle que

— chaque élément e de € est homéomorphe a un disque ouvert
— & est un recouvrement de V' (par des parties disjointes)

Les e sont appelées des cellules. La réunion des cellules de dimension < k
de V est appelée k-squelette de V et notée V().

— Pour tout e de dimension k dans €&, il existe une application continue
(dite application d’attachement)

O, 1 (BF, S — (VD e, VD)
dont la restriction & B*¥ — S¥~1 est un homéomorphisme sur e.

Nous supposerons ici qu’il y a un nombre fini de cellules.

Exemples 4.9.1.

(4)Pour un autre point de vue, nous renvoyons a l’appendice de Laudenbach dans [9].
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(1) Sur la sphére de dimension n, le complémentaire d’un point (disons,
du péle sud S, pour fixer les idées) est un disque ouvert de dimension n.
Lui et le point manquant forment une décomposition cellulaire de la sphere,
dont tous les squelettes de dimension < n — 1 sont le point S.

(2) L’espace projectif est réunion d’un espace affine et d’un hyperplan a
I'infini, lequel est lui-méme réunion d’un espace affine et d’un hyperplan a
Iinfini... ainsi 'espace projectif réel (resp. complexe) admet-il une décom-
position cellulaire avec une cellule en chaque dimension (resp. paire).

(3) Le tore T? = R?/Z2, vu comme un carré dont on identifie les cotés
deux a deux, possede une décomposition cellulaire avec

— une cellule de dimension 2 (le carré ouvert),

— deux cellules de dimension 1 (provenant des c6tés horizontaux
pour 'une et verticaux pour l’autre)

— et une cellule de dimension 0 (provenant des quatre sommets du
carré).

Remarque 4.9.2. Si lon écrase le (k — 1)-squelette, c’est-a-dire si I'on fa-
brique le quotient V(*) / V(=1 e résultat est un bouquet de sphéres de
dimension k, chacune provenant d’une cellule (un D*) dans laquelle on a
identifié tous les points du bord en un point.

Ce bouquet peut étre un bouquet de zéro sphere, comme pour la sphere
de dimension n et k <n — 1.

Dans 'exemple du tore de dimension 2 avec la décomposition ci-dessus,
V) V() est un bouquet de deux cercles.

Le complexe cellulaire K, se définit en prenant pour K, ’espace vectoriel
sur Z/2 dont une base est I’ensemble des cellules de dimension m (ou le
groupe abélien libre engendré par les cellules de dimension m si 'on veut
définir 'homologie entiere).

La différentielle est définie par

dc=> N(c,d)d
d

ot le nombre N (¢, d) associé a une cellule ¢ de dimension m et une cellule
d de dimension m — 1 est défini ainsi :

— la cellule ¢ est, par définition, I'image d’une application ®.,
— on considere la composition

o, |Sm—1: Sm—l . V(m—l) . V(m—l)/v(m—Q)’

— cet espace est un bouquet de (m — 1)-sphéres, dont 'une correspond
a la cellule d (comme il a été dit dans la remarque 4.9.2), il y a donc une
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application
lI/d . V(m—l)/V(m—Q) N Sm—l
qui écrase toutes les spheres en un point sauf celle correspondant a d,
— le nombre N(c,d) est le degré (que nous considérerons ici modulo 2)
de ’application composée

V0P, : Sm 1 — gm-1L,

On démontre que (K., d) est un complexe (009 = 0) et que ’homologie
de ce complexe ne dépend que du type topologique de V.

Dans le contexte « Morse-Smale » d’une fonction de Morse avec un champ
de pseudo-gradients sur une variété V', nous allons construire une décompo-
sition cellulaire de V' dont les cellules seront les variétés instables des points
critiques de la fonction.

Nous démontrerons le théoreme suivant :

Théoréme 4.9.3. Soit (f, X) une donnée de Morse-Smale sur une variété V.
1l existe une décomposition cellulaire de la variété V' et un isomorphisme

F:K, — C, avecOx oF = F 00,
du complexe cellulaire sur le complexe de Morse.

Ainsi ’homologie de Morse est isomorphe a 'homologie cellulaire de la
variété V.

4.9.b. Décomposition cellulaire associée a une donnée de Morse-
Smale. Dans ce paragraphe, nous suivons les définitions et idées de Latour
dans [39]. La variété compacte V est munie d’une fonction de Morse f et
d’'un champ de pseudo-gradients X. Nous supposons qu’ils satisfont a la
propriété de Smale.

Comme nous l'avons dit dans la proposition 2.1.5, la variété instable
d’un point critique de f est une boule ouverte de dimension l'indice du
point critique. Nous construisons tout d’abord des compactifications de ces
variétés instables en boules fermées.

Soit ¢ un point critique. Posons

W) =w"(c) <L(c, d) x| J W“(d)) :
d

La réunion porte sur tous les points critiques d tels que L(¢, d) soit non vide,
c’est-a-dire sur les points critiques liés a c. Grace a la propriété de Smale,
ces points ont des indices inférieurs a celui de ¢. Nous munissons maintenant

Wu(c) d’une topologie. Nous utilisons bien siir la topologie définie sur les
espaces de multi-liaisons £(c, d) au §3.2. Soit donc (\,z) € L(c,dy) x -+ ¥
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L(dy—_1,d) x W¥(d). On décrit une base de voisinages W(\,z, U, U=, Ut)
de (X, z) dans W"(c) ainsi :
— bien siir, U° est un voisinage de = dans V,
— et W(A, U™, U") est un voisinage de A dans L(c,d);
— Si (p,2") € L(c,d;) x W(d;) (pour un i < k), on dit que
(p,2") € W(z, \,U°, U, UT)
si
-2’ e U°,
— la trajectoire de d; & x’ passe dans le U; pour j > i et dans U;‘
pour 7 > 1,
—peWW, U, U (o0 N = (A1,..., \) et les UE' sont définis
comme on pense).

Par exemple, si ¢ est un point critique d’indice 0, alors W*(c) = {c} et
W"(c) aussi (et c’est bien une cellule de dimension 0). Voici des exemples
un peu moins triviaux.

Exemples 4.9.4.

(1) Soit ¢ un point critique d’indice 1. Alors W (c) est formé des points
de V situés sur les trajectoires menant de ¢ a des points critiques d’indice 0,
deux trajectoires, dont les extrémités dans V seraient ces deux (ou le méme)
point(s) critique(s). Dans W "(c), on ajoute un point pour chacune de ces
trajectoires. Que leurs extrémités soient ou ne soient pas le méme point
de V, ces deux trajectoires donnent des points distincts : L(c,d) x W¥(d)

contient les deux points {¢1} x {d} et {f2} x {d}.

FI1GURE 7. Point critique d’indice 1

Ainsi W"(¢) est un disque fermé de dimension 1 (figure 7).
(2) Soit maintenant ¢ un point critique d’indice 2. La variété instable est
un disque ouvert de dimension 2. Regardons ce qu’il faut lui ajouter :
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— pour chaque point critique d d’indice 1 relié a ¢, on ajoute le pro-
duit de L(c, d) (les trajectoires de ¢ & d, un segment pour chacune des
trajectoires en question) avec sa variété instable W*(d) (un intervalle
ouvert, comme ci-dessus),

— pour chaque point critique e d’indice 0 relié a ¢, on ajoute le
produit de ’ensemble des trajectoires de c a e (des segments ouverts ici,
avec leurs bords, ’ensemble des trajectoires brisées, ce qui le raccroche
aux trajectoires joignant ¢ aux points critiques d’indice 1) avec sa
variété instable (le point e lui-méme).

La figure 8 montre, en dimension 2, ’exemple d’un point critique ¢
d’indice 2 (noir), relié & un unique point critique d d’indice 1 et un
unique point critique e d’indice 0. La partie gauche montre trois points
critiques de la fonction (hauteur), la partie droite montre la « cellule »
fermée Wu(c), avec

— le point ¢ et sa variété instable W"(c) (un disque
ouvert de dimension 2),

— T'unique trajectoire L(c, d) de ¢ & d est représentée par
le petit disque blanc (qui symbolise le point d sur la partie
gauche de la figure,

— sur le bord du disque apparait le produit L(e,d) x
WH(d), c’est-a-dire, puisque L(c, d) est constitué d’un seul
point, la variété instable de d, un segment ouvert (repré-
senté ici par un trait droit et gras), constitué des deux
trajectoires allant de ¢ a d,

— la variété instable du point e d’indice 0 est bien siir
un unique point,

~ le bord du disque contient donc aussi L(c, e) x W¥(e),
c’est-a-dire le segment ouvert L(c, e) des trajectoires de ¢ a
e, représenté ici comme un arc de cercle, ainsi que les deux
trajectoires brisées de ¢ & e (passant par d) qui sont les
extrémités communes du segment gras et de ’arc de cercle
maigre.

Nous allons montrer que les W*(c) constituent une décomposition cellu-
laire de la variété V, les applications d’attachement ®. étant définies sur
W*(c) par l'inclusion, et sur le « bord », par leur restriction & chaque « mor-
ceau » par la projection :

Dol ayxwu(ay : Lled) x WH(d) — W*(d) C V.
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(E,El, 6)

lo

A}
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1
1
1
1
1
1
1
1
1

~

7
L(c,e) x W¥(e)
FIGURE 8. Point critique d’indice 2

Commengons par quelques exemples. Voici maintenant la description
complete des différentes cellules dans le cas des exemples de fonctions de
Morse et champs de pseudo-gradients utilisés ci-dessus.

Exemples 4.9.5.

(1) La spheére ronde. Pour la fonction hauteur sur la sphére ronde de
dimension 2, la situation est trés simple. Appelons a le maximum et b le
minimum. La cellule de dimension 2 autour de a est formée d’un disque
ouvert (la variété instable W*(a) et, au bord, du cercle L(a,b) x W*(b).
L’application d’attachement écrase L(a,b) x W*(b) sur le point W*(b). On
a ainsi la décomposition cellulaire de la sphere avec une cellule de dimension
0 et une de dimension 2.

(2) L’exemple de I’« autre » sphére est celui représenté sur la figure 8.

(3) Le tore. La figure 9 représente, a gauche la fonction de Morse sur le
tore avec le pseudo-gradient du § 2.2.a, et a droite la cellule fermée autour du
point critique d’indice 2. Pour représenter la cellule de dimension 2, comme
sur la figure 8, nous avons représenté les L(c,d;) par des petits disques
blancs, les L(c,d;) x W*(d;) par des segments gras, et les L(c,e) x W"(e)
par des arcs de cercle (ronds).

4.9.c. Démonstration du théoréme 4.9.3. Il y a deux choses a démon-
trer :

(1) Le fait que les W' (¢) définissent bien une décomposition cellulaire
de V,

(2) et celui que les deux complexes sont isomorphes.
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dy

E(c,dl)

,C(C,dg)

v

A

< > ‘C(Cadl)

dy

FIGURE 9. Point critique d’indice 2 sur le tore

Commengons par la deuxiéme.

L’isomorphisme des complexes. Le complexe K, est défini comme
au §4.9.a, chaque cellule étant définie par la variété instable d’un point
critique. L’application F' fait correspondre ce point critique a cette cellule.
Ainsi F est-elle clairement bijective.

Le fait qu’elle soit un isomorphisme de complexes est conséquence du
fait que le nombre N(c,d) qui définit la différentielle de K, est égal au
nombre de trajectoires joignant ¢ a d, le n(c,d) définissant la différentielle
du complexe de Morse.

En effet, N(c,d) est le degré de I'application ¥4 0 &, : Sm~1 — gm-1
définie ci-dessus, pour m = Ind(c). La source de cette application est le
bord de Wu(c), dont nous admettons provisoirement qu’il s’agit bien d’une
sphére (c’est un des résultats démontrés au §4.9.c suivant). Le but de I’ap-
plication considérée est le quotient obtenu en écrasant le (m — 2)-squelette
et les spheres autres que celle correspondant a d, c’est-a-dire D! / 85m_1
On peut aussi considérer ce quotient comme compactifié de D™ par
I’ajout d’un point, ol le disque ouvert D™~ ! g’identifie & la variété instable
wWu(d) C V. Sit e L(c,d), nous avons, pour m € W*(d),

Vy0®d.(0,m)=m

et les autres points de W (¢) sont envoyés sur le point image du bord.
Nous avons donc n(c, d) (le nombre de trajectoires joignant ¢ & d) disques
disjoints sur S™~! qui sont envoyés par des homéomorphismes sur D™~ C

,C(C,dg)
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S™~1 le complémentaire ayant comme image le point restant. Le degré
N(e, d) est donc bien le nombre de trajectoires n(c, d).

La décomposition cellulaire. Nous I’avons vu (c¢’est la proposition 2.1.5,
la variété instable W*(¢) d’un point critique ¢ est une boule ouverte (de di-
mension 'indice de ¢). La restriction de ®. & W"(c) est un homéomorphisme
et son image est contenue dans V"4(©)=1 1] g’agit de montrer que Wu(c) est
homéomorphe a une boule (fermée) de la méme dimension dont l'intérieur
est W*(c).

Considérons a cet effet, pour tout A € R,

W'e.A) = {(@.3) e W' ()| /() > Af
et
W(e, A) = {(z,2) € W(0) | f(x) = A}.
Pour A = f(c) — ¢ et ¢ assez petit,
W (e, A) = W(c) N Qc)

ot () est le domaine de la carte de Morse correspondant au parametre ¢ ;
Wu(c, A) est clairement homéomorphe & une boule fermée.
Pour A < min(f), on a évidemment

W(e,A) =W"(c).

Il s’agit donc de montrer que la topologie de Wu(c, A) ne change pas
lorsque A décroit de f(c)—e a des valeurs tres négatives. Voici une situation
ou cela est facile a démontrer :

Proposition 4.9.6. Si intervalle [B, A] ne contient pas de valeur critique
de f, alors Wu(c7 A) et WU(C,B) sont homéomorphes. De plus, I’homéomor-
phisme (envoie W (¢, A) sur W* (¢, B) et) peut étre choisi égal a lidentité
sur W' (¢, A+ 8) pour § > 0.

Démonstration. Le théoreme 2.1.7, appliqué aux sous-niveaux de — f, four-
nit un difféfomorphisme

I':{f(z) = A} — {f(z) = B}.
La formule
x: W e, A) — W"(c, B)
(A z) — (A T(2))

définit un homéomorphisme x qui possede les propriétés annoncées. O
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N . . U
Il reste & comprendre ce qu’il advient de W (¢, A) quand A traverse une
valeur critique. Comme nous ’avons déja fait au § 2.2.c, nous supposons que
les valeurs critiques de f sont distinctes. Nous montrons 1’énoncé suivant.

Proposition 4.9.7. Soient d € Crit(f), A= f(d) et soit € > 0 (définissant la
carte de Morse Q(d)). Alors il existe un homéomorphisme W' (¢, A+¢) —
W (e, A—¢) (qui envoie W"(c, A+¢) sur W¥(c, A—e et) qui est identité
sur W' (¢, A+ ¢+ 6) pour § > 0.

Cette proposition est illustrée par la figure 10, qui représente Wu(c, A)
pour A = f(d) — ¢ (et dans laquelle la partie grisée représente Wu(c, A)
pour A > f(d)).

o Eled) o L)

FIGURE 10

Démonstration. A cause de la facon dont il a été défini (dans la démons-
tration de 2.1.7), on sait que le difféomorphisme I" envoie tout point sur un
point de la méme trajectoire. Pour (A, z) € W' (¢, A +¢) et si la trajectoire
passant par x n’aboutit pas a d (c’est-a-dire si & W#*(d)), on peut encore
définir x (A, z) & laide de T'. Définissons alors notre homéomorphisme sur
un ouvert U autour de

P={(r5) e W (e A+e) |2 e W)}

de sorte qu’il se recolle bien avec I’homéomorphisme x, qui est défini sur le
complémentaire de U comme dans la proposition 4.9.6.

Commengons par le cas simple ot Ind(c) —Ind(d) = 1 et Ind(d) # 0. Dans
ce cas,

P C M(c,d) C W¥(c) Cc W' (c),
autrement dit, P contient uniquement des point situés sur des trajectoires
allant de c a d. Avec I'hypothese faite sur la différence des indices, I’ensemble



4.9. HOMOLOGIE DE MORSE ET HOMOLOGIE CELLULAIRE 113

L(e,d) = M(e,d)/R de ces trajectoires est fini. Fixons alors £ € L(c,d) et
appelons (e M(c,d) la trajectoire correspondante, vue comme ’ensemble
de ses points dans V. Appelons a le point de cette trajectoire au niveau
Ate,a=0Nnf" (A+e)et DC W* ()N f 1A+ e) un petit disque de
dimension Ind(d) qui intersecte S, (d) transversalement en a. La condition
de Smale est utilisée ici de fagon essentielle.

La proposition 3.2.10, illustrée par la figure 6 du chapitre 3 (la figure
en forme de bouteille), nous apprend ce que devient D — {a} lorsqu’on le
pousse dans le niveau f~1(A — ¢) le long des lignes de gradient.

Cette application ® le transforme en une couronne C' = Smd(d)—1 %10, d]
qui, avec S_(d) = Snd(d)-1
nons cette figure (ici la figure 11) pour décrire notre homéomorphisme x au
voisinage de £ N W (e, A+e).

x {0}, forme une variété a bord. Nous repre-

) FA+e+0)

Imd=C

FIGURE 11

Tout d’abord, y est Iidentité sur W (¢, A + ¢ + 8). Le voisinage U de
(N (W e, A+e)—=W"(c,A+e+9))

que nous considérons est un cylindre (le bouchon de la bouteille), défini
par les lignes de gradient, au-dessus de D, comme sur la figure 11. Il y a
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un deuxieme cylindre, noté (7, dans cette figure et contenu dans f~1([A —
g, A+e¢]) : c’est Uintérieur de la bouteille. Il est limité, en haut par D, en bas
par CUW™"(d,e) (et sa partie latérale est composée de lignes de gradient).

On choisit un homéomorphisme I' : U — U comme décrit sur la figure 11 :

— I' est l'identité sur la partie haute de U,

— au-dessus de la partie grisée, c’est le I' défini par la proposition 4.9.6
(en particulier, sur D — D', il coincide avec le ® défini et utilisé pour la
proposition 3.2.10),

— T envoie D' sur W*(d, )

L’homéomorphisme recherché est défini sur U par

{X(m) =T(z) siz gD
x(z) =, T(z)) sizeD

Il se recolle bien avec celui défini par la proposition 4.9.6 sur la partie latérale
de U. Comme L(c,d) est un ensemble fini, on peut choisir des voisinages
U comme ci-dessus qui sont mutuellement disjoints. On obtient un nombre
fini (ce nombre est n(c,d)) de cylindres U U U dans V, qui ne se coupent
que le long de W*(d, ¢). L’application x définie ci-dessus sur la réunion de
ces cylindres, vus dans Wu(c,A + ¢) est injective. Elle est aussi continue
comme on le vérifie facilement. L’ensemble L(c, d) x W*(d, ) (qui se rajoute
aW"(c, A) lorsque A traverse la valeur critique f(d)) est bien contenu dans
I'image et x se recolle avec I’application définie par la proposition 4.9.6 en
dehors des cylindres.

On vérifie sans peine que c’est un homéomorphisme et la démonstration
est terminée dans ce cas.

Le cas plus général ot Ind(c) —Ind(d) est arbitraire (et Ind(d) # 0). Il nous
faut définir y au voisinage des points (A, z) € W' (¢, A +¢) ot & € W*(d).
(a) Considérons d’abord les points de P qui sont dans M(c,d), comme
dans le cas précédent, c’est-a-dire les points (A, z) = x € W¥(c) N W*(d).
On peut voir
L(c,d) = M(c,d)N fH(A+¢)
comme une sous-variété de codimension Ind(d) de W*(c) N f~1(A +¢).
Soit D un voisinage tubulaire de L (¢, d) dans W*(c)Nf~(A+e). C’est un
fibré en disques de dimension Ind(d) sur L(¢, d). Pour ¢ € L(c, d), la fibre D,
est un disque qui rencontre S, (d) transversalement en a; = £ N f~1(A+¢).
Pour chaque ¢ € L(c, d), nous avons donc une figure analogue a la figure 11
(D est remplacé par Dy) et un homéomorphisme I'y : Uy — Uy U ﬁ[ défini

de maniere anaogue. Les cylindres U UUy se rencontrent uniquement le long
de W"(d,¢).
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Sur le fibré en cylindres U défini au-dessus de D par les lignes de gradient,
on définit alors y par

{X(x) =Ty(x) siz & Dy
x(xz) = (0, Te(x)) sixze Dy

(bien sir, D} est ’analogue de D").

(b) Considérons maintenant un point arbitraire de P. Il s’écrit (A, x)
ot A € L(c,d') et x € M(d',d). Notons que pour d’ # ¢, un tel point z
n’est pas dans le cylindre U sur lequel x vient d’étre défini : en effet, U
est contenu dans M(c, d). Comme nous venons de le montrer, nous pouvons
définir y = ya sur un voisinage U = Uy de M(d,d’) (d’ joue le role de c).
On définit alors x au voisinage de (A, z) dans W (¢, A + ¢) par

X\ y) = (X, xar ())-

Ainsi nous avons défini y sur un voisinage ouvert de P. Remarquons que
I'image de x contient T(c,d) x W*(d, ). On le prolonge & tout W " (c, A +
€) comme dans la proposition 4.9.6 et on vérifie sans mal que c’est un
homéomorphisme.

Pour finir la démonstration, le cas ot Ind(d) = 0. Dans ce cas,
P= {()\,x) EW'(c,A+e)|ze WS(d)}

est un ouvert de W (¢, A +¢) (c’en est une composante connexe).

On définit x sur P par x(\, z) = (), £,d) (¢ désigne la trajectoire de z).
Ailleurs, on définit x par la proposition 4.9.6 et on vérifie (toujours sans
peine) que c’est un homéomorphisme.

La construction montre que x satisfait aux conditions requises, c’est-a-
dire que sa restriction & W (¢, A+ + 6) est 'identité et que x(W*(c, A+
g)) = Wh(c, A —¢). Ceci termine la démonstration de la proposition 4.9.7.

O

Et aussi celle du théoréme 4.9.3

Exercices

Exercice 16. Existe-t-il une fonction de Morse sur S? x S? qui ait un mini-
mum, un maximum, un point critique d’indice 2, et tous ses autres points
critiques d’indices 1 ou 37

Exercice 17. Montrer que 1’espace projectif complexe P™(C) est simplement
connexe.
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Exercice 18. La quadrique @ de I'exercice 8 (page 18) est-elle difféomorphe
aP3C)?
On envoie P1(C) x P!(C) dans P3(C) par
([a, b], [u, v]) — [au, bu, av, bu].
Montrer que c’est un plongement dont ’image est décrite par I’équation
Z0R3 — Z1R2 = 0.

Démontrer que Q est difféomorphe & S? x S2.

Exercice 19. La figure 12 représente le graphe d’'un difféomorphisme ¢ :
]—1,1[ =] —=1,1[. On pose a = ¢(0). Montrer que ¢ est le flot au temps 1
d’un champ de vecteurs sur | — 1,1[, que 'on dessinera. Soit D le disque
ouvert de centre 0 et de rayon 1 dans R et soit a € D. Construire un
champ de vecteurs sur D dont le flot vérifie ' (0) = a.

Ko

FIGURE 12 FIGURE 13

Exercice 20. Si v : V — W est une application de classe C* et si V et W
sont des variétés compactes et connexes, alors

uy : HMy(V;2/2) — HMy(W;Z/2)
est un isomorphisme (I'identité puisque chacun de ces deux espaces est iso-
morphe a Z/2).
Exercice 21. Soit V une variété compacte connexe sans bord de dimension n
et soit D un disque de dimension n plongé dans V. Montrer que
HM,(V — D;Z/2) = 0.

En déduire que, si u : V® — W™ est une application de classe C*° qui induit
une application

wy : HM, (V3 Z/2) — HM,(W;Z/2)
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non nulle, alors elle est surjective.

Exercice 22. Soit W une variété compacte a bord de dimension n + 1 et
soit V' son bord, V = dW. On suppose que V est connexe.

(1) Montrer que linclusion V. C W induit lapplication nulle de
HM,(V;Z/2) dans HM,,(W;Z/2).

(2) En déduire que, si u : V. — Z est une application € de V dans
une variété Z de la méme dimension dont ’application u, induite au niveau
HM,, n’est pas nulle, alors u ne peut étre prolongée en une application
u:W — Z.

(3) Et en particulier, il n’existe aucune application de W sur son bord
qui se restreigne en I'identité sur le bord (rétraction). Le cas W = D" est
celui du théoréeme de Brouwer.

Exercice 23. Soit V une variété compacte. Montrer qu’il n’existe pas de
rétraction de V sur une de ses parties strictes (voir au besoin le §4.8.b).

Exercice 24. Décrire les variétés stables et instables, avec orientations et
co-orientations, dans le cas de la fonction de Morse f considérée dans I’exer-
cice 6 et d’'un champ de pseudo-gradient X sur P?(R). Calculer I’homologie
du complexe (Cy(f;Z),0x). Montrer que
Z si k=0,
HMk(PQ(R);Z): Z/2 Sik‘zl,

0 sinon.






PARTIE II

LA CONJECTURE D’ARNOLD,
THEORIE DE FLOER






INTRODUCTION DE LA DEUXIEME PARTIE

La deuxiéme partie de ce livre est consacrée a la construction de I’homo-
logie de Floer, en vue de démontrer la conjecture d’Arnold. Celle-ci affirme
précisément que le nombre de trajectoires périodiques de période 1 d’un
champ de vecteurs hamiltonien sur une variété symplectique W est supé-
rieur ou égal a

> HM(W;Z/2).
k

Nous l'avons dit des la préface de ce livre, la juxtaposition des inégalités
de Morse et de la conjecture d’Arnold n’est pas fortuite. Et en effet, la
stratégie de démonstration, due a Floer, consiste a exhiber les trajectoires
en question comme points critiques — non plus d’une fonction sur une
variété mais d’une « fonctionnelle® d’action » sur l'espace des lacets sur W
(une trajectoire périodique est, en effet, un lacet sur W), puis a construire
un complexe (le complexe de Floer) analogue & celui de Morse, dont la
différentielle « compte » les solutions de ’équation de Floer. L’homologie
(dite de Floer) de ce complexe est done, par construction, reliée au nombre
des trajectoires périodiques. Il faut ensuite montrer que cette homologie est
isomorphe a I’homologie de Morse de la variété.

Nous détaillons cette stratégie page 146, et la mettons en application au
cours de cette partie, mais donnons déja ici & la fois les grandes lignes de
la démonstration de la conjecture d’Arnold et un panorama du contenu de
cette partie.

La premiere chose a faire est de construire la « fonctionnelle d’action »
(au §6.3), sur un espace de lacets sur notre variété, dont les points critiques
soient les solutions périodiques recherchées. C’est I’analogue de la fonction

(5)C’est ainsi qu'il est de tradition depuis Hadamard de nommer les fonctions définies
sur des espaces de dimension infinie.
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de Morse. Avec ses points critiques, nous tenterons de fabriquer, comme
dans le cas de Morse, un complexe. La graduation sur le Z/2-espace vectoriel
engendré par les points critiques est donnée par I'indice de Maslov, ce qu’il
nous faudra définir (nous le ferons au chapitre 7).

Pour définir la différentielle, nous utiliserons ’analogue d’un champ de
pseudo-gradients, ici le gradient de la fonctionnelle d’action (voir le §6.4),
dont nous montrerons que les trajectoires d’énergie finie, les solutions de
I’« équation de Floer », relient deux points critiques. Comme dans le cas de
Morse, nous démontrerons une propriété de compacité des espaces de trajec-
toires (le théoréme 6.5.4). Ces espaces de trajectoires donnent, en général,
des variétés, grace a des propriétés de transversalité (au chapitre 8). Ainsi,
la différentielle du complexe de Floer sera définie.

Pour démontrer que ceci est bien un complexe, c¢’est-a-dire que 9o d = 0,
nous démontrons, comme dans le cas de Morse, une propriété de recollement
(au chapitre 9). Comme dans le cas de Morse toujours, nous démontrerons
au chapitre 11 que I'homologie du complexe enfin défini ne dépend ni de
la fonctionnelle ni du champ de vecteurs choisis. Au préalable, nous aurons
montré au chapitre 10 que, dans le cas d’un hamiltonien €2-petit ne dépen-
dant pas du temps, I’homologie de Floer, coincide avec I’homologie de Morse
de la variété. Ce sera donc vrai en général. L’évidente inégalité de dimen-
sions entre la dimension des espaces vectoriels intervenant dans le complexe
donnera donc le résultat escompté, de fagon completement analogue aux
inégalités de Morse (la proposition 4.4.3).

Ainsi, le complexe de Morse, qui a fait ’objet de la premiere partie du
livre, est une sorte de guide pour cette deuxiéme partie. Les objets de I’étude
sont ici beaucoup plus compliqués et nécessitent une analyse (c’est le cas
de le dire) sophistiquée : I’équation de Floer, équation différentielle pour les
« trajectoires de gradient » de la fonctionnelle d’action, est une équation aux
dérivées partielles, a laquelle il est nécessaire d’appliquer des techniques de
régularité elliptique (que nous explicitons au chapitre 12); la définition du
complexe requiert le fait que la linéarisation de cette équation fournit des
opérateurs de Fredholm ; la démonstration des propriétés qui permettent
d’affirmer que le complexe de Floer est bien un complexe est beaucoup plus
technique que ’énoncé analogue pour le complexe de Morse.

Nous avons relégué dans un chapitre (que BTEX a judicieusement choisi
de numéroter 13 et que les lecteurs superstitieux peuvent sauter) quelques
(un certain nombre de) lemmes techniques utilisés notamment dans le re-
collement.



CHAPITRE 5

CE QU’IL FAUT SAVOIR
EN GEOMETRIE SYMPLECTIQUE

I y a de nombreux bons livres de géométrie symplectique, notam-
ment [15] et [44] auxquels nous renvoyons pour les détails qui pourraient
manquer ici.

5.1. Espaces vectoriels symplectiques

Ce sont les espaces vectoriels réels munis de formes bilinéaires alternées
non dégénérées. L’exemple archétypique et, on va le voir, unique, est celui
de R™ x R"™, muni de la forme

w((pa),®,qd)=p-d -0 q

(le point - désignant bien siir le produit scalaire euclidien de R™).
En réalité, il n'y a qu’'un exemple, comme D’affirme la proposition qui
suit.

Proposition 5.1.1. Soit w une forme bilinéaire alternée non dégéné-
rée sur un espace vectoriel E de dimension finie. Il existe une base
(e1,... €n, f1,..., fn) (dite symplectique) telle que w(e;, f;) = 0;;, et
w(es, e;) =w(fi, fj) =0.

Démonstration. Comme w est non dégénérée, elle n’est pas nulle et on peut
trouver deux vecteurs e; et fi tels que w(ey, f1) = 1. On vérifie que w se
restreint en une forme non dégénérée a 1'orthogonal (pour w) du plan (eq, f1)
et on conclut par récurrence sur la dimension, apres avoir remarqué qu’'une
forme bilinéaire alternée sur un espace de dimension 1 est nulle. O

En particulier, la dimension de E est paire et c’est le seul invariant du
type d’isomorphisme de (E,w). Dans une base symplectique, la matrice de
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0 Id
/= (Id o>'

Exemple 5.1.2. Si (eq, ..., e,) est une base orthonormée de R™, on a

w((ei>0)7 (0, ej)) = 6i,j7

la forme bilinéaire w est

la base
((e1,0),...,(en,0),(0,e1),...,(0,e,))

est une base symplectique de R™ x R".

5.2. Variétés symplectiques, définition

Essayons de comprendre ce que pourrait étre la définition d’une variété
symplectique. On demandera d’abord que chaque espace tangent soit muni
de la structure vectorielle définie ci-dessus : la variété W sera munie d’une
2-forme différentielle w, c’est-a-dire, pour chaque z, d’une forme bilinéaire
alternée w, sur T, W. On veut en plus que chaque w, soit non dégénérée,
ce qu’on peut écrire, si la dimension, nécessairement paire, de W est 2n,

2n
Wi = A"w, #£0€ NToW

pour tout z. Autrement dit, on demande que la 2n-forme w”" soit une
forme volume sur W. Notons qu’en particulier, la variété W doit posséder
une forme volume et donc étre orientable.

En fait, cette définition est insuffisante : on veut aussi que le calcul dif-
férentiel que w permet de faire sur W soit localement le méme que celui
quon sait faire sur R™ x R" avec la forme « constante ». Ecrivons donc
cette forme comme une forme différentielle : les vecteurs de R™ x R"™ sont
notés X = (p,q), X' = (p',q’) de sorte qu’on a

wX, X)=p-¢d -1 -q
Autrement dit

w= zn:dpi Ndg; = d(zn:pid%)
i=1 i—1

en particulier, w est une forme ezacte. On pourrait demander a une forme
symplectique d’étre une forme exacte... malheureusement, ceci interdirait
d’utiliser des variétés compactes. On a en effet :

Proposition 5.2.1. Sur une variété compacte, il n’existe aucune 2-forme qui
soit a la fois non dégénérée et exacte.
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Démonstration. On a dit que w est non dégénérée si et seulement si w”" est
une forme volume. Comme W est compacte, on sait que les formes volumes
ne sont pas exactes). Or, si w était exacte, on aurait w = do, mais alors
la forme volume w”" serait exacte : w " = d(a A w N1, O

En réalité, si on veut calculer localement comme dans R™ x R™, ce qu’il
faut utiliser, c’est une condition d’« exactitude locale »... c’est-a-dire de
fermeture. Ce qui nous amene a la bonne définition.

Définition 5.2.2. Une variété symplectique est un couple (W, w) ot W est une
variété et w une 2-forme fermée non dégénérée. Une telle forme w est dite
symplectique.

Un difféomorphisme ¢ d’une variété symplectique (Wi,w;) dans une
autre (Wa,ws) est dit symplectique s’il vérifie p*ws = w;. On dit parfois
aussi que ¢ est un symplectomorphisme.

Bien entendu, on commettra souvent ’abus d’appeler W une variété sym-
plectique, sans mentionner la forme w quand il n’y aura pas d’ambiguité a
redouter.

5.3. Exemples de variétés symplectiques

Evidemment, R”x R" avec la forme constante >~ dp; Adg;, est une variété
symplectique.

Les cotangents. Si V est une variété, on considere ’espace total de son
fibré cotangent, avec la projection :

T: TV — V.

Sur T*V, il y a une l-forme différentielle canonique A, dite forme de
Liouville, définie par :

)\(.’I}, 90) (X) = @(T(:v,@)ﬂ-(X))

ouzeV,pel;VetX ely, (T*V). On vérifie aisément que w = d\ est
non dégénérée (et encore plus aisément qu’elle est fermée!). Si (q1,...,qn)
sont des coordonnées locales sur V et si (p1,...,p,) sont les coordonnées
« duales », alors (p1,.-.,Pn,q1,---,Gn) €st un systéme de coordonnées lo-
cales dans lequel A = > p;dg; et w = > dp; A dg;. On dit souvent que w

(MVoir les rudiments de cohomologie de de Rham par exemple dans [38] ou dans le
chapitre VIII du tome I de [68].
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est la « forme symplectique canonique » sur le cotangent(?). L’exemple de
R™ x R"™ ci-dessus peut étre considéré comme le cas ou V = R".

Les surfaces. Sur une surface W, toutes les formes différentielles de degré 2
sont fermées. De plus, en dimension 2, dire qu'une 2-forme est non dégénérée
veut simplement dire qu’elle ne s’annule en aucun point. Sur une surface,
la notion de forme symplectique coincide donc avec celle de forme volume :
toutes les surfaces orientables peuvent étre considérées comme des variétés
symplectiques.

FI1GURE 1. Forme symplectique sur la sphére

La sphére. On considére la sphére unité S? de R3, dont I'espace tangent
en un point v est le plan orthogonal au vecteur unitaire v. On pose

W (X, Y)=v- (X AY)

(figure 1). C’est une 2-forme non dégénérée (vérification immédiate) et donc
une forme symplectique.

L’espace projectif complexe. Le plus agréable, pour décrire une forme
symplectique sur ’espace projectif complexe, c¢’est d’utiliser la structure de
quotient de cet espace. Considérons donc

C"' = {p+iq|peR", ¢e R} =R"! xR"",
muni de la forme symplectique usuelle de R"*1 x R™*!. L’espace projectif
complexe est le quotient
C"l {0} Jr~y <= TA#0tel quey = Az
qu’il est souvent commode de considérer comme quotient de la sphére (com-

pacte),
S#tl /iy vy = INe S tel que y = Az

(2)Voila encore un exemple de forme symplectique exacte, sur une variété non compacte
bien sir.
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par exemple pour montrer que c’est un espace (séparé et) compact. On a
ainsi un diagramme

§2n+1 _J ot {0}

JW
P"(C)

La 2-forme j*w est forcément dégénérée. Son noyau en = € S?"+! est la
droite engendrée par le vecteur iz dans Iespace tangent T,S%*"+1 = gt
(vérification directe) de sorte que (j*w), induit une forme bilinéaire non
dégénérée sur 'espace vectoriel quotient T,,S?"*!/iz qui n’est autre que
Porthogonal du vecteur = pour la forme hermitienne. D’autre part, la droite
réelle engendrée par iz est aussi le noyau de

Ty : T,5*" " — Ty () P"(C)
de sorte que la formule

o) (Y, Z) = w, (Y, Z)

(onzx € [z], T,m(Y) =Y, T,n(Z) = Z) définit bien une 2-forme et que I'on
a montré :

Proposition 5.3.1. 1 existe une unique 2-forme o sur P"(C) telle que
™o = jrw.

C’est une forme symplectique. O

Le théoréme de Darboux. De méme qu’il n’y a qu'un seul type d’es-
pace vectoriel symplectique de dimension 2n, il n’y a, localement, qu'une
seule structure de variété symplectique de dimension 2n, comme 'affirme
un célebre théoreme de Darboux.

Théoréme 5.3.2 (de Darboux). Soit x un point d’une variété symplectique
(W,w). 1l existe des coordonnées locales (g1, ..., qn,P1,...,Pn) centrées en x
dans lesquelles

w= dei A dg;.

11 suffit d’intégrer un champ de vecteurs bien choisi (suivant la méthode
« du chemin » de Moser [51])... Pour une démonstration compléte, nous
renvoyons les lecteurs & leurs livres de géométrie symplectique préférés, [44]
ou [5] par exemple.
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5.4. Champs de vecteurs hamiltoniens, systémes hamiltoniens

Si H : W — R est une fonction, la forme symplectique permet de lui
associer un champ de vecteurs, une sorte de gradient, le champ hamilto-
nien X g (parfois appelé le « gradient symplectique » de H). C’est le champ
de vecteurs défini par la relation

we (Y, Xy (z)) = (dH),(Y) pour tout Y € T,W

(ou par tx,w = —dH).
On remarque que le champ Xy s’annule en x si et seulement si x est un
point critique de la fonction H :

Xp(z) =0 <= (dH), = 0.

En particulier, les singularités (ou zéros) d’un champ de vecteurs hamilto-
nien sont les points critiques d’une fonction.
Le systeme hamiltonien est le systéme différentiel associé a ce champ de
vecteurs, c’est-a-dire,
z(t) = Xg(x(t)).
On remarque que la fonction H est constante sur les trajectoires ou
courbes intégrales du champ Xy : comme w, est alternée, on a

(dH)(XH) =0 ou XH-HZO.

Les équations de Hamilton. Dans R2?" avec la forme symplectique
> dp; A dg;, le systéme différentiel, prend, dans ces coordonnées (g;,p;),
la forme

. OH . OH
qi = i y Di= 9q; .
Ce sont les classiques « équations de Hamilton ».

Exemple 5.4.1 (hamiltoniens « classiques »). On se place sur R?" avec sa struc-
ture symplectique standard et on considére la fonction

H(p,) = 5 Il + V(a)

(penser a ’énergie totale, somme de I’énergie cinétique et de ’énergie po-
tentielle). Le systéme hamiltonien associé est

oV
g

de sorte que p apparait en effet comme la vitesse (ou 'impulsion) de la

Gg=p, p=

particule dont ¢ décrit la position.

Proposition 5.4.2. Le flot d’un champ de vecteurs hamiltonien est un difféo-
morphisme qui préserve la forme symplectique.
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Démonstration. On calcule®)

*

G (@7 @) = ()" £
= (v)" (di
= ()" (- =0.
Donc (4*)* w ne dépend pas de t et (¢')*w = (1/)0) w = w pour tout t£. [

Orbites périodiques. Si une trajectoire du flot de Xy est périodique de
période 1, pour chacun de ses points, on a

Yl(z) =z,
ce sont donc des points fixes de 1!. Par exemple, les points critiques de H

sont des trajectoires périodiques. Donc le difféomorphisme symplectique 9!
a au moins autant de points fixes que la fonction H a de points critiques.

Exemple 5.4.3 (cas d’un hamiltonien quadratique). Considérons le cas d’une
forme quadratique H sur R?"?,

H = % Z aijpip;j + Z bijpig; + % Z Cijqiq;-

Alors Xy est un champ de vecteurs linéaire
Z O0H 0 Z OH 0
dq; Opi Op; 0q;
()
q
ou A est la matrice

—b —c 0 —Id\ [atb ath
A= = - _ )
a)=(aa)GO=—(0)
La matrice A est donc, a multiplication par la matrice inversible —J pres,
la hessienne de H en 0, la matrice de la forme quadratique H. Le flot de Xy

V' (p,q) = et (2) :

Notons que 1! = e?. Donc, si ' n’a pas la valeur propre 1, A n’a pas la

est donné par

valeur propre 0 et la forme quadratique H est non dégénérée, ou encore le
point critique de H en 0 est un point critique non dégénéré.

Remarquons que la réciproque est fausse : A pourrait avoir des valeurs
propres 2ikw, k € Z. Voir par exemple I'exercice 18 page 488.

(®)Voir au besoin le §14.4.b.
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Hamiltoniens dépendant du temps. On va considérer ici des hamilto-
niens « dépendant du temps », c’est-a-dire des fonctions

H:W xR —R,
et les champs hamiltoniens, notés X,
Xt = Xp,, silonnote H(z,t) = H(x).
Le systeme différentiel associé n’est plus autonome, c’est le systéme

B(t) = Xe(x(t)).

Comme dans le cas autonome, les solutions du systeme permettent de définir
une famille de difféomorphismes symplectiques ! tels que

d
TV =Xiod! ot Y0 =Td.

De méme que dans la proposition 5.4.2 (et avec la méme démonstration),
1t préserve la forme symplectique.

Solutions périodiques non dégénérées. Une solution périodique de
période 1 du systeéme différentiel correspond a un point fixe du difféomor-
phisme !. Si I'on suppose en plus que le hamiltonien H est périodique de
période 1, alors les points fixes proviennent des solutions périodiques.

Définition 5.4.4. Une solution périodique = est dite non dégénérée si la
différentielle de 1! n’a pas la valeur propre 1, en symboles mathématiques si

dét(Id Ty ¥") # 0.

Dans le cas particulier ot le hamiltonien H dépendant du temps n’en
dépend pas, les points critiques de H sont des solutions périodiques
(constantes) du systéme hamiltonien. L’exemple 5.4.3 rend plausible
I’énoncé :

Proposition 5.4.5. Si un point critique de H est non dégénéré comme solution
périodique du systéme hamiltonien, alors il est non dégénéré comme point
critique de la fonction H.

Démonstration. On peut utiliser le théoréme de Darboux au voisinage du
point critique, la formule de Taylor & ’ordre 2 pour H, et déduire le résultat
du calcul explicite effectué ci-dessus. Voici une autre démonstration. On
commence par remarquer que, si Y et Z sont deux vecteurs tangents a W
en z, on a

(d*H) (Y, Z) = wo ([ X1, Z)e, Y)
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(on a noté Z n’importe quel champ de vecteurs prolongeant le vecteur Z au
voisinage de x). En effet, prolongeons Y en un champ de vecteurs hamilto-
niens X au voisinage de z, on a

w([Xw,2],Y) = w([Xu, Z], Xy)
= df ([Xu, Z])
=[Xu, 2] f
=Xpg-(Z-f)—7Z - (Xu-f)
=Xy-(Z -f)+Z (X;-H).

Calculés au point critique z de H, le premier terme est nul et le deuxieéme
est exactement

(d*H)o (X (2), Z(2)) = (d*H)o (Y, Z).

Supposons maintenant que x soit non dégénéré comme trajectoire de Xpg.
C’est dire que, pour tout Z # 0, on a

T, (Z) — Z # 0.

Comme 9° = Id, il doit exister un ¢ tel que

d
% z¢t(Z) 7& 07

mais cette dérivée est
Ty ([Xu, Z]),
donc, pour tout Z # 0, il existe un ¢ pour lequel T,%!([Xy, Z]) # 0. On

en déduit que, pour tout Y # 0, [Xp, Z] # 0. Gréace a la relation ci-dessus,
ceci implique la non-dégénérescence de x comme point critique de H. [

Remarque 5.4.6. Dans des coordonnées locales, la matrice de Tyt est
la matrice jacobienne Jac, 1!, c’est-a-dire exp(Jy Hess,(H)) (voir au be-
soin l’exercice 8 page 485), ou Hess désigne la matrice hessienne. La non-
dégénérescence de x comme orbite périodique est donc équivalente a I’inver-
sibilité de exp(Jy Hess,(H)) — Id, c’est-a-dire au fait que la hessienne de H
n’a pas de valeur propre dans 27Z.

Remarque 5.4.7. Si le hamiltonien H est « assez » C2-petit, précisément
si la norme de sa hessienne est strictement inférieure a 27, la remarque
précédente montre que la réciproque a la proposition 5.4.5 est vraie : les
deux notions de non-dégénérescence coincident.

Remarque 5.4.8. Les solutions périodiques (de période 1) constantes non dé-
générées sont donc isolées, il n’y a pas de solution périodique infinitésimale-
ment proche. Ceci est vrai plus généralement des solutions non dégénérées.
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Voici une autre fagon de comprendre ce fait. Soit
St —w
t— x(t)

une trajectoire périodique du champ de vecteurs X; sur W. L’équation dif-
férentielle linéarisée® le long de la solution z a, comme tous les systémes
différentiels linéaires d’ordre 2n, un espace vectoriel de solutions de dimen-
sion 2n. Si Y1,...,Ya, est une base de T,q)W, il existe une unique base
Yi(t),...,Yon(t) de Ty W telle que

Y;(t) est une solution
Yi(0) = Vi

Alors Yi(1),...,Y2,(1) est aussi une base de T, ()W, puisque = est pé-
riodique de période 1. Elle se déduit de Yi,..., Y5, par un isomorphisme
linéaire qui n’est autre que Tm(o)wl (voir le §14.4.c). Dans la théorie des
équations différentielles linéaires, cet isomorphisme est la monodromie de
I’équation le long de la trajectoire x; quand cette équation est, comme
la noétre, a coefficients périodiques, les valeurs propres de la monodromie
sont des multiplicateurs de Floquet; le fait que la monodromie n’ait pas
la valeur propre 1 (c’est notre hypotheése de non-dégénérescence) est équi-
valent au fait que I’équation linéarisée n’ait pas de solution périodique. Cette
non-dégénérescence est aussi une forme de transversalité, voir I'exercice 6
page 484.

5.5. Structures complexes

Nous montrons ici que toutes les variétés symplectiques possedent des
structures (presque) complexes compatibles avec leurs structures symplec-
tiques en un sens que nous comimencons par préciser.

Sur un espace vectoriel. Si E est un espace vectoriel muni d’une forme
symplectique w, on dit qu'un endomorphisme J de E est une structure
complexe calibrée par w si J? = —1d (J est une structure complexe),

w(Jv, Jw) = w(v,w)

(J est symplectique) et
g(v,w) = w(v, Jw)

est un produit scalaire (défini positif) sur E.

) Voir si nécessaire le § 14.4.c.
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Il est facile de montrer que tout espace vectoriel symplectique possede
des structures complexes calibrées. Celles-ci sont des isométries et sont anti-
symétriques pour le produit scalaire qu’elles définissent. On peut simplement
utiliser une base symplectique de I'espace vectoriel, disons (e, ..., ea,) avec

w(ei, €jtn) =0ij, ,J <n.
Alors la formule
Jo(wier + -+ + Tpeptyrenir + o0+ Yynean)
= (—y1e1 — - — Ynen + T1€pq1 + -+ Tpeap)
définit une structure complexe.

Dans le cas ou l'espace vectoriel est R?™ et ol 'on a utilisé la base
canonique, et si 'on veut bien se souvenir que R?" = C", ce Jy est la
multiplication par <.

Inversement, ’espace vectoriel complexe C”, s’il est muni d’une structure
hermitienne, porte une forme symplectique. On décompose le produit sca-
laire hermitien en parties réelle (le produit scalaire euclidien de C™ = R?")
et imaginaire (la forme symplectique) :

(u,0) = (S wier, Y vyes )
= um;lei e5)
=D u;
= (a; +ib;) (x; — iy;)
= (az; +bjy;) —i > (ay; — bjz;)

= (u,v) — iw(u,v).

On a

(u,v) = i{u, )

(
1((u,iv) — iw(u, iv))

w(u,iv) + i(u, iv),

donc w(u,iv) est aussi le produit scalaire euclidien de w et v. En plus,
w(iu,iv) = w(u,v) : la multiplication par ¢ est une « isométrie » de w. Cest
ce que la définition sur une variété va imiter.

Remarque 5.5.1. Le groupe linéaire GL(2n; R) opére sur l'espace des struc-
tures complexes sur R2" par ¢-J = gJg~ 1. A I'aide d’une base J-complexe,
on voit que cette action est transitive et que le stabilisateur d’une struc-
ture complexe Jy est le groupe des automorphismes complezes (pour Jy).
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En d’autres termes, ’ensemble des structures presque complexes linéaires
sur espace R?" s’identifie & I’espace homogeéne

Jn = GL(2n;R)/ GL(n; C).

Structures presque complexes calibrées sur une variété sym-
plectique. Une structure presque complexe J sur une variété est un
endomorphisme du fibré tangent qui vérifie J? = — Id.

Exemples 5.5.2.

(1) Si W est une variété complexe (c’est-a-dire une variété localement
modelée sur C™ avec changements de cartes analytiques), son espace tan-
gent T, W en tout point est un espace vectoriel complexe, la multiplication
par i est une structure presque complexe. C’est cette situation qu’imite la
définition d’une structure presque complexe : J joue le role de la multipli-
cation par 1.

(2) Soit par exemple W une surface orientée, munie d’une métrique rie-
mannienne, de sorte que nous avons une notion de rotation de +m/2 dans
chaque plan tangent. Cette famille de rotations définit une structure presque
complexe sur W. Ainsi, toutes les surfaces orientables ont des structures
presque complexes(®).

(3) I n’est pas vrai que toutes les variétés, méme pas que toutes les
variétés de dimension paire, possedent des structures presque complexes.
Par exemple la sphére S* ne posséde aucune structure presque complexe (et
donc aucune structure symplectique!).

(4) La sphere S¢, et de méme toutes les hypersurfaces orientables de R7,
possede une structure presque complexe. Voir ’exercice 13 page 486.

Une variété presque complexe (W, J) est dite calibrée par la forme sym-
plectique w si J qui est une isométrie de w et si la forme bilinéaire symé-
trique w(X, JY') est définie positive en chaque point, autrement dit, si J,
est calibrée par w, pour tout x.

(1) La structure presque complexe construite sur un espace vectoriel sym-
plectique a I'aide d’une base symplectique comme plus haut est calibrée par
la forme symplectique.

(2) Sur une variété complexe kihlérienne, la forme de Kéahler calibre la
structure complexe.

(5)On peut démontrer, & la suite de GauB, que les structures presque complexes sur les
surfaces sont en fait des structures complexes. Une référence accessible est [37, Th. 3.1.11],
qui démontre I’énoncé (équivalent) sous la forme « toute surface orientée munie d’une
métrique riemannienne est une surface de Riemann ».
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Afin de démontrer 'existence de structures presque complexes qui ca-
librent toutes les variétés symplectiques, revenons au cas des espaces vec-
toriels pour redémontrer, mais cette fois sans utiliser de base, qu’il existe
des structures complexes calibrées sur tous les espaces vectoriels symplec-
tiques. Soit (F,w) un tel espace. Commengons par choisir un produit scalaire
(X,Y). Comme (,) et w sont non dégénérées, la relation (X, AY) = w(X,Y)
définit un isomorphisme A : F — E. On écrit alors la décomposition polaire
de A, c’est-a-dire A = BJ, ou B est un endomorphisme symétrique défini
positif, A et B commutent et J est une isométrie.

Lemme 5.5.3. L’endomorphisme A est anti-symétrique, J est une isométrie
de w et satisfait J> = —1 et JB = BJ.

Démonstration. On a
(X,AY) = w(X,Y) = —w(Y,X) = —(AX,Y)
donc A est antisymétrique. On a aussi J = B~ ' A, donc
‘J="A'B™'=-AB'=-B'A=-1.

Comme J est une isométrie, tJ.J = 1, de sorte que J est bien une structure
complexe. De plus,

BJ=A=-'A=_{BJ)=-"J'B=—-'JB=JB

donc B et J commutent, et donc A et J commutent eux aussi, ce qui donne
le résultat :

w(JX,JY)=(JX,AJY) = (JX,JAY) = (X, AY) = w(X,Y). O
Le produit scalaire défini par B est
(X,Y) = (BX,Y) =w(X,JY).

On a donc bien montré 'existence, sur tout espace vectoriel symplectique,
de structures complexes calibrées. Remarquons que la forme ((, )) —iw(, ) est
hermitienne. Comme la démonstration n’utilise que la forme symplectique
et le produit scalaire, elle se généralise au cas d’une variété symplectique
munie d’'une métrique riemannienne.

On peut aussi remarquer que cette méme construction de J, faite fibre a
fibre, donne une structure de fibré vectoriel complexe sur tout fibré vectoriel
symplectique. Le fibré tangent d’une variété symplectique, notamment.

Treés important, parce que c’est ce qui va permettre d’utiliser ces struc-
tures complexes sans trop se préoccuper de la facon dont elles ont été
construites, le résultat contenu dans le corollaire 5.5.5 ci-dessous. Notons
dc(w) Pespace des structures complexes calibrées par w.
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Proposition 5.5.4. Soit j une structure compleze sur R?" calibrée par la
forme w. L’application

J— (J+4)" o (] —j)

est un difféomorphisme de J.(w) sur la boule unité ouverte de l’espace vec-
toriel des matrices symétriques S telles que 35 + Sj = 0.

Corollaire 5.5.5. L’espace J.(w) est contractile. O

On trouvera une démonstration de ces résultats classiques par exemple
dans [3, 15, 44, 5].

Maintenant W est une variété de dimension 2n munie d’une forme sym-
plectique w. Le choix d’une métrique riemannienne sur W (construite a
laide d’une partition de I'unité) permet de construire une structure presque
complexe calibrée, comme il a été remarqué plus haut.

A son fibré tangent, on associe le fibré

de(w) — W,

dont la fibre en z est J.(w;), des structures presque complexes calibrées
sur W. Une structure complexe calibrée est une section du fibré J.(w) — W.
Comme les fibres de ce fibré sont contractiles, on a :

Proposition 5.5.6. L’espace des structures presque complezes calibrées par w
sur W est non vide et contractile. O

Remarquons aussi :

Proposition 5.5.7. L’espace tangent en J d J.(w) est

Tide(w)={S € End(TW) | JS+ SJ =0 et w(S¢,n) +w(&, Sn) = 0}.

Démonstration. La premiere égalité est la version infinitésimale du fait que

J? = —1d, la deuxiéme dit que S est symétrique (pour la métrique g définie
par J) :
9(S¢&,m) = w(SE, Jn)
= —W(f, SJ’O)
=w(¢, JSn)

g(&,5m),
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et de méme que JS est symétrique :

w(S¢,n) +w(&, Sn) = g(SE —JIn) + g(&, —JSn)

—g(S¢€, Jn) —g(&, JSn)

—g(JSE, —n) —g(&, JSn)

9(JSEm) — g(&, JSn). O

Exemples 5.5.8.

(1) Le cas de R?" a déja été évoqué assez longuement.

(2) Le tore T?" = R?"/Z?" hérite de toutes les structures (symplec-
tique, presque complexe) dont est muni R?" puisqu’elles sont invariantes
par translation.

(3) L’espace projectif complexe P"(C) est muni de la structure symplec-
tique déduite de celle de C"*! et que nous avons décrite plus haut (voir

la proposition 5.3.1). Il hérite d’une structure presque complexe déduite de
celle de C™*! définie, pour ¢ € Tj,)P"(C), par

JE = T,m(i¢'), si € est I'image de & € C"™! avec (¢/,z) = 0.

11 est clair que le résultat ne dépend pas du choix de z € [z] : si

£ =Tym(€), avec & =¢ + iz,
on a
€ =Tuom(uf) et uf=uf + Aiu-z).
On a bien sir aussi J(JE) = Tyn(—=¢') = €.

Gradient et champ hamiltonien. Si W est munie d’une forme sym-
plectique w, d’une structure presque complexe calibrée J et de la métrique
riemannienne ¢(X,Y) = w(X,JY), a toute fonction H : W — R, on sait
associer deux champs de vecteurs, le champ hamiltonien Xz et le gradient
grad H. On a

wV, Xg)=dH(Y)=yg(Y,grad H) = w(Y, J grad H)

de sorte que
Xy=JgradH et gradH =—-JXpg.

5.6. Le groupe symplectique

On se place ici dans R?™ muni de la forme symplectique usuelle w et d'une
structure complexe (linéaire) qui 'identifie & C™ et que nous notons Jy.
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Le groupe symplectique, noté Sp(2n) est le groupe des isométries, ou
transformations symplectiques de w. Une transformation g de C™ est dite
symplectique si elle vérifie

w(gZ,92"Yy =w(Z,7") pour tous Z,7' € C™.

Exemple 5.6.1 (le groupe Sp(2)). Le groupe symplectique de C est isomorphe
a SL(2; R).

5.6.a. Relations entre sous-groupes de GL(2n;R). Considérons les
groupes O(2n), GL(n;C), U(n) et Sp(2n) comme des sous-groupes de
GL(2n; R).

Proposition 5.6.2. On a les égalités
Sp(2n) N O(2n) = Sp(2n) N GL(n; C) = O(2n) N GL(n; C) = U(n).

Démonstration. Repérons les différents éléments de GL(2n;R) :

(1) g € GL(n;C) si et seulement si g est C-linéaire, c’est-a-dire si et

seulement si
g(iZ) =1ig(Z) pour tout Z
(pour une matrice A, c’est dire que AJy = JoA).

(2) g € Sp(2n) si et seulement si g préserve w, c’est-a-dire si et seulement
siw(gZ,97") =w(Z,Z") pour tous Z et Z'. Pour une matrice A, c’est dire
que

PAJyA = Jo.

(3) g € O(2n) si et seulement si (97, gZ’) = (Z,Z"), pour une matrice A,
c’est dire que ‘AA = 1d.

On vérifie que deux de ces conditions impliquent toujours la troisieme :

— (2) et (3) impliquent que

(92,92") =(2,Z")
donc que g € U(n) C GL(n; C).
- (3) et (1) impliquent que
w(9Z,92") = w(9Z,—ig(iZ')) = (9Z,9(i2")) = (2,iZ") = w(Z, Z")
donc que g € Sp(2n).

— de méme (1) et (2) impliquent (3).

En termes matriciels, 'intersection Sp(2n) N O(2n) est formée des matrices

<g _UV) € GL(2n; R)
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telles que

tUv =tvu
U +tvv =1d.

C’est exactement la condition pour que U +iV soit une matrice unitaire. [l
5.6.b. Les valeurs propres des éléments de Sp(2n). Soit A € Sp(2n).
C’est dire que 'AJyA = Jy, ou encore que

A= Jo AT IS = — AT,

En particulier ‘A et A~! sont semblables (puisque ‘A et A le sont) et donc A
et A~! sont semblables.

Proposition 5.6.3. Si A € Sp(2n), A, A~ et 'A sont semblables. O
Notons que A est une valeur propre de A si et seulement si A™! 'est aussi.

La figure 2 représente les positions des valeurs propres d’une matrice sym-
plectique dans C. On a méme que les multiplicités de A et A~! coincident,

\.
> =

>l =

FIGURE 2

comme conséquence de 1’énoncé suivant.

Proposition 5.6.4. Le polynome caractéristique de A € Sp(2n) est symétrique
(au sens ou ses coefficients sont symétriques), c’est-a-dire qu’on a

1
pour A € Sp(2n), dét(A — \Id) = \*" dét(A -3 Id).
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Démonstration. On a en effet A = —JytA=1J, et

= dét(—"A"! + \1d) puisque JZ = —1Id
PAT1) dét(Id —\PA)
MA —1d) puisque dét A = 1 (corollaire 5.6.10)

= A*"dét(A — %Id) O

- =1
Remarque 5.6.5. Les multiplicités de A\, A\™', A et A comme valeurs propres
de A sont les mémes.

5.6.c. Les espaces propres des éléments de Sp(2n). Pour étudier les
sous-espaces propres de A € Sp(2n;R), on doit complexifier I’espace R?"
(en C?"!), on considére donc A € GL(2n;C) et on « prolonge » la forme
symplectique w en une forme C-bilinéaire

w:C?" x C? — C.

Proposition 5.6.6. Soient A\ et pu deux valeurs propres de A avec A\ # 1,
et soient v et s deux entiers (non nuls). Si X € Ker(4A — AId)" et
Y € Ker(A — p1d)®, alors w(X,Y) = 0.

Démonstration. Appelons P, ¢ la propriété. On démontre d’abord P; s par
récurrence sur § :

— On a Py ; puisque
w(X,Y) =w(AX, AY) = Muw(X,Y).

— Ensuite, si on suppose P; ; vraie, soit X un vecteur propre de A et soit
Y € Ker(A — p1d)**, on a
w(X,Y) =w(AX, AY)
= (X, (A—pld)Y) + Muw(X,Y)
= Muw(X,Y)
puisque (A — pId)Y € Ker(A — pId)*.

On a de méme la propriété P, ;. Pour montrer P, s, par récurrence, on vérifie
que

Pr,s+1 et Pr+1,s - P’r‘+1,s+1~
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Soient donc X € Ker(4 — AI1d)"1, Y € Ker(A — p1d)*™t. On a
w(X,Y) =w(AX, AY)
=w((A—-AId)X, AY) + \w(X, AY)
= (X, AY)
puisque P, ;11 est supposée vraie. Ensuite,
Mw(X,AY) = dAw(X, (A — pId)Y) + Muw(X,Y)
= \uw(X,Y)
en appliquant P4 s. Finalement
w(X,Y) = Muw(X,Y)
donc w(X,Y) =0 et Py 511 est vérifiée. O
On appelle espace caractéristique et on note Ey le sous-espace de C2"

défini par
E\ =JKer(A - XId)".

Il est classique que FE) est un espace vectoriel complexe de dimension la
multiplicité m () de la valeur propre A et que C2" est la somme directe des
sous-espaces E). Voici une conséquence immédiate de la proposition :

Corollaire 5.6.7.

(1) Sidp#1, w(Ey, E,) =0.

(2) En restriction a E1 et E_1, w est non dégénérée. En particulier, les
restrictions de w ¢ E+1 NR2" sont des formes symplectiques et les multi-
plicités m(1), m(—1) sont paires.

(3) Pour tout A € Spec(A) — {—1,+1}, la restriction de w a Ex © Ey /)y
est non dégénérée. [

Remarque 5.6.8. 1 application X +— X est un isomorphisme (d’espaces vec-
toriels réels) de Ey sur Fx.

5.6.d. La décomposition polaire. On a vu que le groupe U(n) est un
sous-groupe de Sp(2n). Il est classique que c’en est la composante compacte.
La décomposition polaire de GL(n; R) donne en effet un homéomorphisme

Sp(2n) — U(n) x C,
A—US
ou (), désigne 'ouvert des matrices qui sont a la fois symplectiques et

symétriques définies positives. Rappelons que S = vAA et U = AS™1.

Proposition 5.6.9. Le groupe Sp(2n) se rétracte sur U(n). En particulier, il
est connexe par arcs et son groupe fondamental est isomorphe d Z.
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Démonstration. Montrons que l'ouvert C,, est contractile. Soit A € Cp,
alors, A, comme toutes les matrices symétriques, a ses valeurs propres réelles
(positives ici) et posseéde une base de vecteurs propres. Considérons une va-
leur propre A, I'inverse A~! et la somme des sous-espaces propres associés,
E)\ @ E,-: (il n’y a pas de différence entre sous-espaces propres et caracté-
ristiques pour ces matrices diagonalisables).

Nous avons vu que, si Ay # 1, les vecteurs propres associés a ces deux
valeurs propres sont orthogonaux pour w. Supposons que A soit une valeur
propre différente de 1. On a dit que la restriction de w a E) @ Ey-1 est non
dégénérée. Les vecteurs de E) sont tous orthogonaux entre eux (puisque
A2 # 1), donc un vecteur de E ne peut pas étre orthogonal & tous les
vecteurs de Ey-1. Dans E) ® Ey-1, on peut donc trouver une base sym-
plectique dont les premiers vecteurs sont des vecteurs propres pour A et les
suivants des vecteurs propres pour E,-1. En considérant tous les couples de
valeurs propres, on obtient une base symplectique de R?™ dans laquelle la
matrice A est diagonale, par blocs de la forme

YDV S D S B

En écrivant A = log ¢, on obtient une matrice diagonale (dans la méme base
symplectique) dont l'exponentielle est A. On voit ainsi que A est 1’expo-
nentielle d’une matrice symétrique diagonalisable. Et, de méme, qu’il y a
une application continue A — log A, de sorte que 1’on peut rétracter C,, sur
I'identité par la rétraction

(A,t) — exp(tlog A). O
Corollaire 5.6.10. Le déterminant d’une matrice symplectique vaut 1.

En effet il vaut clairement £1 et le groupe est connexe par arcs. O

Voir aussi les exercices 16 et 35. L’isomorphisme du groupe fondamental
de Sp(2n) avec Z se réalise par la composition de la projection sur U(n)
donnée par la proposition précédente et du déterminant (complexe), une
application

Sp(2n) — St.



CHAPITRE 6

LA CONJECTURE D’ARNOLD
ET L’EQUATION DE FLOER

Dans ce chapitre, nous arrivons au cceur de notre sujet, la conjecture
d’Arnold. Nous énongons cette conjecture, qui est une minoration du nombre
de points fixes de certains difféomorphismes hamiltoniens. Nous identifions
ensuite ces points fixes a des orbites périodiques de systemes hamiltoniens
et aux points critiques de la « fonctionnelle d’action ». Nous décrivons cette
fonctionnelle, une fonction sur I'espace des lacets contractiles de la variété
symplectique de départ, ainsi que 1’équation différentielle définissant le flot
du gradient de cette fonctionnelle, I’équation de Floer, une équation aux
dérivées partielles puisqu’y interviennent la variable du lacet et celle du
flot du gradient. Nous commencons a étudier ’espace des solutions de cette
équation, en montrant une propriété de compacité.

6.1. La conjecture d’Arnold

Le cadre général de la conjecture d’Arnold (énoncée par Arnold
dans [2, 1]) est celui d’un difféomorphisme symplectique d’une variété
symplectique, le probleme est d’estimer le nombre de ses points fixes. Bien
entendu, il est trés facile de construire des variétés symplectiques et des
difféomorphismes symplectiques sur celles-ci qui n’ont aucun point fixe.
Une rotation sur un tore par exemple (il faut faire ’exercice 22 page 489).

A T'opposé, nous avons vu (au §5.4) que le « temps 1 » du flot d'un
champ de vecteurs hamiltonien a, lui, au moins autant de points fixes que
la fonction qui lui a donné naissance a de points critiques. En appliquant la
proposition 4.4.3, nous en déduisons :
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Proposition 6.1.1. Le nombre de solutions périodiques de période 1 d’un sys-
teme hamiltonien autonome non dégénéré sur une variété symplectique com-
pacte W est supérieur ou égal a la somme

> dim HM;(W;Z/2). O

La conjecture d’Arnold que nous allons étudier ici est exactement le méme
énoncé, a cela pres que le hamiltonien n’est plus supposé autonome, il dé-
pend du temps.

Conjecture 6.1.2 (d’Arnold). Soit W une variété symplectique compacte et
soit
H:WxR—R

un hamiltonien dépendant du temps. Supposons que les solutions de pé-
riode 1 du systéeme hamiltonien associé soient non dégénérées. Alors leur
nombre est supérieur ou égal a la somme
> dim HM;(W; Z/2).
i

Rappelons qu’une solution de période 1 est dite non dégénérée si la diffé-
rentielle du flot au temps 1 n’a pas de vecteur fixe (voir la définition 5.4.4).

Remarque 6.1.3. Dans cet énoncé, H peut aussi bien étre supposé périodique,
au sens ou H(x,t+ 1) = H(x,t). En effet,

d, da o o

%(@ (t)) = EXHu(t)((p (t) ('T’)) = Xa'(t)Ha(t)((p (t)(x))7
donc t — ¢*®) est le flot du champ de vecteurs hamiltonien associé & la
fonction K; = a'(t)Hy ). Si a est une fonction de [0, 1] dans [0, 1] nulle
(et plate) pres de 0, égale & 1 (et plate) prés de 1, cette égalité donne a
la fois le fait que ™) = ! et le fait que K, peut étre prolongée en une
fonction périodique du temps t. O

Remarques 6.1.4. 11 y aurait mille autres remarques a faire. La « bonne »
conjecture est que le nombre de points fixes d’'un difféomorphisme qui est
un « temps 1 » comme ci-dessus est supérieur ou égal au nombre minimal de
points critiques d’une fonction sur la variété. Et que, si ces points fixes sont
non dégénérés, alors leur nombre est supérieur ou égal au nombre minimal
de points critiques d’une fonction de Morse sur cette variété).

M On a vu dans la remarque 4.4.5 que le nombre minimal de points critiques d’une
fonction peut étre inférieur au nombre minimal de points critiques d’une fonction de
Morse.
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Il y a mille variantes. Comme celle qui remplace points fixes de difféo-
morphismes symplectiques par points d’intersection de sous-variétés lagran-
giennes...

La coutume est de dresser une liste chronologique des résultats obtenus.
La conjecture est désormais démontrée en toute généralité (sous sa forme ho-
mologique), de nombreux mathématiciens ont contribué a cette démonstra-
tion. Par ordre chronologique et dans la crainte d’oublier des contributions,
tentons une liste, Eliashberg pour la dimension 2, Conley et Zehnder pour
les tores. C’est ensuite la révolution de Floer, pour les variétés asphériques
(ma = 0) puis pour les variétés monotones (ce qui inclut les espaces projec-
tifs complexes), dont les méthodes ont été ensuite étendues et exploitées par
Hofer, Salamon et, indépendamment par Ono pour le cas faiblement mono-
tone, puis par Fukaya et Ono, par Liu et Tian et par Hofer et Salamon pour
le cas général. Renvoyons au survol [61] de Salamon pour des références
précises a ces travaux.

Démonstration pour un hamiltonien indépendant du temps et
« petit ». Ce résultat n’est pas qu'un exemple ot la conjecture se démontre
facilement. Il jouera un roéle essentiel dans le calcul de I’homologie de Floer
au chapitre 10.

Proposition 6.1.5. Soit H une fonction sur R?", de sorte que Xy est un
champ de vecteurs sur R*". Si ||[dXp| . < 2m, les seules solutions de
période 1 du systéme hamiltonien associé a H sont les solutions constantes
(points critiques de H ).

Remarquons ici que, lorsque le hamiltonien H est « C2-petit », démontrer
I'inégalité contenue dans la conjecture d’Arnold revient & démontrer les
inégalités de Morse (voir la remarque 5.4.7).

Démonstration. Nous reprenons ici la démonstration donnée dans [42].
Considérons une solution x de période 1 et développons-la en série de
Fourier (c’est un vecteur de C™) ainsi que ses dérivées & et &,

z(t) = Z cn(x)e?m™ = Z 2nime, (x)e* ™M™ ete.
n

n

Ensuite, la formule de Parseval donne
I#l172 = Y dm*n® len(@)]” = 4n® D fen(@)|* = 47° 1] 72
n#0

puisque c¢o(2) = 0. Ainsi, on a

. L.
2/l < 5 Nl e -
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L’hypothese ”dXH”Lz < 27 donne avec & = (dXp), - T,
&2 < 2m||d]| 2 sid#0,

donc # = 0 et z est constante. O

En réalité, cette proposition vaut plus généralement pour un champ de
vecteurs, pas nécessairement hamiltonien, mais de constante de Lipschitz
strictement inférieure a 27w. De méme, la proposition qui suit reste vraie
pour un champ de vecteurs Cl-petit.

Proposition 6.1.6. Soit W une variété symplectique compacte et soit H :
W — R une fonction. Si H est assez petit au sens C2, alors les seules
solutions de période 1 du systéme hamiltonien associé a H sont les solutions
constantes.

Démonstration. Remarquons d’abord que, pour un champ hamiltonien Xy
sur un disque D?** C R?",

Vo e D™, Vte (0,1, |¢'(x)—=| < sup [Xuy)l
yeDQn

en vertu de l'inégalité des accroissements finis.

Il s’en suit que, si H : W — R est suffisamment petit au sens €2, il existe
un recouvrement fini de la variété compacte W par des cartes de Darboux
relativement compactes telles que

— chaque trajectoire de période 1 est contenue dans une carte;
— sur chaque carte (et pour la métrique de R?"), ||[dX x| < 27.

Appliquons alors la proposition précédente dans chaque carte. O

6.2. Stratégie de la démonstration, homologie de Floer

L’outil principal que nous allons utiliser pour démontrer la conjecture
d’Arnold (avec une hypothese restrictive) est I'homologie de Floer : I'idée
de Floer [24, 23, 25, 26] est de « compter » les solutions périodiques de H,
ou les points fixes de son flot au temps 1, de minorer leur nombre, de fagon
analogue a celle qui nous a permis de minorer le nombre de points critiques
d’une fonction de Morse sur une variété (dans la proposition 4.4.3).

(1) Nous allons donc d’abord définir une « fonction », la fonctionnelle
d’action (au §6.3) sur un espace convenable (qui pourra étre considéré
comme une variété de dimension infinie, voir le §6.3.a). Les points critiques
de cette fonctionnelle seront exactement les solutions périodiques recher-
chées.
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(2) Avec ces points critiques, nous allons fabriquer un complexe, en consi-
dérant d’abord simplement les espaces vectoriels sur Z/2 qu’ils engendrent.
Pour définir une graduation sur ces espaces, il nous faudra un analogue de
I'indice d'un point critique, que nous définirons au chapitre 7 et qui sera
lindice au sens de Morse (& un décalage pres) lorsque le hamiltonien ne
dépendra pas du temps (corollaire 7.2.2).

(3) Pour définir la différentielle du complexe, nous utiliserons un champ
de vecteurs, le gradient (ou son opposé) de la fonctionnelle, que nous décri-
rons, avec la métrique qui le définit, au §6.4.

(4) L’idée ensuite est de « compter » ses trajectoires. Nous mettrons en
évidence au §6.5.a une propriété, I'énergie finie, qui est automatique pour
un pseudo-gradient sur une variété compacte, et qui sera utile ici.

(5) Nous montrerons que les trajectoires d’énergie finie joignent bien
deux points critiques, c’est-a-dire le théoreme 6.5.6, au §6.5.b.

(6) Comme dans le cas de Morse (§3.2.b), nous aurons besoin d’une
propriété de compacité de ’espace des trajectoires d’énergie finie, le théo-
reme 6.5.4.

(7) Et bien siir, nous aurons besoin que ces espaces de trajectoires soient
des variétés, une propriété de généricité, telle que la propriété de Smale
pour un champ assez proche (le théoréme 2.2.5), ce que nous réaliserons au
chapitre 8.

(8) La différentielle du supposé complexe ainsi définie, il nous faudra
encore vérifier que 0 o & = 0. Pour le cas de Morse, nous avons utilisé
une propriété de recollement (au §3.2.c). Nous démontrerons une propriété
analogue au chapitre 9.

(9) Nous montrerons, par les mémes méthodes qu’au §3.4, que ’homo-
logie du complexe enfin défini ne dépend ni de la fonctionnelle ni du champ
de vecteurs choisis.

(10) Et enfin, en considérant le cas d'un hamiltonien autonome €2-petit,
cette indépendance nous donnera le fait que I’homologie ainsi construite,
I’homologie de Floer, coincide avec ’homologie de Morse de la variété. L’évi-
dente inégalité de dimensions entre la dimension des espaces vectoriels in-
tervenant dans le complexe donnera donc le résultat escompté, de facon
complétement analogue aux inégalités de Morse (la proposition 4.4.3).

Les hypothéses. Nous ferons, sur la variété symplectique W, les deux
hypotheses suivantes :

Hypotheése 6.2.1. Pour toute application C°, w : S% — W,

/ w*w = 0.
SQ
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Cette hypothese est parfois appelée, dans la littérature, « asphéricité sym-
plectique » (la forme symplectique est nulle sur les sphéres). Elle peut s’ex-
primer sous la forme

(w, m(W)) = 0.

Hypothése 6.2.2. Pour toute application C®, w : S? — W, il eriste une
trivialisation symplectique du fibré w*TW .

Cette hypothese peut aussi s’exprimer sous la forme
(c1(TW), m(W)) =0,

ou ¢1 (TW) désigne la premiére classe de Chern du fibré vectoriel complexe
TW (voir le §15.2).

Ces deux hypotheses sont vérifiées, par exemple, quand toutes les ap-
plications de S? dans W se prolongent & la boule B3, c’est-a-dire quand
7T2(W) =0.

6.3. La fonctionnelle d’action

6.3.a. Espace de lacets. Nous recherchons des trajectoires périodiques
d’un certain champ de vecteurs, en particulier des applications C>

x:R/Z— W.

Nous allons donc devoir considérer ’espace de ces applications (a la place
de la variété V).

La composante conneze des points fizes. Bien entendu, 'espace de tous les
lacets n’est en général pas connexe : il est bien clair que deux lacets qui ne
sont pas homotopes ne sont pas dans la méme composante connexe. Nous
allons donc nous restreindre & une composante connexe, et il est naturel
de considérer celle qui contient les lacets constants, puisque ceux-ci cor-
respondent aux points critiques dans le cas autonome. Appelons donc LW
Pespace des lacets contractiles sur la variété W, c’est-a-dire des applications
de classe C*
z:St — W

(des lacets libres(®)) homotopes & I’application constante.

Cet espace est muni de la topologie €*° et d’une distance do, qui définit
cette topologie (voir au besoin le §14.3.b). Il est bien connexe par arcs (on
relie chaque lacet au lacet constant par un chemin qui est une homotopie
entre les deux).

(2)Cest dire que le point base des lacets n’est pas imposé. De méme, les homotopies entre
ces lacets sont libres.
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Groupe fondamental. Fixons un point base dans I'espace de lacets, le lacet
constant égal a un point xg choisi dans W, lacet que nous notons encore .
Un lacet de base zg dans LW est une application

7:[0,1]X51—>W
(5,8) — (s,t)

Ce qui peut étre considéré comme une application 7 : S — W (figure 1).

YR

FIGURE 1

Structure de variété, espace tangent. Il est naturel de traiter LW comme
une variété. Dans un premier temps, nous n’aurons guere besoin d’expliciter
cette structure de variété : elle est utilisée ici de facon assez formelle, les
équations et le travail se passent dans W. Pour préparer les considérations
du chapitre 8, nous la décrivons a la fin de ce chapitre (au §6.8). Pour le
moment, la seule chose & comprendre est ce qu’est un vecteur tangent en
un point z € LW. Si un vecteur tangent en x est considéré comme une
classe d’équivalence de courbes passant par z, il faut considérer une courbe
s — u(s) € LW avec u(0) = z, soit ici
RxS'— W
(s,t) —> u(s,t) avec u(0,t) = x(t).

Nous avons alors

0

%U(&tﬂs:o € ToiyW,

de sorte qu’il est naturel de considérer un vecteur tangent a LW en x
comme un champ de vecteurs tangent a W défini le long de z, c’est-a-dire
une section Y de z*TW,

Y(t) € Tp(yW pour tout t € St
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On peut aussi penser & Y comme & une application
Y(t) e Tz(t)W
Y(it+1)=Y()

Y:R—TW telleque{ Vte R

(voir aussi 'exercice 24 page 490).
Une 1-forme «, par exemple la différentielle d’une fonction, définit une
forme linéaire sur ’ensemble de ces vecteurs tangents en x.

6.3.b. La fonctionnelle d’action. Maintenant, W est une variété munie
d’une forme symplectique w et H est un hamiltonien dépendant du temps,

W xR —R
(z,t) — Hy(x)
dont nous supposons, comme la remarque 6.1.3 nous le permet, qu’il est
périodique en t, c’est-a-dire tel que
Hiq(z) = He(x) VteR.

Considérons 'expression

Ap(z) = — | ww+ 1Ht(:v(t))dt
Jes ]

ot u est un prolongement de x : ST — W au disque ¢’est-a-dire une appli-
cation D = {z € C | |z| <1} — W telle que u(e*"?) = x(t).

> oD

FIGURE 2

La deuxiéme intégrale est bien définie mais la premiere dépend a priori
du choix de u. Si v est un autre prolongement, alors

/u*w—/v*w:/ wrw
D D 52

ou w est définie en recollant les deux disques le long de leur bord commun
(figure 2). L’hypothese 6.2.1 signifie que la classe de cohomologie de de Rham
de la forme symplectique w s’annule sur le mo, ce qui s’écrit aussi, nous
I'avons dit,

(w, m(W)) = 0.
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Elle est vérifiée, en particulier, si mo(W) = 0, c’est-a-dire si LW est simple-
ment connexe (voir aussi le §6.7, appendice & ce chapitre). En conclusion,
sous ’hypotheése 6.2.1, la fonctionnelle Ay est bien définie.

Exemple 6.3.1. Considérons par exemple le cas ot W = R?", avec la forme

symplectique
w=> dp; Ndg; =d)_ pidg;.

Alors, sur n’importe quel disque dont le bord est notre lacet x,

[ o= [, =0
D? St

1
Ap(z) = /0 (H, dt — pda)

... intégrale d’action des physiciens®).

de sorte que

Remarque 6.3.2. 11 y a bien d’autres variétés symplectiques que R?"* qui
satisfont & ’hypothese faite, les tores T27, les surfaces de genre au moins 1,
les cotangents (en vertu de I'exercice 4 page 484). Mais, ni la sphére S? ni
aucun de ses cousins P"(C) n’ont cette propriété (en vertu cette fois de
Pexercice 5 (page 484)).

Sous notre hypothese, Ap définit bien une application
LW — R.

Et nous avons :

Proposition 6.3.3. Un lacet x est un point critique de Ag si et seulement si
t— x(t) est une solution périodique du systéme hamiltonien © = X;(x(t)).

Démonstration de la proposition. Calculons la différentielle de A g, au point
x(t), sur un vecteur tangent Y (¢). On prolonge x en Z(s,t), définie pour s
dans un voisinage de 0, de fagon que

7(0,t) = x(t)
or
5o (0.0 =Y ().
Ainsi 5
(dAn)2(Y) = 5 A (@)]s=o-

Evaluons donc cette dérivée.

(3)C’est la raison pour laquelle cette fonctionnelle s’appelle Ag.



152 CHAPITRE 6. CONJECTURE D’ARNOLD ET EQUATION DE FLOER
O O -
@ (@

FIGURE 3

Pour cela, choisissons un prolongement de u en (s, z) de fagon que

{a(o, z) = u(z)

u(s, e?™t) = 7(s,t)

et prolongeons Y en posant
Nous avons alors

Dériver le premier terme donne

d ~% * * .
—/D<£U w)|s:O = —/DU (Lyyw) = —/DU (diy (zyw)

Dériver le second donne

1 6 _ 1
| gt o)lcode = [ @iz, (@)
- / W (Y (8), Xi(a(t)) dt.

Nous obtenons donc finalement
1
(dAm)a(Y) = / (@ (t) — Xi(z), ) dt.
0

D’ott nous déduisons que la différentielle (dA ), est nulle si et seulement si

w(#(t) = Xi(2),Y) =0 VY,
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c’est-a-dire, griace a la non-dégénérescence de w, si et seulement si & = X;(x),
le résultat espéré. O

Nous dirons que x est un point critique non dégénéré pour Ap si c’est
une trajectoire non dégénérée (au sens explicité ci-dessus dans la défini-
tion 5.4.4).

Remarques 6.3.4 (cas d’un hamiltonien autonome).

(1) Nous avons vu que, si & est un point critique pour H, alors la tra-
jectoire constante x est un point critique de Ap (et que la réciproque est
vraie pour H « petit »).

(2) Nous avons vu aussi (c’est la proposition 5.4.5) que, si x est non
dégénéré pour Ap, il lest pour H (et que la réciproque est vraie pour H
« petit » — c’est la remarque 5.4.7).

(3) Si z est un point critique de Apy et une trajectoire non constante,
alors il est dégénéré, puisque le champ X g est un point fixe de Tpp!.

La derniére remarque est que les valeurs de A en deux points critiques
distincts (géométriquement distincts, au sens ol ce sont deux trajectoires
géométriquement différentes) peuvent étre supposées différentes, ce que nous
énongons sous forme d’un lemme (qui sera utilisé plus bas).

Lemme 6.3.5. Si x et y sont des points critiques géométriquement distincts
de Apg, il existe une fonction ﬁl, proche de H pour la topologie G2, telle
que Aﬁ ait les mémes points critiques que Apg, avec des valeurs critiques
différentes.

Démonstration. Il suffit de modifier le hamiltonien H en lui ajoutant
une fonction Hjy, constante au voisinage des orbites 1-périodiques de X,
C2-petite et telle que, pour tous points critiques x et y distincts de Ag,

Am(x) + Ho(2(0)) # An(y) + Ho(y(0).

Si Hy est assez petit, les points critiques de Apyp, sont ceux de Ap et,
pour un point critique z, on a

A+, (.1‘) = .AH(JT) +/0 Ho(ﬂ?(t)) dt = AH(.Z') + Ho(x<0)) O]

6.4. Le gradient, I’équation de Floer

Comme dans le cas de Morse, nous avons besoin d’un champ de vecteurs
(celui dont les trajectoires vont définir la différentielle du complexe). Nous
allons utiliser le gradient pour une certaine métrique sur ’espace des lacets
contractiles LW . Attention, le gradient dépend de la métrique ; la souplesse
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que nous aurons si nous devons changer de champ de vecteurs (penser a la
propriété de Smale au chapitre 2), c’est & travers les métriques (et donc les
structures presque complexes) que nous ’aurons.

Commencgons par fixer une structures presque complexe J calibrée par w
sur W (voir le §5.5). Elle définit une métrique riemannienne g sur W, par

9(X,Y) = w(X, J(Y)).

Une métrique sur LW s’en déduit, par

v, 7) = / o(Y (1), Z(t)) dt

(ici, Y et Z désignent des champs de vecteurs définis le long d’un lacet ). II
est clair en effet que cette formule définit une forme bilinéaire symétrique ;
comme g; est définie positive, cette forme vaut aussi

vy = [ oo vz o

avec égalité si et seulement si Y = 0, donc (-,-) est définie positive. Elle
s’écrit encore

1
0.2) = [ (v (0, 3(2(0) .

Si f: LW — R est une fonction, son gradient est le champ de vecteurs
grad f défini par

(grad, f,Y), = / a((erad, £)(8), Y (£)) dt

- / wate((grad, 1)(), JY (1)) dt = (df) (V).

Comme nous avons aussi (voir le §6.3.b)

1
(dAm)u(Y) = / ey (1) — Xo(), Y () dt,
0
le gradient de Ap est
—Xp(t) = (grad, An)(t) = Jor) (2(t)) + grad, ) He

(le gradient de Hy est calculé pour la métrique g). Les trajectoires du champ
de vecteurs X = X (opposé du gradient, en cohérence avec ce qui précede),
sont donc les solutions

R— LW

s+ u(s)
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FIGURE 4

(ot il est entendu que u(s) est, pour chaque s, un lacet, dont nous noterons
u(s,t) la valeur au temps t) de 1’équation différentielle
ou Ju
% = _Ju(s,t) (a) — gradu(s’t) Ht(U(S, t))
...ou, plus brievement, de ’équation différentielle (aux dérivées partielles)

ou ou

Cette équation est 1’équation de Floer. Rappelons que ce sont ses solu-

+ grad Hy(u) = 0.

tions €°°, contractiles et périodiques de période 1 en ¢ qui nous intéressent.

Remarques 6.4.1.

(1) Si H ne dépend pas de t, les solutions v qui n’en dépendent pas non
plus vérifient

du

ds

Ce sont les trajectoires (de 'opposé) du gradient de H.

(2) En général, les solutions u qui ne dépendent pas de s vérifient

ou
O () rad i) = X,().

C’est le fait (attendu) que les trajectoires stationnaires du flot du gradient

+ grad H(u) = 0.

sont les solutions périodiques du systéme hamiltonien.
(3) Si H; =0, équation est simplement
ou ou
— 4+ J(u)— =0
gs T Wg =0
c’est I’équation de Cauchy-Riemann, on dit que (s + it) — u(s,t) est une
courbe J-holomorphe.
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6.5. Espace des solutions

Nous étudions ici des espaces de solutions de I’équation de Floer

ou ou

Nous utilisons les deux points de vue schématisés sur la figure 5 : les solutions
de I’équation sur W sont aussi les trajectoires du champ de vecteurs grad Ay
sur LW.

+ grad Hy(u) = 0.

FIGURE 5

6.5.a. Définition de I’énergie. Dans le cas d’une fonction et d’un champ
de pseudo-gradients adapté sur une variété V compacte sans bord, toutes
les trajectoires du champ de vecteurs joignent deux points critiques.

Ce n’est pas automatiquement le cas dans le contexte ol nous nous
sommes placés. Pour faire comprendre les problemes possibles, voici une
analogie. Si V' est une variété a bord, il peut y avoir des trajectoires du
champ de pseudo-gradient qui arrivent en un point critique sans provenir
d’un point critique (ou inversement), parce qu’elles proviennent du bord. Les
trajectoires qui ne s’approchent pas du bord vérifient encore la propriété de
joindre deux points critiques.

Remarquons que dans le cas Morse-sur-variété-compacte®, siu: R — V
est une solution de I’équation différentielle
du

S X(u) =0
7 T X @) =0,

) Voir aussi 'exercice 27 page 491.
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trajectoire du champ de pseudo-gradients X, on peut définir son énergie

BElu) = — / et

— 00
Si u joint deux points critiques a et b au sens ou lim,_,_ u(s) = a et
limg—, oo u(s) = b, c’est simplement

E(u) = f(a) — f(b)
(le signe — dans la définition fait que I’énergie est positive, le point a est
au-dessus du point b pour la fonction f).

Remarque 6.5.1 (formes fermées). Remarquons qu’il est possible de remplacer
la forme exacte df par une 1-forme fermée o dans cette définition. Nous
verrons au §6.7 qu’il est encore possible de construire un champ de pseudo-
gradients adapté, mais il est facile de se convaincre que toutes les trajectoires
d’un tel champ de vecteurs ne relient pas des zéros de la forme. Dans ce
cas, les trajectoires d’énergie finie sont exactement celles qui joignent deux
zéros de la forme. C’est aussi ce qui se passe pour la fonctionnelle d’action.

Dans le cas de la fonctionnelle d’action qui nous intéresse ici, définissons
I’énergie d’une solution de fagon analogue, ce qui revient a intégrer le carré
de la norme du gradient le long d’une solution (d’ot la terminologie) :

+oo
f/ diS.AH(u(s)) ds

— 00

E(u)

+o0 5
7/ — |lgrad Ag||” ds

+oo 2
= / </ 5‘u‘ dt> ds
— 00 Sl

ds

;/j(/s(]gz ‘4 % —Xt(u)f) dt> ds.

Remarquons que, comme u est une solution, les deux termes dans l'intégrale

B0 =

(1) L’énergie est positive.

(2) L’énergie d’une solution est nulle si et seulement si Ou/ds est nulle,
c’est-a-dire si u ne dépend pas de s... et u est solution de ’équation de Floer,
c’est-a-dire si et seulement si u est un point critique de la fonctionnelle

sont égaux, on a donc

ou |2
%‘ ds dt.

Remarques 6.5.2.

d’action Ag.
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(3) Si la solution u considérée joint deux points critiques, c’est-a-dire s’il
existe x et y, points critiques de Ay, tels que

lim wus(t) =2, lim us(t) =y,

§——00 §—+400
alors
E(u) = .AH(Z') —AH(y) < +o00.

Les solutions qui joignent deux points critiques sont d’énergie finie.
Considérons donc 'espace M défini par

M={u:RxS' = W|

u est une solution contractile, C*, et d’énergie finie} .

Pour éviter les problemes de définition de la topologie sur cet espace, nous
considérerons toujours que la variété symplectique compacte W est plongée
dans un espace euclidien R™ (pour m assez grand). Nous utiliserons la
topologie € pour les applications de S! dans R™ et la topologie de la
convergence uniforme C> sur les compacts de R x S', avec les notations
C(SH W), E=(SLR™), G (R x SL W), G2 (R x SL,R™).

Un puissant résultat de régularité elliptique permet de démontrer I’indis-
pensable propriété contenue dans la proposition que voici.

Proposition 6.5.3. Toute solution de classe C! de ’équation de Floer est de

classe C*>. De plus, sur M, les topologies CD ., CL . et €2 coincident.

Démonstration. La démonstration est une conséquence immédiate du lemme
de régularité elliptique 12.1.1 et de la proposition 6.6.2. O

Une propriété importante de cet espace M est sa compacité, une propriété
essentielle, que nous démontrons ci-dessous (au §6.6) et que nous énongons
ici :

Théoréme 6.5.4. Supposons que la variété symplectique compacte (W,w) sa-
tisfait a ’hypothese 6.2.1, c’est-a-dire a

VSt — W, ffw=0.
S2

Alors, M est compact dans C° (R x SY,W).

loc

Remarque 6.5.5. Dans tout ce paragraphe, nous nous plagons dans M. Nous
n’avons pas démontré que ’équation de Floer possede des solutions (atten-
tion, ce n’est pas un probléme de Cauchy).
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6.5.b. Les solutions d’énergie finie tendent vers des points
critiques. Nous allons montrer une réciproque a la derniére des re-
marques 6.5.2, précisément le théoreme suivant.

Théoréme 6.5.6. Supposons que toutes les trajectoires périodiques de X; sont
non dégénérées. Alors, pour tout u € M, il existe deux points critiques x ety
de Ay tels que

lim wu(s,-) =z, lim u(s,-) =y

S——00 s——+o0

dans € (S1; W). De plus,

lim %(s,t) =0

s—too

uniformément en t.

Le long d’une trajectoire, la fonction tend vers une valeur critique.
Pour commencer, montrons un résultat plus faible.

Proposition 6.5.7. Soit u € M. 1l existe deux points critiques x ety de Ay
tels que

lim Ag(us) =Ag(z), lm Ag(us)=An(y).

§——00 s—+00

Remarque 6.5.8. Une application évidente de cette proposition est le fait
que, si M n’est pas vide, alors Ag a, en effet, des points critiques.

Démonstration. Nous nous contenterons du cas s — +oo, I'autre cas étant
analogue. La fonction (réelle de variable réelle) s — Ap(us) est décroissante
(sa dérivée est 'opposé de la norme du gradient, qui est négative). Il suffit
donc de montrer qu’il existe un point critique y de Ag et une suite s; de
réels tendant vers I'infini tels que

kEI-',I-loc An (usk) =An (y)

Ce que nous allons démontrer en trois temps :

(1) I existe une suite s telle que us, converge pour la topologie
CO(SL; W) vers une limite y.

(2) Cette limite y est € et c’est un point critique de Ap.

(3) Am(us,) tend bien vers Ag(y).
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Premier temps. Soit v € M. Comme

[ (L

at
I'intégrale de la norme L? de du/0t — X;(u) est finie. Il existe donc une suite

2
— Xt(u)‘ dt) ds < 400,

(sk) avec limyg_,o0 Sk = 400 (resp. —oo) telle que
e
Pour simplifier I’écriture, posons us, = ug. Et pour simplifier la compré-
hension, remarquons que la norme qui figure dans les intégrales que nous
venons d’écrire est, en principe, la norme définie par J... mais la variété W
est compacte et plongée dans R™, 'application tangente au plongement
a donc une norme opératorielle bornée pour la norme définie par J a la
source, et la norme euclidienne au but, ce qui fait que nous pouvons oublier
(comme nous l'avons fait en anticipant cette remarque) la dépendance en ¢
de la norme dans l'intégrale.
Nous avons donc
1
lim / i — Xo(ug)||* dt =0

k— o0 0

ou encore

kgffoo [ — Xt(“k)”p(sl;Rm) =0.

Comme la variété W est compacte, X¢(u(sg,t)) est borné et il existe donc
un B > 0 tel que

[akl[z < B

La famille (ug) est donc équicontinue :

(1) — o) | = ] / in(t) dtH

< [ Ll
Sl

<Vt —tollugll 2 (par I'inégalité de Cauchy-Schwarz)
< Bvt1 —tg.

L’image de uy, est contenue dans W qui est compacte. La suite uy est donc
justiciable du théoréme d’Ascoli®
une limite y pour la topologie C°(S!; R™), c’est-a-dire dans la topologie
CO(SY; W). Ce qui achéve le premier pas de cette démonstration.

et nous concluons que la suite ux a bien

(5)Un énoncé en est rappelé au §16.1.
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Deuxiéme temps. Montrons que la limite y est € et solution du systéeme
hamiltonien & = X;(z).

Lemme 6.5.9. La limite y vérifie
t
()~ 5(0) = [ Xily(r)ar
0

Le résultat attendu découle du lemme puisque celui-ci implique que y,
étant continue, est €', puis C2... et que c’est une solution. Elle est donc €
(un « bootstrapping(®) » bien visible ici). On obtient ainsi la convergence,
au sens CY, vers une solution €.

Démonstration du lemme. Evaluons la différence

o) =90~ [ Xutu(rir = tim_(us(0) = w0) ~ [ Xetolryar)

k—-+oo

(c’est 'avantage d’étre dans R™, un espace vectoriel). Ensuite

k—+4o00

y(t) —y(0) — /Ot Xe(y(r))dr = lim (/Ot g (7)dT — /Ot Xt(y(T))dT>
~ lim < / Cin(r) — Xt(uk(r))dr)

k—+oo 0

k— o0

+am ([ t(Xt<uk<T>)—Xt<y<7>>>d7).

Chacun des deux termes tend vers 0. Le fait que uy, tende vers y au sens €°
implique que le deuxiéme terme tend vers 0. Pour le premier terme, utilisons
le fait que ||d, — X¢(ug)| 2 tend vers 0 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

t 1
[ @) = Xetwnyar| = | [ 00 = Xew)| < VElin = Xewl

0 0
qui tend bien vers 0. O

La convergence C! (et méme €>°) découle de ces arguments.

(6)Cette expression anglo-saxonne désigne le fait de réussir a se soulever, & entrer en
lévitation, juste en tirant sur ses lacets de chaussures. Elle désigne d’ordinaire ce que
l'on appelle en francais la « régularité elliptique », ou une solution faible, au sens des
distributions, d’une équation aux dérivées partielles arrive a étre automatiquement une
fonction C°°. Voir le chapitre 16.
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Troisiéme temps. Montrons donc que A (uy) tend vers Ag (y). Clairement,
la partie intégrale du hamiltonien ne pose pas de probléme et

1 1
/ Hy(uy) dt tend vers / Hi(y(t)) dt
0 0

puisque uy, tend vers y pour la topologie C°.

Etudions donc I'autre morceau de la fonctionnelle d’action. Pour cela,
choisissons des prolongements wy et u, de uy et de y (respectivement) au
disque. Nous devons montrer que

lim Ugw — tyw | = 0.
k——+oc0 D2 D2

Si la forme w était exacte, w = d\, nous aurions

/ ﬂ;w—/ ﬂ;wz/ URA — YA
D2 D2 51 51

- / (i) — A(3)) dt
1 1

- / N — X)) dt — / AKX (ur) — Xo(y)) dt.
0 0

La derniere intégrale tend vers 0 parce que ug tend vers y. Pour la premiere,

1
[ ) = X)) dt] < s AT e = Xl

...norme L' que l'on peut remplacer par la norme L? grace & la compacité
de S'. Dot le résultat espéré puisque cette norme L? tend vers 0, comme
nous ’avons remarqué au cours du premier temps.

Sauf que W est compacte et que donc, w n’est pas exacte. Choisissons
un voisinage U de I'image de y dans W, qui se rétracte sur y de sorte que
wly est exacte. Pour k assez grand, limage de wujy est contenue dans U.
Fabriquons maintenant une spheére S? en recollant

— un cylindre C' — U, homotopie entre uy et y contenue dans U,
— le disque u, de bord y,
— le disque u de bord wug.

Avec ’hypothese 6.2.1 suivant laquelle l'intégrale de w est nulle sur les
spheres, il est clair que la différence

~% ~%
Upw — Uyw
D2 D2

est 'intégrale de w sur le cylindre C, sur lequel w est exacte et ou le calcul
précédent s’applique. O



6.5. ESPACE DES SOLUTIONS 163

Les trajectoires tendent vers des points critiques. Montrons maintenant que
les trajectoires tendent bien vers des points critiques, c’est-a-dire le théo-
reme 6.5.6. Le point important est le fait que ’espace M est compact, ce
que nous démontrerons plus bas (c’est le théoréme 6.5.4).

:L‘

Xy

FIGURE 6

Supposons donc ici que toutes les trajectoires périodiques de X; sont non
dégénérées.

Lemme 6.5.10. Sous ’hypothése de mon-dégénérescence, les points critiques
de Ay, trajectoires périodiques de X; sont en nombre fini.

Démonstration. Ces points critiques sont les points d’intersection dans la
variété compacte W x W des deux sous-variétés (de dimension moitié 2n)
que sont

— la diagonale A = {(z,z) |z € W}
— et le graphe du flot au temps 1 de X;.

L’hypothese de non-dégénérescence est équivalente a la transversalité(”) de
ces deux sous-variétés. Leur intersection est alors une sous-variété fermée
de dimension 0 de W, donc un nombre fini de points puisque celle-ci est
compacte. ]

Notons une conséquence de la proposition 6.5.7.

Corollaire 6.5.11. I existe un réel C' > 0 tel que, pour tout u € M,
—C<Ag(u)<C et 0<FE(u) <C.

(") Comme en théorie de Morse, la non-dégénérescence se traduit en transversalité.
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Démonstration. L’ensemble des points critiques de Ag est fini (et non vide
comme nous I’avons remarqué page 159), donc Ap est bornée sur cet en-
semble(® . Aprés quoi il reste & utiliser

— que s — Apg(us) est strictement décroissante

— et, pour u dans M, et pour des points critiques = et y comme dans
I’énoncé de la proposition 6.5.7 (c’est-a-dire tels que Ag(us) va de Ag(z)
a An(y)), que

E(u)=Ag(x) — Ag(y). O

Remarque 6.5.12. Le groupe additif R opere a droite sur M par
(u-0)(s,t) =u(s+o,t).

C’est dire que, si u est une solution de I’équation de Floer, alors u - o en est
une aussi (vérification immédiate), comme dans le cas d’un flot de gradient.
Cette opération est continue, c’est-a-dire que si (uy,) tend vers u et (o)
tend vers o, alors la suite (u, - ) tend vers u - 0. Nous reviendrons plus
bas sur ses propriétés.

Pour démontrer le théoréeme 6.5.6, commencgons par démontrer un lemme.

Lemme 6.5.13. Soit u € M et soit (s) une suite de nombres réels tendant
vers +o00o. Il existe une sous-suite (sg/) de (s) et un point critique y de Ay
tels que

lim u(sg) =y.
G ulse) =y
Démonstration du lemme. Notons ug = u-si. Comme M est compact (théo-
réme 6.5.4 ci-dessus), il existe une sous-suite de (u) (que nous noterons
encore (ug)) qui converge vers un v € M. C’est dire que, pour tout s € R,
limuy(s,t) = v(s,t). Fixons donc sg et notons vy, () = v(sg, t). Nous avons

An(vs,) = kEr—iI-loo An(Usgtsi) = Sgg_noo An (us),

puisque nous avons vu dans la proposition 6.5.7 que cette limite existe (et
méme que Ag(us) tend vers une valeur critique). Donc 1’énergie de la tra-
jectoire v est nulle, et donc v est une orbite périodique y (c’est la remarque
6.5.2 (2) ci-dessus).

Pour finir, ux(0) = ug, tend vers v =y dans C®(St, W). O

Démonstration du théoréme. Nous nous contenterons bien entendu d’étu-
dier le cas ou s — 4o00. Rappelons que do, désigne la distance C>° dans

() Voir aussi, en supprimant I’hypothése de non-dégénérescence, ’exercice 30 page 492.
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Pespace LW (voir le §14.3.b). On considére, pour z point critique de A,
la boule ouverte

B(a,e) = {7 € LW | du(a,7) < }.

Comme nous I’avons dit, les points critiques de A g sont en nombre fini(?), de
sorte que pour € > 0 assez petit, les boules B(z, €) sont disjointes. Appelons
U leur réunion (disjointe)

Us= U B(z,e) CLW.

z€Crit Ay

Pour tout ¢ assez petit, il existe un s, tel que
u([se, +oo[ x ST) C U.

(si cette assertion n’était pas vraie, il existerait un g9 > 0 et une suite (sg)
tendant vers +oo et telle que us, ¢ U., mais d’apres le lemme précédent,
une sous-suite de ug, doit tendre vers un point critique, ce qui serait une
contradiction).

Toujours d’apres le lemme précédent, il existe un point critique de Ag,
y € Crit Ay tel que

w([se, +oo x SY) N Bly,e) # 2.

Comme u([se,+00[ X -) est connexe dans LW et comme les boules B(z,¢)
sont disjointes, on a
U([SE_:’—FOO[ X ) - B(y75>7
autrement dit, limg_, oo u(s) = y.
Il reste & démontrer 1’assertion sur du/ds. Mais u est une solution donc

ou ou
Lemme 6.5.14. Dans C=(SY; TW), on a :
lim % =
s—too O Y-

Démonstration. Supposons le contraire. Il existe alors une suite s; tendant
vers +oo telle que dug, /0t ne tend pas vers y quand k tend vers +o0o. Posons
Up = Usys,. Alors ug, y € M et ui tend vers y au sens @O, La régularité
elliptique (proposition 6.5.3) implique alors que uy, tend vers y au sens €,
ce qui est une contradiction. O]

(9)Crest ici que sert 'hypothese de non-dégénérescence.
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En passant a la limite, on obtient donc

lim ?(s,t) = —J(y) — grad, H:(y)
=—-J(y) + JX;
= J(Xi(y) —y) = 0. -

Remarquons que ’on a aussi :
Proposition 6.5.15. Soit u une solution de l’équation de Floer. Alors (vues

dans R™) les dérivées partielles

OFu - O%u
osot ' B2

tendent vers 0, uniformément en t, lorsque s tend vers +oo.

En effet, il suffit d’écrire

5=~ (5 - %)

(puisque u est une solution). Mais

ou
— — X; tend vers 0 au sens C*

ot

puisque X;(u) tend vers X;(y) et Ou/0t tend vers y. En dérivant la relation
par rapport & t, on obtient que 9%u/0ds0t tend vers 0, puis on dérive la méme
relation par rapport a s en appliquant ce qui précede. O

Remarque 6.5.16. On peut démontrer de méme, et par récurrence, que, pour
k>1,
omu
lim — =0.
stk Qs Gm—k{

Appelons

M(z,y) = {ueM| im u(s,) =z et lm wu(s,")= y}.

5—+400
Nous avons remarqué (dans les remarques 6.5.2) que, pour u € M(z,y),
E(u) = An(z) — Au(y).

Remarquons aussi que M(z, z) = {z}. En effet, toute solution joignant = &
lui-méme doit étre d’énergie nulle, et donc constante par rapport a s.
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6.6. Démonstration de la compacité

Nous démontrons maintenant le théoréme 6.5.4. Comme nous ’avons
remarqué (remarques 6.4.1), dans le cas ot H est nul, I’équation de Floer
n’est autre qu'une équation de Cauchy-Riemann, dont les solutions sont
tout simplement les courbes J-holomorphes de Gromov [36]. Le théoréme
de compacité de Gromov (voir aussi [56]) reste vrai ici, en présence d'un
hamiltonien non nul. Pour ce paragraphe, nous suivons d’assez pres I’exposé
de [42].

Remarque 6.6.1. Nous avons déja utilisé I’hypotheése d’asphéricité 6.2.1 pour
définir la fonctionnelle d’action. Nous verrons que, pour obtenir la propriété
de compacité, c’est une hypothése importante (nous expliquerons précisé-
ment & quel endroit nous l'utiliserons).

Le théoreme est conséquence de la proposition suivante.

Proposition 6.6.2. Sous 'hypothése 6.2.1 (c’est-d-dire ([w],m2(W)) = 0), il
existe une constante A > 0 telle que

YueM, V(s,t) € R xS, ||grad(sﬁt)u|| < A

Démonstration du théoréme. La stratégie est, comme ci-dessus, de montrer
que, étant donnée une suite u,, € M,

— d’abord, u,, a une sous-suite qui converge vers ug dans €. (R x S*; W);

— puis la limite ug est de classe C*° et que c’est une solution de I’équation
de Floer;

— et enfin u, tend bien vers uy dans €*°(R x S1; W).

La proposition 6.6.2 donne I’équicontinuité des éléments de M. Donc ’adhé-
rence de M dans 'ensemble des applications continues de R x S* dans W
est compacte (toujours Ascoli), ce qui achéve la premiere étape. Ensuite,
un argument de régularité elliptique permet de réaliser les deux autres. Re-
marquons qu’il n’est pas possible d’utiliser la proposition 6.5.3, puisque ug
est seulement continue; un énoncé plus général est nécessaire, qui sera le
lemme 12.1.1. Puis, d’aprés la proposition 6.5.3, les topologies C) et €<,
coincident sur M. Celui-ci est donc aussi compact pour la topologie C*°.

O

Démonstration de la proposition. Soit u : R x ST — W une solution. Il sera
plus commode de la considérer comme une application (périodique en la
variable t) de R x R dans W, ce que nous ferons. Raisonnons par 1’absurde
en supposant la conclusion de la proposition fausse. C’est dire qu’il existe
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une suite (ug) d’éléments de M et une suite (s, tx) d’éléments de R? tels
que

Jim [|grady, 4, un | = +o0.
Dans cette démonstration, nous considérons donc une suite divergente d’élé-
ments de M et montrons qu’en fait, elle va converger vers quelque chose

dont l'existence est interdite par nos hypotheses, la bulle représentée sur les
figures 7 et 8.

Soit (ex) une suite de nombres positifs tendant vers 0 et telle que

h/ﬁn Engrad(sk,tk) UkH = 00

Appliquons & la fonction g = ||grad u|| le lemme ci-dessous(*?), dit du « demi-
maximum ».

Lemme 6.6.3. Soit g : X — R™T une fonction continue sur un espace métrique
complet. Soient xo € X et eg > 0. Il existe y € X et e €0,¢0] tels que

d(y,xo) < 2e
£g(y) > o0g(x0)
g(r) < 29(y) Vz € B(y,e).

Démonstration du lemme. Si g(x) < 2g(xo) sur toute la boule B(xg, &), il
n’y a rien a faire, il suffit de poser y = xg et € = g¢. Sinon, il existe un z;
dans la boule tel que g(x1) > 2g(zo). Posons €1 = £¢/2. Ainsi,

e19(x1) > €o0g(z0)-

Si z1 et &1 fonctionnent, nous nous arrétons. Sinon, nous continuons. Nous
construisons ainsi une suite x, de points de la boule et une suite ¢, de
nombres positifs tels que
En—1
2
eng(zn) > €0g(x0).

En =

Evidemment, la premiére ligne fait tendre ¢, vers 0 et x,, vers une limite
(notre espace est complet), de sorte que I'inégalité qui suit interdit au pro-
cessus de continuer indéfiniment : on trouve un x,, et un &,, qui conviennent
au bout d’'un nombre fini d’essais. O

(10)Cest un lemme classique dans la théorie. Il semble que la paternité en revienne &
Ekeland. Le début du chapitre 1v de son livre [21] contient des variations sur ce théme.
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Le lemme nous vend une (autre) suite £ et une (autre) suite (s, tx)
telles que

i ey ] = o
et 2|[grad s, 4, k|| > [Jgradi, uxl|  pour (s,) € B((sk, ), €x)-
Posons Ry, = ngad(smk) ukH, ainsi g Ry, — +oo et

vg(s,t) = uk((;t) + (sk;tk))a

k

de sorte que

grad(s’t) Uk = gradi(;: +(5k,tk) ks

Ry

en particulier, en (s,t) = (0,0),

grad g o) vy = grad g, ;) Uk-

1
Ry,
Ainsi, par construction, || gradg ) vi|| = 1 et, sur B(0,ex k), nous avons

w

1
l|erad s 4 ve | = R*k“grad%ﬂsk,tk)

IN

2
-l el <2

de sorte que le gradient est borné. Enfin, les u; sont des solutions, donc vy
satisfait a

%4_] 8U

1
s (v)—— 8t grad(t]ﬁi oy H = 0.

Appliquons alors le lemme de régularité elliptique 12.1.1, la suite v, tend (&
extraction d’une sous-suite pres), vers une limite v, qui est dans € (R?; W),

loc
et qui est une solution de ’équation de Floer. De plus,

ngad(op) vH =1, en particulier v n’est pas constante,

ngad(&t) 11|| <2 pour tous (s,t) € R?,

% + J(v)a—z =0, donc v est J-holomorphe.
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Montrons enfin que v est d’énergie finie. Posons By, = B((Sk, tk),€k)-

/ lgrad vg || =/ lgrad ug || dt ds
B(0,ex Ri) By,

0 0
< (1 ) v

_ 8Uk 2 8uk 2
_/Bk( e + W—Xt(uk)—FXt(uk)H )dtds
auk 2 8uk

g/B( x|+ fot(uk)Hz) dt ds

/B (”Xt(Uk: 2 —5—2"% — X, (uy) H 11X ( u/c)ll) di-ds
/ (H o H + 2Hauk - Xt(“k)Hz +2 ||Xt||2> dtds

< 3B(uy) + 2/

By

| X1 dtds < 3C + 2/ | X% dt ds

By

ou C' est la constante donnée par le corollaire 6.5.11 (qui est conséquence
de la proposition 6.5.7).

La derni¢re intégrale tend vers 0 quand k tend vers 'infini (By est une
boule de rayon ¢j, tendant vers 0), donc, pour k assez grand,

A(O,EkRk)

et B(0,e,Ry) tend & recouvrir R?, donc v est d’énergie finie en application

il +5 ] <

du lemme de FatouV.

Nous assistons ici a la formation d’une « bulle », qui sera interdite par
notre hypothése sur les sphéres : autour du point (sg,tx), le lacet bord de
la boule de rayon ¢ est de plus en plus petit, mais le gradient de uy en ce
point, lui, explose. C’est pourquoi nous avons reparamétré (c’est la ruse du
exRy), comme le montre la figure 7.

Un bon calcul valant mieux qu’un long discours, évaluons l’aire symplec-
tique de I'image de v.

Lemme 6.6.4. L’aire symplectique de v est finie et non nulle.

(D Pour lequel nous renvoyons par exemple & [58].
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R? / \

FIGURE 7

Démonstration.

/sz*w:/sz(g:,gzt))dsdt

Ov Ov . ov ov
= /RQw(fJ(v)a, E) dsdt puisque 5= fJ(fu)%
ov Ov
:/;ZW(E,J(’U)E) dsdt

:/RZ

en utilisant I’estimation précédente. Par ailleurs cette aire n’est pas nulle

O 112
a—:H dsdt < +00

puisque v n’est pas constante. O

Lemme 6.6.5. Il existe une suite ri tendant vers +oo telle que la longueur
de limage v(0B(0, 1)) tende vers 0 quand k tend vers +00.

Acceptons le lemme. Alors I'image du bord de la boule s’écrase sur un
point wg € W. Pour k assez grand, elle est donc contenue dans une carte de
Darboux U de W. Dans U, la forme w est une forme fermée sur R?", elle
admet une primitive, w = dA. Nous pouvons méme supposer que U est une
boule fermée. La courbe v(0B;) est le bord d’un petit disque D, dans U.
La réunion de v(B,) et de D, est une spheére S? et nous avons, grace a
I’hypothese que les sphéres ont une aire symplectique nulle,

O:/ w:/ er/ w.
52 D, v(By)

La premiére intégrale est

/ = / dx = / A
D, D, v(0By;.)

[l <] A <ew@B)suwin
D, v(0B,) U

(¢ est la longueur) tend vers 0 quand 7 tend vers Uinfini.

donc
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FIGURE 8. Une bulle

La deuxiéme intégrale converge, elle, vers I'aire de v(R?), un nombre
non nul. C’est la contradiction recherchée. Les cercles concentriques ont des
longueurs de plus en plus petites, c’est pourquoi un tel objet est appelé une
bulle. Voir la figure 8.

Démonstration du lemme. Comme v est J-holomorphe, la forme v*w est une
forme symplectique sur R2. Elle s’écrit donc

v*w(p0) = f(p,0)pdd Ndp

pour une fonction f positive. Comme v est J-holomorphe, cette forme sym-
plectique, avec la structure presque complexe usuelle, donne une métrique
riemannienne sur R? qui est f(p,0)(dp? + p?dh?) et qui permet de calculer
la longueur £(r) du bord v(9B,) :

2m
Lr)y=r vV f(r,0)do.

0

an=[ = / - ( | rto000 de) ap.

7%7 27
7d7'70

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

2m 27 27
K(r):r/ \/f(r,ﬂ)dﬂgr\// de f(r,0)do
0 0 0

A(r)

r

De méme

Ainsi,

A(r) flr,0)rdo.

=7r4/27
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et donc
0(r)? < 2mrA'(r).
11 reste a vérifier que, la fonction r — A(r) étant bornée et dérivable, il
existe une suite r tendant vers +oo telle que limrpA’(ry) = 0. Clest un
exercice facile : comme A est bornée,
A(k?) — Ak

lim AR AR _

k—+o00 Ink

Mais ce rapport s’écrit aussi

A(k?) — A(k) _ A(K?) — A(k) _ A'(ry)
Ink - Ink2—Ink (1))

pour un rj, compris entre k et k2 (et donc tendant vers 'infini) en vertu du
théoreme des accroissements finis. O

Ce qui achéve la démonstration de la proposition et donc aussi du théo-
reme de compacité. O

6.6.a. Un exemple de bulle dans P?(C). Nous venons de montrer que
le fait que la variété symplectique W ne contienne pas de sphere d’aire sym-
plectique non nulle empéche la formation de bulles. Dans le cas contraire,
c’est-a-dire, si wr,w) # 0, un argument de type « singularité apparente »
permet de prolonger v & C U {00}, c’est ce qu’on appelle une « bulle ».

Pour clarifier la situation, montrons donc ici un exemple classique de
bulle, dans le plan projectif complexe. Remarquons que, dans cette variété
symplectique, il y a des spheéres : une droite projective est un P!(C) et
donc aussi une spheére S2. De plus, la forme symplectique que nous avons
construite au §5.3 donne une aire positive a toutes les droites projectives :
une droite projective est une courbe complexe (holomorphe) et en particu-
lier, la forme symplectique se restreint en une forme volume sur une telle
courbe. Donc I'espace projectif complexe ne satisfait pas a notre hypothese.
L’exemple présenté ici est le plus simple possible : on observe une famille
de coniques lisses dégénérant sur la réunion de deux droites.

Pour tout a € C, considérons la courbe (conique)

v, : P1(C) — P?(C)

[z,y] — [z
C’est simplement la complétion de
Vg 1 C — C2

z— (z,a/%).
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0.1,0] [0,1,0]

[0,1,0]

axe des y

/

axe des x

FIGURE 9

Pour a = 0, I'image est I’« axe des x ». Pour a # 0, c’est une conique. Toutes
les courbes images de v, contiennent le point a l'infini de ’axe des y, le point
[0,1,0] en coordonnées homogenes. Quand « tend vers 0, ce point tire une
bulle a lui. La figure 9 illustre cette situation en présentant divers états de
la conique v, (P1(C)) et la « courbe » limite, c’est-a-dire les deux axes des
et des y, représentée

— une fois comme réunion de deux droites sécantes,

— une autre fois comme une « courbe a bulle », figure dans laquelle cha-
cune des deux droites projectives complexes est représentée comme une
sphere S2.

Remarquons encore que

— la courbe limite n’est pas 'image d’une application vy : P*(C) —
P2(C);

— par contre, sur le complémentaire du point 0 = [0,1], il y a bien une
limite, z — (z,0);

— le cercle |z|* = a borde un disque (|z|* < a) qui occupe de plus en plus
de place dans I'image. Voir la figure 10.

0 0

FiGURE 10
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6.7. Appendice : fonctions, formes fermées, revétements

La question que nous considérons ici est : est-il possible d’étendre la
définition de la fonctionnelle d’action a des variétés symplectiques pour
lesquelles la forme symplectique ne s’annule pas sur le w5, autrement dit
est-il possible de se débarrasser de I’hypothese 6.2.17

Commengons donc par rappeler les relations entre groupe fondamental,
revétements et 1-formes fermées.

6.7.a. Revétement associé & une forme fermée. Du point de vue local,
il n’y a aucune différence entre formes fermées et exactes, par exemple entre
une 1-forme fermée a et la différentielle d’une fonction f. D’apres le lemme
de Poincaré(1?) en effet, toute forme fermée, c’est-a-dire telle que da = 0, est
localement exacte, c’est-a-dire qu’il existe localement une fonction f telle
que a = df.

Globalement, c’est une autre histoire. Considérons par exemple (mais ce
n’est pas un exemple innocent) la 1-forme fermée (dont nous allons voir
qu’elle est improprement) appelée dfl (ou dz/iz) sur le cercle S*. Elle vérifie

/ df =27
Sl

et donc n’est pas exacte (il n’y a pas de fonction « 6 », de détermination
de 'argument, sur le cercle). Par contre, la forme df relevée au revétement
exp : R — S! est, elle, exacte : sur R, il y a bien une fonction 6.

Considérons plus généralement une 1-forme fermée « sur une variété V.
Comme « est fermée, elle définit un homomorphisme

v (V) — R

[W]H/Wa

(nous supposons V' connexe et n’indiquons pas le point base). Le noyau
de ¢4, est un sous-groupe (distingué) de m1 (V). Il lui correspond donc un
revétement connexe (et galoisien) 7w : V' — V. Par définition, la forme 7*«
a la propriété que

¢raly] =0 pour tout [7] € m V.
Donc 7m*a est une forme exacte : une primitive fest définie en choisissant
un point yo € V et en posant

(12)Voir par exemple [38, Chap. V].
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en intégrant le long de n’importe quel chemin joignant yo a y, le résultat
n’en dépendant pas. Bien sir df: ™ a.

Le revétement V — V est « le plus petit revétement(!3) de V sur lequel o
est exacte », appelé le revétement d’intégration de «.

Comparons maintenant les points critiques de 7*« et ceux de f Comme

(df)y =0 <= axy) =0,
les points critiques sont les mémes — ainsi que les propriétés de non-
dégénérescence et les indices.

Un champ de pseudo-gradients pour « (définition analogue a celle don-
née dans le cas d’une fonction) se reléve en un champ de pseudo-gradients
pour f Il est donc possible d’essayer de fabriquer un complexe avec les
points critiques de o comme nous I’avons fait au chapitre 3. C’est ce que
fait Latour dans [39]. La seule grosse différence est que V n’a aucune raison
d’étre compacte, elle ne I’est méme jamais (si la forme « n’est pas exacte).

Pour comprendre la difficulté issue de cette généralisation, remarquons
que le champ de pseudo-gradients pour ]”vet les trajectoires entre deux zéros
d’indices consécutifs de o proviennent des trajectoires joignant les points de
7 1(c) & des points de 7~1(d). Il peut donc y en avoir un nombre infini.

6.7.b. La forme d’action. Soit a g la forme définie sur ’espace des lacets
contractiles LW de W par

1
(am)e(Y) = / w(i(t) = Xo(a (1)), Y () dt.

C’est une forme fermée : on vérifie sans mal (exercice 26 page 491) que ay
est localement exacte.

Nous avons vu (c’est le calcul de dAy dans la proposition 6.3.3, voir
Pexercice 26) que, si la variété symplectique (W, w) vérifie 'hypothese 6.2.1,
la fonction Apgy est une primitive de ayp, de sorte que ay est une forme
exacte.

Supprimons maintenant I’hypotheése 6.2.1 et considérons ’espace
DW = {(x,u) | x € LW et w: D — W un prolongement au disque} .

Disons que (z,u) ~ (z,v) si
/ uw = / v*w
D D

(13)Pour la théorie des revétements, nous renvoyons [4].
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et appelons LW le quotient de DW par la relation d’équivalence ~. Il est
muni d’une projection

T LW — LW
(oublier le disque) qui en fait un revétement de groupe ma(W)/Ker(w :
m2(W) — R). L’expression

Apg(z,u) = /Du*w+/01 H(z(t))dt

définit une fonction sur LW qui satisfait a la relation
7T*OéH = d.AH,

le revétement 7 : LW — LW est le revétement d’intégration de la forme
d’action.

Voir aussi l'exercice 34 page 493.

6.8. Appendice : structure de variété de Banach sur LW

Les espaces de fonctions € ne sont pas des espaces de Banach (ce sont
des espaces de Fréchet). Nous allons nous contenter ici des espaces de lacets
de classe WP, ce que nous décrivons précisément maintenant.

Rappelons que tout fibré vectoriel symplectique sur S! est trivialisable.
C’est donc notamment le cas, pour x € LW, de

o TW = {(t,Y) € S* x TW | 2(t) = p(Y)} .
Soit donc ¢ une trivialisation
@ TW — St x R?".
Elle permet d’associer a toute section Y du fibré *T'W, une section ¢Y du
fibré trivial S x R2", c’est-a-dire une application @Y : S — R?2". Pour
p > 1, notons
WP (z*TW) = {Y | oY € W'P(S'; R*™)}

(la définition des espaces de Sobolev W17 est rappelée au § 16.4 — signalons
quand méme ici que WP est contenu dans C°, ce qui est rassurant). Une
autre trivialisation v différe de ¢ par une application

g: 8" — GL(2n;R)
et, pour Y € WP (S R*"), on a
19Y llyr. < €(g) 1Y llyprs

pour une certaine constante ¢(g), qui est la norme opératorielle de g. Donc ¢
et v définissent la méme topologie d’espace de Banach sur W1P(x*TW)
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(celle-ci ne dépend donc pas du choix de ¢, comme la notation utilisée
Panticipait).

L’analogue WP de l'espace des champs de vecteurs le long de z, dont
nous avons vu (au §6.3.a) qu'il devait étre l’espace tangent en x & 'espace
de lacets, est ainsi muni d’une structure d’espace de Banach. L’idée de ce
qui suit est d’utiliser les espaces tangents pour définir des cartes locales sur
I'espace de lacets lui-méme. Pour cela, nous utilisons ’exponentielle d’une
métrique riemannienne fixée sur W (voir le §14.5). Celle-ci est définie sur
un voisinage D de la section nulle dans TW (un fibré en disques)(!¥). Pour
tout lacet x de classe C*°,

exp, : WhP(z*D) — CO(S1; W)
Y (exp, Y 1t exp, Y (1))
Rappelons que WHP(S1: R?") c €°(St; R?*") pour p > 1. Dans la formule, x
est de classe €, Y est de classe WP et exp, Y est de classe WP en

particulier continue.
Considérons donc ’ensemble de tous les couples

(WhP(2*D),exp,) pour z € LW

et 'espace, noté LPTW, des applications continues y : ST — W telles qu'il
existe z € LW et Y € WP (2*D) tels que y(t) = expy ) Y (1)

Théoréme 6.8.1. L’espace LYPW est muni d’une structure de variété de
classe C*° par latlas

(Wl’p(x*ﬂ)),expx)zegw.

La structure ainsi définie ne dépend pas de la métrique riemannienne utili-
sée. De plus,
LW = e>(SH, W) c LYPW c %S, W)

chacun des espaces étant dense dans le suivant.

Voici I'idée de la démonstration, pour les détails de laquelle nous ren-
voyons & [63]. Pour x € W, I’application exp, est un difféomorphisme de la
fibre D, C T;W sur son image. Ainsi, pour tout ¢, I'égalité exp, ) Y (t) =
exp, ) Z(t) implique que Y (t) = Z(¢). Le « changement de carte »

Y — eXp;,1 (exp, Y)

(14)Le rayon maximal des disques d’un tel fibré est le rayon d’injectivité de la variété
riemannienne W.
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envoie une section WP sur une section WP parce que l’exponentielle
est C* et ce changement de carte est aussi différentiable que les lacets x
et 2’ qui le définissent. C’est bien une structure de variété sur LHPV.

La compatibilité des atlas définis par différentes métriques riemanniennes
vient une fois encore du fait que I’exponentielle de toute métrique rieman-
nienne est une application C*°, ce qui donne a la composition

(expg)a7 (expg,);/l
——— —— s

WP (z*D,) eV(shw)
(avec des notations évidentes) la différentiabilité voulue.
Enfin les inclusions sont claires et la derniére assertion est conséquence
de la densité de €>°(S1; W) dans C°(St; W). O
Remarquons que ’espace tangent en un point y € LYPW A cette variété
de Banach est, par construction,

T,LYPW = WP (y*TW).

WP (3" D,)






CHAPITRE 7

GEOMETRIE DU GROUPE SYMPLECTIQUE,
INDICE DE MASLOV

Dans ce chapitre, nous allons définir I'indice des points critiques de la
fonctionnelle d’action.

Traditionnellement, ’indice de Maslov désigne un nombre entier rela-
tif associé & un lacet dans la grassmannienne A, de tous les sous-espaces
lagrangiens dans R2". Ceci parce que le groupe fondamental de cette grass-
mannienne est isomorphe a Z (voir par exemple l'exercice 40 page 495 ou
le livre [44]) et, en derniére instance, parce que celui du groupe unitaire
U(n) est, lui aussi, isomorphe & Z. L’indice dont nous allons parler ici est
un nombre entier associé & des chemins dans le groupe symplectique Sp(2n),
lequel se rétracte sur U(n) et a donc, lui aussi un groupe fondamental in-
fini cyclique. Dans ce cadre, on 'appelle aussi indice de Conley-Zehnder
(voir [62, 61] et [42], dont nous nous sommes inspirés ici, pour des réfé-
rences).

7.1. Vers la définition de I’indice
On se place dans la situation du chapitre précédent, un hamiltonien
H:WxS" —R

dépendant du temps et une solution z(t) périodique de période 1 de @ =
X;(x) dont nous supposons que c’est un lacet contractile. Nous avons vu
que ces lacets sont les points critiques de A g. Nous voulons donc définir un
indice pour ces points critiques.

Nous allons le faire en trois étapes. Partons d’une orbite x non dégénérée
(et contractile).

(1) Nous lui associons un chemin t — A(t) de matrices symplectiques,
avec A(0) =1Id et 1 & Spec A(1).
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(2) A tout tel chemin, nous associons un chemin v : [0,1] — S! avec
v(0) =1 et (1) = £1.

(3) Et a tout tel chemin (& valeurs dans S'), nous associons un entier.
Nous aurons ainsi associé un entier p(x) € Z au point critique non dégé-
néré x.

7.1.a. Premieére étape. On a donc fixé cette orbite périodique z(t) =
©'(x(0)). On choisit une base symplectique

Z(0) = (Z1(0), ..., Z2,(0))

de T0yW. Rappelons (voir le §5.4) que ¢! préserve w. En particulier, la
matrice A(1) de l'application linéaire T, )¢ dans la base Z(0) est une
matrice symplectique, A(1) € Sp(2n) (voir le §5.6 pour le groupe sym-
plectique Sp(2n)) et 1 ¢ Spec A(1) puisque la solution z est supposée non
dégénérée.

Remarquons qu’il existe une famille €* en ¢ de bases symplectiques

Z(t) = (Zl (t)’ ) ZZn(t))

de Ty W, en vertu du classique théoréme que voici (voir par exemple [69]).

Théoreme 7.1.1. Pour toute application continue
Y :DF — W

le fibré symplectique v*TW est trivialisable et toutes ses trivialisations sont
homotopes. O

Nous ne démontrons pas ce théoréeme ici, il découle du fait que le
disque D* est contractile. Par exemple, le fait que toutes les trivialisations
soient homotopes se déduit du fait que deux trivialisations sont liées par
une application D¥ — Sp(2n) et utilise tout simplement le fait (c’est la
proposition 5.6.9) que Sp(2n) est connexe par arcs.

Mais revenons & nos moutons. Notre orbite périodique x est contractile,
on la prolonge en une application v : D? — W, on déduit du théoréme une
trivialisation, c’est-a-dire un repeére symplectique Z(z) pour z € D? et en
particulier un repere symplectique le long de .

De telle sorte que, pour tout ¢, on peut considérer la matrice A(t)
de I'application linéaire Tj(g)¢" dans les bases Z(0) (de Ty0)W) et Z(t)
(de Ty W), et que 'application

t— A(t)

est un chemin avec A(0) = Id et A(1) n’a pas la valeur propre 1.
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Appelons donc
Sp(2n)* = {A4 € Sp(2n) | dét(A —1d) # 0}
et 8§ I'espace des chemins joignant Id & un élément de Sp(2n)* :
8 ={y:[0,1] — Sp(2n) [ v(0) =1d et (1) € Sp(2n)*}.

Si Z’ est un autre repére symplectique le long de z, les chemins A(t) et A'(t)
sont homotopes dans 8. Plus généralement, si v est un autre prolongement
de z au disque D? et si Z’ est une trivialisation le long de v, on peut former,
en recollant u et v, une application w : $2 — W (comme au §6.3.b, ot I'on
contemplera la figure 2). Nous avons donc

— le chemin A(t) donné par la trivialisation Z le long de «,

— le chemin A’(t) donné par Z’ le long de v,

— et un chemin A”(t), donné par une trivialisation Z” le long de w, grice
a I’hypothese 6.2.2,

et ces trois chemins sont homotopes dans 8.
Ainsi nous avons réalisé notre premiere étape, c’est-a-dire associé, a l’or-
bite z, un chemin dans 8, unique & homotopie pres.

Remarque 7.1.2. Dans le cas d'un point critique = d’un hamiltonien auto-
nome H, on a déja (au §5.4.3 et dans 'exercice 8 (page 485)) construit le
chemin ¢ +— A(t) : c’est

A(t) _ etJo Hess,

ou Hess, est la hessienne de H en z, que nous noterons S pour simplifier.
En particulier, si S est non singuliere avec ||S|| < 2, alors Jp.S n’a pas de
valeur propre 2ikm et donc e”°® n’a pas la valeur propre 1.

7.1.b. Deuxiéme étape (début). Pour I’étape 2, nous devons associer,
a un chemin A(t) € §, un chemin

v:[0,1] — S avec v(0) =1 et y(1) = £1.

Pour ceci, nous avons besoin de quelques propriétés du groupe symplectique,
celles vues au chapitre 5, et quelques précisions supplémentaires.

Nous avons dit au §5.6.d qu'il existe une application Sp(2n) — S qui
induit un isomorphisme au niveau des groupes fondamentaux. Dans ce para-
graphe, nous sommes plus explicites sur les propriétés d’une telle applica-
tion p. A l'origine de la construction présentée ici, il y a I'utilisation de [31]
par Salamon et Zehnder dans [62]. Nous donnons ici une description lége-
rement différente quoique équivalente et avons rédigé des démonstrations
détaillées des résultats d’algebre linéaire utilisés.
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Théoréeme 7.1.3 ([62]). Pour tout n € N*, il existe une application continue
p:Sp(2n) — S*
vérifiant les propriétés suivantes :
(1) Naturalité : Si A et T € Sp(2n;R),
p(TAT1) = p(A).
(2) Produit : Si A € Sp(2m;R), B € Sp(2n; R),

A0
p (0 B) = p(A)p(B).
(3) Déterminant : Si A € U(n) = Sp(2n; R) N O(2n), alors

. . L (XY
p(A) = détc(X +1Y), ou A= (Y X >

En particulier, p induit un isomorphisme
px s m(Sp(2n); R) — m(S1) = Z.
(4) Normalisation : Si Spec(A) C R, alors
p(4) = (1)

ot mq est la multiplicité totale des valeurs propres réelles négatives.

(5) p(*A) = p(A™1) = p(A).

La construction d’une telle application p est assez technique. Nous en
donnons tous les détails dans I’appendice (le §7.3). Disons quand méme
d’ores et déja que, pour une matrice A dont toutes les valeurs propres sont
distinctes, c’est « tout simplement » :

p(A) _ (71)m0/2 H )\signlmw(Y,X)

A€ESpec(A)NSt
Im(A\)>0

(on a choisi, pour chaque A, un vecteur propre X).

7.1.c. Le sous-ensemble Sp(2n)*. Reprenons le fil de notre construction
de l'indice p pour l'orbite périodique z.

Les transformations qui n’ont pas la valeur propre 1. Les transformations
symplectiques que nous avons a considérer n’ont pas la valeur propre 1
(c’est notre hypotheése de non-dégénérescence). C’est pourquoi nous avons
di considérer I'ouvert

Sp(2n)* = {A € Sp(2n) | dét(A — 1d) # 0}.
C’est le complémentaire de 'hypersurface ¥ définie par

Y ={A4€Sp(2n)|dét(A—1d) =0}.
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Ce qui nous rapproche de la définition habituelle de I'indice de Maslov dans
la grassmannienne des lagrangiens.

Il est clair que Sp(2n)* ne peut étre connexe, puisqu’il est réunion des
deux ouverts disjoints définis par dét(A — Id) > 0 et dét(A — Id) < 0.
Remarquons aussi que le signe de dét(A —1Id) est celui du produit [[(A; —1)
ou les \; sont les valeurs propres réelles positives de A.

L’exzemple de Sp(2). Dans le cas ot n = 1, Sp(2) = SL(2; R). Ce groupe est
la quadrique (affine réelle) des matrices (2 %) réelles avec ad — bc = 1, une
sous-variété de dimension 3. La décomposition polaire le fait se rétracter sur
le cercle des matrices (57 759 (c’est le groupe U(1)). L’hypersurface 3
des matrices qui ont la valeur propre 1 est celle des (‘; g) avec ad — bc =1
et a + d = 2. Elle est lisse sauf au point Id. Le complémentaire de X est

formé des deux ouverts définis respectivement par
trAd>2 et trA<2.

On voit aisément que ces deux ouverts sont connexes, puisque
— les matrices de trace plus grande que 2 sont celles qui sont semblables

a (S \21) (avee A > 0),

— celles de trace plus petite que 2 sont celles qui sont semblables a

cosf —sin 6 A0 (avec A < 0), ou -1 a
sinf cosf /'’ 0A! v ’ 0 -1/)""
toutes ces matrices se connectant sans mal a — Id.

Topologie de Sp(2n)*. La proposition qui suit est due & Conley et Zehnder.

Proposition 7.1.4 ([18]). L’ouwvert Sp(2n)* a deux composantes connezes.
L’inclusion de chacune d’elles dans Sp(2n) induit I’homomorphisme nul sur
les groupes fondamentauz.

Démonstration. On a dit que Sp(2n)* n’est pas connexe. Il reste & montrer
que chacun des sous-espaces

Sp(2n)" = {A € Sp(2n; R) | dét(A —1d) > 0}
et Sp(2n)” = {4 € Sp(2n;R) | dét(A —Id) < 0}
est connexe par arcs. La démonstration de ce fait est fondée sur le lemme

que voici.

Lemme 7.1.5. Soit A € Sp(2n)*. Il existe un chemin dans Sp(2n)* qui
joint A a une matrice B dont toutes les valeurs propres sont distinctes et
qui a ezactement zéro (si A € Sp(2n)™) ou deux (si A € Sp(2n)~ ) valeurs
propres réelles positives.
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Ce lemme étant (provisoirement) admis, on 'utilise pour montrer que
toute matrice A de Sp(2n)* se connecte par un chemin dans Sp(2n)* a la

matrice
—1Id € Sp(2n)* si A€ Sp(2n)*,

20
0
01/2 sinon.
0 |—Id
On connecte d’abord A a une matrice B comme le lemme nous y autorise.
Il reste a connecter B a I'une des deux matrices ci-dessus. Choisissons une
base de vecteurs propres de B qui soit symplectique et invariante par conju-
gaison complexe. Comme les valeurs propres de B sont distinctes, on peut
appeler X « le » vecteur propre associé a A\. On choisit, pour chaque valeur
propre A de B qui n’est pas réelle positive, un chemin A(s) joignant A a —1
en évitant 1 et tel que si A(s) est le chemin choisi pour A,
— celui choisi pour X est A(s)...
— et celui choisi pour 1/\ est 1/A(s).
On définit le chemin s — B(s) par

A(s) Xy siAER
B(s) - Xy = (s)Xx siAZ R4
AX\ si A€ Ry.

La matrice B(s) ainsi définie est réelle et dans Sp(2n)*, B(0) = B et

-X iAZR
B(l) Xy = A St ¢ +
)\X)\ SiA€R+.

On a donc deux possibilités :

— Soit B n’avait aucune valeur propre réelle positive, alors B(1) = —Id.

— Soit B avait deux valeurs propres réelles positives, A et 1/\. Dans ce
cas, la matrice B(1) dans la base symplectique des vecteurs propres X
(convenablement ordonnée) est

A0 0
B(l)=101/x
0 |—Id

Comme le groupe Sp(2n;R) est connexe par arcs, on peut connecter cette
matrice par un chemin a la matrice qui a la méme forme dans la base
canonique, puis a la matrice

20
01/2
0 |-1d

0
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Donc les deux ouverts Sp(2n)* sont bien les composantes connexes de
Sp(2n)*.

Montrons maintenant que I'inclusion de chacune d’elles dans Sp(2n;R)
induit le morphisme trivial au niveau des groupes fondamentaux. Il suffit
de relever 'application p, ce que le lemme suivant nous autorise a faire.

Lemme 7.1.6. I existe deux applications continues py : Sp(2n)* — R telles
que les diagrammes

_ R
P+ J
exp

Sp(2n)* —— Sp(2n) —— 1
7
commutent.

En effet, on a montré que p induit un isomorphisme au niveau des groupes
fondamentaux. Donc, comme

px 0 iy = exp, o(p+)x = 0,

le morphisme
iy : ™ Sp(2n)E — 1 (Sp(2n))
est nul. 0

Le lemme 7.1.6 repose sur les détails de la construction de p. Les démons-
trations des deux lemmes 7.1.6 et 7.1.5 sont élémentaires au sens ou elles
n’utilisent que de I’algebre linéaire élémentaire. Il nous a pourtant semblé
utile de les faire figurer complétement ici. On les trouvera, logiquement, &
la suite de la construction de p, dans 'appendice (au §7.3.d).

Nous avons terminé I’étape (2), il reste a définir I'indice, un entier.

7.2. L’indice de Maslov d’un chemin

7.2.a. Définition de I’indice de Maslov. Appelons W™, respective-
ment W™, des matrices fixées dans Sp(2n)™, respectivement Sp(2n)~, par
exemple celles que nous avons utilisées dans les démonstrations du paragra-
phe précédent,

20
Wt=-1d, W-=]01/2
0 [—Id

0



188 CHAPITRE 7. INDICE DE MASLOV

Pour tout chemin « : [0,1] — Sp(2n), on choisit un relevé « : [0,1] — R de
poy

et on définit

Si A € Sp(2n)*, on choisit un chemin 4 (dans Sp(2n)*) de A a la matrice
W* de Sp(2n)*. Grace a la proposition 7.1.4, la classe d’homotopie de 74

est bien définie et en particulier, A(y4) ne dépend que de A. On pose donc
r(A) = A(va).

N

_-S——

—

o N
y
,
o
S

S
H»

51 dét(A—1d) = 0

FIGURE 1

Supposons maintenant que v soit un chemin joignant Id & un élément de
Sp(2n)*. On définit 'indice de Maslov p() de ce chemin par

(@)

A(Y) +r(p(1)).

C’est le nombre de « moitiés de tours » que 'image par p du chemin composé
de ¥ et v4 parcourt sur le cercle.

Proposition 7.2.1. L’indice de Maslov est un nombre entier. Deux chemins v

et Yy sont homotopes avec extrémité dans Sp(2n)* si et seulement si ils ont
le méme indice. De plus on a
— le signe de dét(y(1) —1d) est (—1)+¥)—n,
— si S est une matrice symétrique inversible de norme ||S|| < 27w et si
P(t) = exp(tJ5),
(1) = nd(S) — n

ot Ind(S) désigne le nombre de valeurs propres négatives de S.
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Démonstration. Pour commencer, composons notre chemin  avec un che-
min contenu dans Sp(2n)* et joignant ¢(1) & la matrice W*, comme nous
y autorise la proposition 7.1.4. Appelons « le chemin composé. On a

w@) =A() €z
puisque p(W¥*) = +1.

De plus, grace a la méme proposition, deux chemins g et 11 sont ho-
motopes si et seulement si les deux prolongements 7 et 1 sont homotopes
(& extrémités fixées). L’application p induit un isomorphisme au niveau des
groupes fondamentaux, donc ceci est équivalent a 1’égalité A(vy) = A1),
c’est-a-dire a 1’égalité des indices de Maslov de 9 et 1.

Soit ¢ un chemin et v un prolongement comme ci-dessus. Si ¥(1) €
Sp(2n)t, c’est-a-dire si dét(¢p(1) — Id) > 0, Pextrémité de v est en W =
—1Id et donc p(y(1)) = (—1)™. Dans ce cas, u(¢)) — n est donc pair. Si, au
contraire, dét(¢(1) —Id) < 0, v va a W~ et p(v(1)) = (—=1)"1, de sorte
que u(y)) — n est impair.

Il reste & démontrer ’énoncé sur les matrices symétriques. On vérifie
sans mal (exercice 15 page 487) que, si S est symétrique, exp(tJS) est
symplectique. Ensuite, comme S est symétrique, elle est diagonalisable dans
une base orthonormée et il existe un chemin A — P(\) de matrices dans
07 (2n) tel que P(0) = Id et S(1) = *P(1)SP(1) soit une matrice diagonale.
Posons

S(A\) ='P(A\)SP()\) et x(t) =exp(tJS(N)).
L’indice (au sens des formes quadratiques) de la matrice symétrique Sy ne
dépend pas de A. Le fait que la norme de S soit inférieure a 27 garantit que
exp(JS(A)) n’a pas la valeur propre 1. On peut donc calculer l'indice de
Maslov du chemin vy, pour n’'importe quel A (puisque l'indice n’en dépend
pas et 1) € 8) et donc, on est ramené a démontrer ’égalité voulue dans le
cas ou la matrice symétrique est tout simplement diagonale. On peut méme
supposer, en utilisant le méme argument, que S a pour valeurs propres 7
et —m. On décompose ensuite R?" en somme de n plans symplectiques, ce
qui fait qu’il suffit de calculer 'indice de Maslov dans le cas des matrices

70 m 0 - 0
0w}’ 0-7/)’ 0 —7/)°
En effet, la propriété de multiplicativité de p dans le théoreme 7.1.3 se

traduit en additivité de 'indice de Maslov.
Pour la premiere,

symétriques

—sinnt cosmt

exp(tJS) — ( cos Tt s1n7rt>
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est une rotation d’angle —tm. Cette matrice est la matrice unitaire
exp(—itrm), de sorte que son image par p est exp(—itm). Il en résulte un
indice de Maslov

pulexp(tJS)) = —1(=Ind(S) — 1).

Le méme calcul pour la troisiéme matrice donne

exp(t]S) = <cos 7t —sin 7rt> ’

sinwt coswit

une rotation d’angle t7 cette fois, de sorte que son image par p est exp(itm).
Il en résulte un indice de Maslov

pexp(tJS)) = 1(=Ind(S) — 1).

La deuxieme matrice symétrique donne

exp(tJS) — ( chrt —shwt),

—shnwt chwt

Tt

une matrice dont les valeurs propres sont e™ et e~ ™, deux nombres réels

positifs, de sorte que p envoie cette matrice sur 1 et que
w(exp(tJS)) =0 (= Ind(S) — 1).

On a bien la formule annoncée (avec n = 1) dans ces trois cas et donc en
général par additivité. O

7.2.b. Bilan, troisiéme étape. Sous I'hypothése 6.2.2, a toute orbite
périodique de période 1, non dégénérée et contractile, on a ainsi associé un
entier, son indice de Maslov.

Notons que le calcul de 'indice de Maslov pour les matrices symétriques
effectué ci-dessus donne, dans le cas d’un hamiltonien autonome et d’une
orbite stationnaire :

Corollaire 7.2.2. Soit W une variété symplectique de dimension 2n, soit
H : W — R un hamiltonien (autonome) et soit x un point critique de H. On
suppose que H est petit au sens de la topologie C2, ici que |[Hess,(H)|| < 27.
Alors Uindice de Maslov u(x) de x comme solution périodique du systéme
hamiltonien et son indice Ind(x) comme point critique de la fonction H sont
reliés par

w(x) = Ind(z) — n. O
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7.2.c. Lien entre matrices symplectiques et symétriques. Nous sa-
vons (grace a Pexercice 15 (page 487) et & la proposition 7.2.1) que, lorsque S
est une matrice symétrique, exp(tJS) est une matrice symplectique. On a
plus généralement :

Lemme 7.2.3. Soit S : [0,1] — M(2n;R) un chemin continu de matrices
symétriques. Alors le chemin R :[0,1] — M (2n;R) solution de

%R(t) — JS(HR(), R(0) =1d

est dans Sp(2n). Réciproquement, si R : [0,1] — Sp(2n) est un chemin de
classe C', alors le chemin

S(t)=—JRt)R(t)™*
est formé de matrices symétriques.
Démonstration. On a noté par ' la dérivée par rapport a t. On a d’abord
‘R(t) = —'R(t)S(t)J,
puis
(‘RJR) ='R'JR +'RJR'
= —'"RSJ’R+'RJ*SR
='"RSR—~'RSR =0,
ce qui montre que ‘RJR = J pour tout ¢ € [0, 1], et donc que R(t) € Sp(2n).
Réciproquement, c’est encore un calcul :
S — YJRR ) =R IR
='R71'R'J puisque J est anti-symétrique
— 'R-L(RJ)
=R (JR™')" puisque ‘RJR=J = 'RJ = JR™!
— 'R J(RLY
= JR(R™')" puisque de méme 'R™'J = JR
= —JRR' puisque RR"'=Id= RR '+ RR =0
=5 O

7.2.d. Chemins d’indice de Maslov prescrit.

Lemme 7.2.4. Pour tout k € Z, il existe une matrice diagonale S, €
M (2n; R) telle que le chemin associé R(t) = exp(tJSk) soit dans § et vérifie

p(R(t) = k.
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Démonstration. Commengons par généraliser un calcul déja effectué
page 188 en dimension 2. On choisit un entier ¢ impair et on considere la
matrice diagonale S = (4 2 ). Alors,
otis _ ( cos Irt sindmt
—sin ¢wt cos dnt
est un chemin dans § qui aboutit en —Id = W+ € Sp(2)*. La matrice '/
est la matrice unitaire e~** € U(1) C Sp(2), de sorte que p(e!’®) = —£.

Pour § = (é ,01), on a
eth_ cht —sht
~ \—sht cht )’

chemin dans 8§ formé de matrices dont les valeurs propres ef et e~! sont
réelles positives et distinctes pour ¢ > 0, de sorte que u(e*’¥) = 0.

Par additivité de I'indice de Maslov, les matrices diagonales (écrites dans
les coordonnées p1,q1, ..., Pn, qn)

I '

- 0
Sk = 0 —m

si k = n mod 2, respectivement
_r 0 -
0 —m

-7 0
Sk = 0 —m

(n—k—2)r 0
L [ 0 (n—k—2)r|]

si k =n — 1 mod 2, définissent des chemins d’indice de Maslov k. O

Nous réutiliserons ces matrices Sy, sous ce nom, au chapitre 8.
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7.3. Appendice : construction et propriétés de p
7.3.a. Préliminaires. Soit B la forme

C" xC" — R
définie par

B(X1,Xs2) =Imw(X1, X3).
Lemme 7.3.1. La forme B est une forme R-bilinéaire, symétrique et non
dégénérée. De plus, elle satisfait a
B(iX1,iXs) = B(X1,X2) et B(X1,X3)=—B(X1, Xa).
Démonstration du lemme. 11 est bien clair que B est R-bilinéaire. On vérifie
directement qu’elle est symétrique
B(X2,X1) = Imw(Xo, X1)

= —Imw(Xy, X2)

= Imw(Xy, X2)

=Imw(X1, X2) = B(X1, X2).

Pour montrer qu’elle est non dégénérée, supposons que X soit tel que
B(X,Y) =0 pour tout Y. On a donc

Imw(X,Y)=0 VY € C™,

et donc aussi
Imw(X,iY)=0 VY € C?*,
et par conséquent
wX,Y)=0 VY €C?,
donc X = 0 puisque w est non dégénérée.
Les deux égalités ont aussi des démonstrations directes :

B(iX1,iXs) = Imw(—iX1,iX2) = Imw(X1, X2) = B(X1, X2)
pour la premiere, et
B(X1,X5) =Imw(X;, X5)
= — Imw(Xy, Xz)
= —Imw(X1, X2)
= —B(X1, X>2)
pour la seconde. O

Corollaire 7.3.2. La forme quadratique Q(X) = B(X,X) = Imw(X, X) est
non dégénérée et sa signature est nulle. [
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Ici on a utilisé la terminologie ou la signature d’une forme quadratique
est la différence

o(Q) = m(Q) —m_(Q)

ou m4., resp. m_, est la dimension maximale des sous-espaces sur lesquels @
est définie positive, resp. négative (m_ est ce que nous avons appelé I'indice
dans le contexte des points critiques).

Lemme 7.3.3. Soient \ et pu deuz valeurs propres de A. Si A # 1 alors les
sous-espaces caractéristiques Ey et E,, sont orthogonauz pour B.

C’est une conséquence immédiate de la proposition 5.6.6 : si X1 € E) et
Xy € E,, alors X1 € Fx et w(X1, X2) = 0. O

Corollaire 7.3.4.

(1) Soit A € S*. Alors B et Q sont non dégénérées en restriction a E.

(2) Soit A € C — S'. Alors B et @ sont non dégénérées en restriction a
E\® E1/X' De plus, la signature de la restriction de Q) da ce sous-espace est
nulle.

Démonstration du corollaire. La seule assertion qui mérite une vérification
est celle sur la signature. Nous savons que la restriction de w a E) @ Ey
est non dégénérée (c’est le corollaire 5.6.7) et que les deux sous-espaces
caractéristiques sont isotropes. On peut donc trouver une base (Xi, ..., Xk)
de E et une base (Y1,...,Y}) de Ex telles que (X1, ... X5, Y1, ..., Y} soit
une base symplectique de E) © E; /. Posons

Uj:Xj+iY—j', vj:Xj_i}/}'
On a alors
B(uj,ux) = B(X; +1iYj, Xp, +iYs)
= B(iY}, X)) + B(iYs, X;)
=Imw(—iY;, X3) + Imw(—iYy, X;)

par suite () est définie positive sur le sous-espace engendré par les uj, et
B(Uj, 'Uk) = B(Xj + iY}, Xk - ZYk)
= B(iY}, Xi) — B(iYy, X;)
= O7
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donc les sous-espaces engendrés par les u; et les v; sont orthogonaux, enfin
B(vj, o) = B(X; — iV}, Xj, — iY5)
= —B(iYj, X)) — B(iY, X;)
= —20; k,

donc @ est négative sur le sous-espace engendré par les v;. Donc sa signature
est nulle. O

7.3.b. Définition de p. Définissons maintenant ['application p. Si
A € ST — R est une valeur propre, on écrit le sous-espace caractéristique

Ex=Ef @ E;

comme somme de deux sous-espaces vectoriels réels de C2", sur lesquels
la forme ) est définie positive, respectivement définie négative. Comme
QiX) = Q(X), les deux sous-espaces sont stables par la multiplication
par i et sont donc en fait des sous-espaces vectoriels complezes de C2".
On appelle m (\) et m_(A) les dimensions complexes de ces espaces,

m4+(A\) = dime B, m_(\) = dimc B},
de sorte que
mi(A) +m_(A) = dimc Ex = m(N),
la multiplicité de A. On définit ensuite la signature de la valeur propre A
comme
o(A) =my(A) —m_(N).
Rappelons que la multiplicité de —1 comme (éventuelle) valeur propre est

paire, puisque E_; est symplectique (c’est le corollaire 5.6.7), ainsi la somme
des multiplicités des valeurs propres réelles négatives est un nombre pair,

my = Z m(\) € 2N.
AESpec(A)NR_
Ce qui fait que ’on peut enfin poser
o) = (-2 [ Ao,
AESpec(A)N(ST—R)
C’est 'application annoncée dans 1’énoncé du théoreme 7.1.3, comme nous

allons le démontrer. Commencgons par remarquer qu’on aurait pu utiliser
seulement les valeurs propres a partie imaginaire positive.

Proposition 7.3.5.
()= (~mo2 T AW,

A€Spec(A)NSt
Im(A)>0
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Démonstration. Nous avons dit (c’est la remarque 5.6.8) que X — X est
un isomorphisme de sous-espaces vectoriels réels de Ey sur Ey. Comme
Q(X) = —-Q(X), on a, pour A € S,

my(N) =m_(\)
m_(A) = my(X)
o(N) = o (M),
de sorte que
A+ O) L YY) ey

En regroupant les valeurs propres de module 1 par paires (A, A) dans la
définition de p, on obtient la formule annoncée. O

7.3.c. Propriétés de p. Commencons maintenant a vérifier les propriétés
espérées pour p, c’est-a-dire a démontrer le théoreme 7.1.3.

Continuité de p. Soit (Ai)ren une suite dans Sp(2n;R) convergeant
vers une matrice A € Sp(2n). Nous allons montrer que la suite des p(Ay)
converge vers p(A). Il est clair qu’il suffit de le faire pour une sous-suite de
(Ag). Nous allons utiliser le fait que les valeurs propres dépendent contini-
ment des coefficients de la matrice, un fait classique dont voici un énoncé
précis) :

Proposition 7.3.6. Soit (Ax)ken une suite de matrices carrées mxm tendant
vers une limite A. Soient A1, ..., Ay les valeurs propres de A, écrites avec
leur multiplicité. Alors il existe une numérotation \¥,... Nk des valeurs
propres de Ay, telle que
. . k
Vie[l,m] kEI—iI-loo AF =\

Nous aurons aussi besoin d’un résultat de continuité des sous-espaces

caractéristiques :

Proposition 7.3.7. Sous les mémes hypothéses, soit A une valeur propre de A.
Alors, a extraction d’une sous-suite prés
k=400 i aF=x ’
iEG= AT AN

(D Dont la démonstration est laissée en exercice aux lecteurs volontaires ; nous proposons,
dans 'exercice 43 page 497, une démonstration fondée sur le théoréeme de Rouché.
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Dans cet énoncé, la convergence d’une suite de sous-espaces vectoriels
de méme dimension (de C™) vers un sous-espace de cette dimension est
définie (comme convergence dans la grassmannienne correspondante c’est-
a~dire) par limV}, = V ¢'il existe pour tout k une base unitaire By de Vj
telle que la suite des By, converge vers une base B de V.

Démonstration. Notons A¥, A5 ..., )\ffk les valeurs propres (distinctes) de Ay
dont les sous-espaces caractéristiques apparaissent dans la somme directe.
Gréace a la proposition 7.3.6, nous savons que la somme de leurs multipli-
cités est la multiplicité de la limite A. Appelons Vi cette somme directe et
remarquons que

Vi, C Ker(A — AFId)™O0 (A4 — AFTd)™O) .. (4 — AF 1d)™ ),

k 7. .
En effet, (A—)\;? Id)™5) g’annule sur le sous-espace caractéristique Eyx (Ay)
J
(par définition des sous-espaces caractéristiques). Donc, si v € Vi est une
suite de vecteurs qui converge vers v, on a

(A= X1d)™Ny =0,
et par suite v € Ey(A). O

De la proposition 7.3.6, on déduit sans mal un autre résultat qui nous
sera utile :

Proposition 7.3.8. Si (Vi.)ren est une suite de sous-espaces vectoriels de C™
de la méme dimension convergeant vers un sous-espace V et si ) est une
forme quadratique sur C™ dont la restriction d chacun des Vi, et a V est
non dégénérée, alors, pour k assez grand, la signature de Q|y, est constante
et égale a celle de Qly .

Démonstration. On choisit une suite de bases unitaires des Vi qui converge
vers une base unitaire de V' ; la matrice de la restriction de @ a Vj tend
vers celle de la restriction de @ a V' ; le nombre de valeurs propres positives
comptées avec multiplicité est donc constant pour k assez grand. O

Venons-en maintenant a la démonstration de la continuité de p. Soit
(Ag)ren une suite de matrices symplectiques convergeant vers A € Sp(2n)
et soit A € S* N {Im(z) > 0} une valeur propre de A. Avec les notations
utilisées ci-dessus, écrivons

Ex(A) = m Eyy (Ap) © - © Exe (Ag).

La valeur propre A peut étre approchée par une suite (A\*)ren de valeurs
propres de Ay qui sont sur le cercle ou par une suite (1*)zen de nombres
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a Dextérieur du cercle mais dans ce cas, aussi par la suite des (1/7")gen.
C’est ce qui est illustré sur la figure 2.

/—Lk)fl

(

FIGURE 2

Appelons A, ..., )\’;k (pour s < 1) celles des valeurs propres qui sont
sur le cercle pour k assez grand. Voici un corollaire de la proposition 7.3.8

Corollaire 7.3.9.

k
Jim ()79 (4, )75 = a0,
Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 7.3.8
lorsque s, = i, puisqu’alors

U()\]f) + -+ U()\l;k) =o())

pour k assez grand, ce qui donne le résultat voulu. Si s < rg, les valeurs
propres /\ng RPN )\’fk peuvent étre regroupées par paires p, i ' de méme
multiplicité (comme indiqué sur la figure 2). Mais, d’apres le corollaire 7.3.4,
la signature de Q sur E,(Ay) @ E;-1(Ag) est nulle. La relation entre les
signatures est encore satisfaite et le corollaire démontré. O

Pour finir la démonstration de la continuité, il reste a analyser les suites
de valeurs propres des matrices Ay tendant vers une valeur propre réelle A
de A.

Commencons pas le cas d'un A > 0. Si A # 1, AF et \ n’interviennent pas
dans la définition de p. Si A = 1, seules interviennent dans la définition de p
des suites qui sont sur S* N {Im(z) > 0} pour k assez grand (figure 3). Pour
chacune de celles-ci,

lim (A*)°%) =1 puisque lim AF =1.
k—+o00 k—+o00

Passons maintenant au cas d’'un A < 0 (figures 4 et 5). Appelons

— (comme ci-dessus) A, ..., )\fk les suites de valeurs propres de Aj qui
sont dans S' N {Im(z) > 0} pour k assez grand (s’il y en a au moins une,
alors A = —1),

- /\ka, ceey )\fk les suites réelles,

= Apt1,-- -5 Ap,, les autres.
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FIGURE 3

Nous démontrons :

Proposition 7.3.10.

kEI}}OO(/\]lC)G()\If) . ()\lzk)"()\?k) . (71)(m(>‘§k+1)+'“+m()\fk))/2 — (71)7”()‘)/2.

Démonstration. Si A # —1, alors s, = 0 et les valeurs propres A, 41, .., Ar,
peuvent étre regroupées en quadruples i, 1/u, i, 1/ (figure 4), de sorte que

m(p) +m (/) + m(@) +m (1/7) = 4m(p).

La continuité des valeurs propres (proposition 7.3.6) donne donc, pour k
assez grand, que

m(\) s m(AF) s m(AF)
T‘Z g ; 2

i=1

ont la méme parité, et la démonstration est terminée.

FIGURE 4 FIGURE 5
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Si A = —1, les valeurs propres A +1,...,Ar, SOnt, pour une partie

—k
les conjugués A, ..., A, , pour le restant des quadruples p, 1/p, 7,1/ (fi-
gure 5). On a cette fois, pour k assez grand, et modulo 2

Sk Sk ~k ty
() _ -~ mA) m(A;) m(AY)
y SXg tly t 2 )
=1 i=1 i=sk+1
Sk tr k
_ k m(A7)
=1 i1=sk+1
Sk tr k
_ k m(A7)
=1 i=sp+1

en utilisant le fait que m et o ont la méme parité. C’est le résultat annoncé.
O

Ceci (c’est-a~dire le corollaire 7.3.9 et la proposition 7.3.10) finit la
démonstration de la continuité de p. O

Montrons maintenant que ’application continue p ainsi construite satis-

fait bien toutes les propriétés annoncées dans le théoreme 7.1.3.

Naturalité. Les matrices TAT ! et A ont le méme spectre, avec multipli-
cité. De plus, les sous-espaces caractéristiques se correspondent, par

E{ATT = T(BR).

Enfin, comme T n’est pas n’importe quelle matrice inversible, mais un élé-
ment de Sp(2n; R), elle préserve la forme symplectique w et tout ce qui s’en
déduit, en particulier, Q(T(X)) = Q(X), donc

miAT_l()\) =m4(\) et enfin p(TAT 1) = p(A). O
Produit. Le spectre de (‘5‘ %) est la réunion des spectres de A et B (avec

multiplicités) et de méme (avec la convention que E) = 0 si A n’est pas une
valeur propre),

o (3 g) — E\(A) & Ex(B).

Les m4 s’ajoutent, eux aussi, et donc
A0
= p(A)p(B). O
o( ) = ra()

Normalisation. Cette propriété (p = +1 si les valeurs propres sont réelles)
est une conséquence immédiate de la définition de p. O
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Déterminant. Soit A € Sp(2n; R) N O(2n) = U(n),

M —-N : s s T .
A—(N M)’ identifiée &4 U = M +iN € U(n).

Remarquons d’abord que les valeurs propres de A sont bien les valeurs
propres de U. On a d’une part
et de l'autre

Uz) =z = A (_ZZZ> =\ (—Z)
(M -N

N M) <Z;) :A(S) = (M +iN)(v +iw) = Mv + iw)

(si par hasard v+iw = 0, on a (M +iN)v = \v, de sorte que A est bien une
valeur propre de U). En particulier, les valeurs propres de A sont, comme
celles de U puisque ce sont les mémes, des éléments de S*.

Lemme 7.3.11. Soit A € Sp(2n;R) N O(2n) = U(n) et soit A\ une valeur
propre non réelle de A. Alors

miA) =mY(\) et mA(-1) =2mY(-1).
Démonstration. Les matrices A et U sont diagonalisables sur C, donc les
sous-espaces caractéristiques F, sont tout simplement les sous-espaces
propres. Soit Jy la structure complexe

Jo = (1(21 _Old> , desorte que J§ = —1d, AJy = JoA

et w(X, JoY) = (X,Y), le produit scalaire de R?". Comme A commute avec
Jo, on a

Jo(E) = EX.
Par ailleurs, Jy € Sp(2n;R) N O(2n) est, elle aussi, diagonalisable sur C,
ses valeurs propres sont 7 et —i, avec multiplicité n pour chacune, ses sous-
espaces propres sont

e {(z)rec) w ma={(5) eecr)
1 —1x

En particulier, pour v € El-JO7 on a
w(B,v) = w(T, —iJgv) = —iw(T, Jov) = —i(|[Rév||® + |[Imv]|®),

donc @ est définie négative sur E;-] 9. Un calcul analogue montre qu’elle est
définie positive sur Eioz On en déduit que les sous-espaces propres de A
satisfont a

Ef =E\nE”", E;=E\nE/.
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Donc
() =i (var) () ()
={z e C"| (M +iN)x = Az}

ce qui est exactement le sous-espace propre pour A de la matrice U. Par
conséquent, on a bien mf()\) = mY()\). Le cas de la valeur propre —1 se
traite de fagon analogue : on vérifie que

Y) e E4 NR*™ — (v+iw) € EY,,
w

de sorte que les sous-espaces propres de A et de U pour la valeur propre —1
sont isomorphes comme sous-espaces vectoriels réels, et que

1 1
mA(=1) = dimg (B4, NR?") = dimg EY, = 3 dimg EY, = §mU(—1)
...ce qui finit la démonstration du lemme... O
et qui démontre que p(A) = détc(U). O

Passage a ’inverse. On a vu que ‘A = J(;IA_lJO, donc, en appliquant
la naturalité, p(*A) = p(A~'). Ensuite, A est une valeur propre de A™! si et
seulement si 1/A en est une de A et les sous-espaces caractéristiques sont
les mémes

E\(A7Y) = Eqy )5 (A),

en particulier,
—1

mA () =mA1/A) et mA (=1) =mA(=1), doncmf  =mf.

On calcule ensuite
pA7) = (-2 T At
AESpec(A™1)
AeST-R
= (_1)m§/2 H A/
A€Spec(A~1)=Spec(A)
AeST-R

En changeant A en 1/, on trouve

1 Ay 1 mi) 1 —_—
p(A7Y) = (—mi2 ] (A) _ Lo
A€Spec(A)

AeST-R



7.3. APPENDICE : CONSTRUCTION ET PROPRIETES DE p 203

7.3.d. Les lemmes sur Sp(2n)*

Démonstration du lemme 7.1.6. On utilise la description précise de p don-
née dans la proposition 7.3.5 pour construire p et des énoncés analogues a
ceux prouvant la continuité de p pour démontrer celle du relevé.

Pour A € S1, non réel, on appelle arg(\) le nombre

arg(A) € 10, 27| tel que exp(iarg(A)) = A

On définit p : Sp(2n)* — R par les formules

my(N)arg(\) + > zm()\) si A € Sp(2n)™
)\GSpfc(A) )\GSplec(A)
~ AeS'-R AgST-R
p(A) = T
my(NargN\)+ >, —m(\)+7 si AeSp(2n).
AESpec(A) AESpec(A)
AeST—R AgST-R

Remarquons que la premiére somme peut s’écrire en n’utilisant que les va-
leurs propres a partie imaginaire positive :

S omiWag) = S (me (W arg() +my (N arg(R)

AESpec(A) AESpec(A)
AeST-R AeStn{Im(z)>0}

= > (myNarg(\) +m_(N)(2r — arg(\)))

AESpec(A)
AeStn{Im(z)>0}

= ) (m(Em) +o(A)arg().
AESpec(A)
AeStn{Im(z)>0}

Puis, les valeurs propres non réelles de A € Sp(2n) peuvent étre groupées
par paires A\, A de méme multiplicité. On en déduit une expression de p ne
faisant intervenir que les valeurs propres de partie imaginaire positive :

— pour A4 € Sp(2n)™,

p= > 2n(m_(N) +o(A) arg(\)
AESpec(A)
AeStN{Im(z)>0} -
LD DR L OVESD W X IOVE
AESpec(A) AESpec(A)NR
Ae{Im(z)>0}—S*
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— et pour A € Sp(2n)~,

p= Z 2r(m—_(A) + o(X) arg(N))
AESpec(A)
AeStN{Im(z)>0}

™
A —m(A .
+ 3 N+ Y 5 M)+
AESpec(A) A€Spec(A)NR
Ae{Im(z)>0}—S*

Vérifions maintenant que p a les propriétés requises. Soit A € Sp(2n)™.
Les valeurs propres de A qui ne sont ni réelles ni de module 1 arrivent
par groupes de quatre, avec méme multiplicité. La multiplicité totale des
valeurs propres réelles positives est elle aussi divisible par 4 : elles arrivent
par paires (A, 1/)\) et

0<dét(A-Id)= J[ (-1
AESpec(A)
est de méme signe que H (A=1).
A€eSpec(A)NR4

On en déduit que

exp <z Z m()\);T) = exp (i%ﬁ) = (—1)mo/2
AESpec(A)
AgS'—R

(rappelons que my est la multiplicité totale des valeurs propres réelles né-
gatives de A). On a donc bien

exp (ip(A)) = p(A) VA€ Sp(2n)".

Pour le cas de Sp(2n)~, la multiplicité totale des valeurs propres réelles
positives de A est, grace au méme argument, un entier de la forme 4k + 2,
mais nous avons un « supplémentaire dans la formule définissant p, de sorte
que

€xXp (Z Z m()\)g + 7T> = exp (z (%w + 2€7r)> — (_1)m0/27
AESpec(A)
AeST-R

et donc ici encore,
exp (if(A) = p(A) VA€ Sp(2n).

Donc p4 est un relevé de p.

Montrons maintenant que cette application p est continue, en utilisant des
arguments similaires a ceux qui nous ont déja servi a montrer la continuité
de p. Nous ne le faisons que sur Sp™(2n), la démonstration pour Sp(2n)~
étant completement analogue. Nous procédons comme pour la continuité
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de p, avec une suite (A )ren convergeant vers A dans Sp(2n)T. Si A est une
valeur propre de A, notons comme ci-dessus ¥, ..., )\’fk les valeurs propres
(distinctes) de Ay, telles que limy_ 4o, A¥ = X\. Comme ci-dessus, nous de-
vons distinguer plusieurs cas. Nous utilisons dans chacun d’eux la formule
donnant p en fonction des seules valeurs propres a partie imaginaire positive.

(1) A € {Im(z) > 0} — S*. Alors, toujours par continuité des valeurs
propres,

Z am(AF) = mm(\).

(2) A € {Im(z) >0} N S*. Comme dans le corollaire 7.3.9, notons
DL )\fk_ les suites qui sont sur S! (pour k assez grand). Les autres sont
regroupées par paires u,1/f (comme sur la figure 2). Rappelons (c’est le
corollaire 7.3.4) que la signature de @ sur un espace £, ® E; 5 est nulle,
de sorte que l'on a, pour k assez grand

Sk

S o) = o ()

i=1
(comme dans la démonstration du corollaire 7.3.9). En appliquant le fait
que

1
m—(QlE,08, ) = M+ (QlB,08,7) = mp) = 5(m(p) +m(1/m),
on trouve

i (SSemm-(8) + o))+ 30 mm(ab)

i=1 i=sp+1

= lim ((27Tm(Q®:k1EA§(Ak)) + (Szk U(Af)) arg(A))

k—+o00 pat
=2mm_(A\) + o(A) arg(N).

(3) A € R, |A\| # 1. Appelons A}, ..., \f les valeurs propres de Ay
qui sont réelles pour k assez grand. Les autres arrivent par quadruples
Wy @, 1/, 1/ (comme sur la figure 4), tous les éléments du quadruple ayant
la méme multiplicité. Toujours par continuité des valeurs propres,

Tk tr Tk
Vs ™ Vs
5 m() = > 5 mA\f) =Y 5 mOA)+r > m(A).
=1 1=1 1=t +1
Im()\),z“)>0

(4) A = —1. 11y a d’abord les valeurs propres A¥, ..., )\fk_ qui sont dans S!
pour k assez grand; elles se regroupent par paires u, @ (voir la figure 5).
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Pour une suite de ce type avec Im(A\¥) > 0, nous avons

Jlim(2mm- () + o) arg(A)) - mm(AL)

= k‘grfoo (J(Af)(arg()\f) -7+ (2m,()\f) +o(\F) — m()\f))) =0.
Il y a aussi des valeurs propres )\’;k s /\fk réelles pour k assez grand, les
valeurs propres restantes )\fk PR )\’,fk_ qui ne sont ni réelles ni de module 1
et qui arrivent par quadruples p,7i,1/u, 1/f (voir la figure 5). On trouve
cette fois

m(A)

I
=
B
S
>
N

?TII
5
8
v
N
™
3
Red
_|_
M;
El
Red
_|_
™
3
Red
N——

=1 i=sp+1 i=tr+1
™ S k S k S k
= Jim Z m(Ai)+42 m(AF) +2 }Z m(A\F)
i=1 i=sp+1 1=tr+1
Im(Af)>0 Im(X¥)>0
Sk
= I k k k
- kEToo ( ; (27Tm* ()‘2 ) + U()\z ) arg()‘z ))
Im(A\%)>0 te -
m k k
+5 > omA) 47 ‘Z m()\i)>.
i=sp+1 i=tr+1
Im(AF)>0

Les relations obtenues dans ces quatre cas donnent la continuité de p. [

Démonstration du lemme 7.1.5. On part d’une matrice symplectique A qui
n’a pas la valeur propre 1, on veut la connecter a une matrice B ayant la
méme propriété, toutes ses valeurs propres distinctes et exactement deux
valeurs propres réelles positives.

Commengons par connecter A & une matrice symplectique dont toutes
les valeurs propres sont distinctes. S’il y a quelque chose a faire, c’est que A
a des valeurs propres multiples.

(1) Considérons d’abord le cas d’une valeur propre multiple A € C —
(STUR). Soient X et Y des vecteurs propres pour A et 1/ respectivement,
choisis de fagon que w(X,Y) = 1 (ce qui est possible puisque w est symplec-
tique sur B\ @ Ey,y). Le sous-espace F' de C?" engendré par X,Y, X,Y est
symplectique et ces quatre vecteurs en forment une base symplectique.
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Soit 3 : [0,e] — C* un chemin de classe €>° d’origine 1. Définissons A(s),
pour s € [0,¢], par
A(s)(X) = B(s)AX,  A(s)(X) = B(s)AX,
1 — 1 —
A(s)(Y) = ——Y, AS)(Y)==—=Y
@0 = gt AT =5
et A(s) = A sur I'orthogonal symplectique F° de F'. On vérifie sans difficulté
que A(s) est réelle et symplectique. Ainsi,

{A(snEu = Alp, pour & {A,1/A 2,1/},
A(s)|g,nre = Alg,nre  pour u € {)\,I/A,X, 1/X},
(pour s assez petit). De sorte qu’en choisissant bien (3, on aura, pour s assez
petit, 3(s)A € C — (ST UR), A(s) € Sp(2n)*, et

dimg E,(A) si peSpec(A) et pg{A,1/A, X, 1/X}
dimg E,(A(s)) = { dime B, (A) =1 si pe{A1/A X 1/A}

1 si pe{BA1/BX, BA,1/BA},

de sorte que 'on a baissé la multiplicité de A d’une unité, sans augmenter

les multiplicités des autres valeurs propres.

(2) Voyons maintenant le cas d’une valeur propre multiple dans S* — R.
Soit X un vecteur propre de A pour la valeur propre . Alors X est vecteur
propre pour \. Le sous-espace engendré par X et X peut étre ou ne pas
étre symplectique.

~ Si w(X,X) # 0, on peut procéder exactement comme ci-dessus,
c’est-a-dire choisir un chemin 8 & valeurs dans S! et définir A(s) €
Sp(2n)* de sorte qu’elle multiplie X par 8(s)A et X par son conjugué
et qu’elle soit identique & A sur 'orthogonal symplectique, ce qui fait
baisser la multiplicité de la valeur propre A de 1.

-~ Si w(X,X) = 0, comme w est symplectique sur E) © Ex, il
existe un vecteur Y dans le sous-espace caractéristique F)(A) tel que
w(X,Y)=1et w(Y,Y) = 0. Les quatre vecteurs X,Y, X,Y forment
une base symplectique du sous-espace F' qu’ils engendrent. On utilise
encore un chemin de classe €, 3 : [0,e] — C, tel que B(0) = 1 et
B(s) € C — St pour s > 0, pour poser

A(s)X = BEAX,  A(9)X = B(s)AX,

1 — _
A(s)Y = =——AY, A(s)Y = —AY
B(s)
et A(s) = A sur F°. Comme précédemment, A(s) € Sp(2n)* et les
dimensions des sous-espaces caractéristiques pour les valeurs propres
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autres que A et \ sont inchangées. On a introduit de nouvelles valeurs
propres, 3(s)A et 3(s)A(s) € C — (S' — R) pour la matrice A(s), de
sorte que 1/3(s)A\(s) et 1/3(s)A(s) sont aussi des valeurs propres. La
dimension du sous-espace caractéristique associé a A (et de méme celle
de celui associé & \) a baissé de 2, de sorte que ces nouvelles valeurs
propres sont forcées a étre simples.

(3) Supposons que A soit une valeur propre multiple réelle différente
de £1; alors 1/\ est aussi une valeur propre, avec la méme multiplicité.
Soit X un vecteur propre réel de A pour la valeur propre A. Nous savons
(c’est le corollaire 5.6.7) que E\ @ Ej /) est un sous-espace symplectique. II
existe donc, dans F/y, un vecteur X’ tel que w(X, X’) = 1. Comme A € R,
on peut méme supposer (et nous le faisons) que X’ est réel. Choisissons un
chemin (non constant) 3 : [0, ] — ]0, +oo] avec 5(0) = 1 et définissons A(s)
par

et A(s) = A sur 'orthogonal (symplectique) du plan (symplectique) engen-
dré par X et X'. La matrice A(s) est réelle, symplectique, et 5(s)\ est une
de ses valeurs propres, de méme bien siir (en vertu de la proposition 5.6.3)
que 1/(8(s)A). De plus, ces deux valeurs propres sont simples (pour s # 0)
puisque dimg Ey(A(s)) = dimg E\(A) — 1, et de méme pour 1/\. Enfin,
A(s) € Sp(2n)* (en choisissant § convenablement).

(4) Reste & considérer le cas ot —1 est valeur propre de A. Cette valeur
propre a une multiplicité paire, en particulier elle est multiple. Rappelons
que E_;(A) est un sous-espace symplectique, de sorte que ’on peut y trouver
deux vecteurs X et Y tels que w(X,Y) = 1. On peut supposer que X est un
vecteur propre et que X et Y sont réels. Appelons F’ le sous-espace complexe
qu’ils engendrent. On choisit maintenant un chemin 8 dans R avec 8(0) = 1
et I'on pose

A(s)X = B(s)A(X),  A(s)Y = mA(Y)
s
et A(s) = A sur F°. La matrice A(s) est encore dans Sp(2n)* et —8(s) est
une de ses valeurs propres (de sorte que —1/3(s) en est une aussi). Encore
une fois, la dimension du sous-espace caractéristique a baissé de 2, et donc
les valeurs propres —(3(s) et —1/8(s) sont simples.

Il est bien clair qu’en itérant assez souvent les procédés décrits ci-dessus,
on connecte notre matrice A a4 une matrice A’ dont les valeurs propres sont
distinctes et ceci par un chemin dans Sp(2n)*. Il reste & connecter A’ & une
matrice qui a zéro ou deux valeurs propres réelles positives.



7.3. APPENDICE : CONSTRUCTION ET PROPRIETES DE p 209

Si A" a deux valeurs propres A et p dans |1, +00[, on commence par les
connecter pour se ramener au cas d’une valeur propre double p : on choisit
un vecteur propre réel X pour A et un X' € Ey 5 tels que w(X,X’) = 1.
On modifie A’ sur le sous-espace qu’ils engendrent en posant

1 ,
(1—=8)A+su
de sorte que A’(0) = A’ et A’(1) n’a plus les valeurs propres A et 1/\

A()(X) = (- A+ sp)X,  A(s)(X)) =

mais p et 1/p avec multiplicité 2. Remarquons que A’(1) est diagonalisable
puisqu’elle admet la méme base de vecteurs propres que A’(0) = A’.

Soient X et Y deux vecteurs propres indépendants de A’(1) pour la valeur
propre u. Les sous-espaces caractéristiques E et Ey,y sont isotropes et leur
somme est symplectique (en application du corollaire 5.6.7). Il existe des
vecteurs X' et Y/ de Ey/y tels que

wX, X)) =w,Y)=1, wlX,Y)=w(,X") =0,

bref tels que X, X', Y, Y’ soit une base symplectique du sous-espace vectoriel
complexe F' que ces vecteurs engendrent. Comme ces vecteurs sont dans des
sous-espaces caractéristiques correspondant a des valeurs propres réelles,
on peut les choisir réels. On choisit encore une fois un chemin 3(s) avec
B(0) =1 et B(s) € C— R pour s > 0 et I'on définit A(s) par

A(s)(X +1Y) = B(s)u(X + 1Y), A(s)(X —iY) = B(s)u(X — 1Y),
! -y /! 1 / v/ ! v/ 1
A(s)(X" +14Y7) B(S)A(X +3Y"), A(s)(X' —iY") 30)
et A(s) = A sur F° (on a noté A’(1) = A pour simplifier). A nouveau, la
matrice A(s) est réelle, symplectique, et dans Sp(2n)* pour § bien choisi.
Elle admet les valeurs propres ((s)u, B(s)u, et donc aussi leurs inverses.
Comme précédemment, toutes ces valeurs propres sont simples, puisque

dimc E,(A(s)) = dimg E,(4) — 2

AKX — i),

(et de méme pour 1/p).
Ce procédé permet de supprimer tous les quadruplets de valeurs propres
de la forme
A 1AL/} € Ry — {1}
Il reste & A’ au plus deux valeurs propres réelles positives, en fait aucune si
dét(A—Id) > 0 (ce signe est le méme que celui de dét(A’—1Id)) et exactement
deux si dét(A —Id) < 0. O






CHAPITRE 8

LINEARISATION ET TRANSVERSALITE

Dans ce chapitre, nous montrons que les espaces de solutions de 1’équa-
tion de Floer jouissent d’une propriété de régularité. Plus précisément :
si H est un hamiltonien sur W, et si x et y sont deux orbites périodiques
(de période 1) de H, on peut considérer, pour toute structure presque
complexe J, Pespace M(z,y) des solutions de ’équation de Floer joignant
Porbite = a l'orbite y. Nous montrons qu’en perturbant au besoin H (sans
le modifier preés de x et de y, de sorte que ceux-ci en restent des orbites pé-
riodiques), on peut supposer que 'espace M(z, y) est une variété de dimen-
sion p(z) — p(y). La stratégie consiste a décrire I'espace M(z,y) comme
ensemble des zéros d’une section d'un fibré vectoriel sur une variété de
Banach (de dimension infinie) P(x,y). Nous utiliserons I’analogue du théo-
réme de Sard en dimension infinie (le théoréme de Sard-Smale, ici 8.5.6)
pour montrer que, aprés une perturbation de H, 'espace M(z,y) est la
pré-image d’une valeur réguliere d’une certaine application. Dans ce cadre,
I’application du théoreme de Sard nécessite I'hypothese que les applications
tangentes sont des opérateurs de Fredholm. Nous le démontrerons et nous
calculerons 'indice de ces opérateurs, qui vaudra p(z)—u(y) — la dimension
de P’espace M(z,y).

8.1. Les résultats : énoncés

Nous utilisons ’application de Floer
F:C®°MR x SLW) — C°(R x S, TW)
Ju Ju
ur— oo + JE + grad,, (Hy)
et plus exactement une version W1? de cette application (que nous préci-
serons au §8.2.d). L’espace des solutions E = € (R x S1; TW) est I'espace
total d’un fibré E — €>°(R x S'; W) dont la fibre E, en u est 'espace des
champs de vecteurs tangents a W le long de u. Par abus de notations, nous
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écrirons F(u) = 0 pour signifier que F(u) est dans la section nulle de E. 1l
est aussi possible d’utiliser les plongements

WcCcR™ et TW CW xR™

(et d’éviter cet abus).

Remarquons que si F était transverse a la section nulle de E, I’espace
des solutions de I’équation de Floer serait une variété. Cette transversalité
en une solution u dans 'image inverse de la section nulle équivaut au fait
que la projection de Im(dF), sur la fibre E, est surjective. Ici encore, nous
utiliserons abusivement la notation (dJ), pour désigner la composée prg o
(dF),, avec la projection. L’autre possibilité est de considérer F comme a
valeurs dans C®°(R x S1;R™) (voir le §8.4).

L’équation de Floer fait intervenir une structure presque complexe J et un
hamiltonien H. Notre but est de perturber H (a J fixé) pour que cette pro-
priété de transversalité devienne vraie. Nous appellerons régulier un couple
(H,J) quila vérifie et (g x H),eq I'ensemble des couples réguliers.Pour rendre
(H, J) régulier, nous définissons (au §8.3) un espace de Banach C°(H) de
perturbations de H qui ont les mémes orbites périodiques que H. Ensuite,
la démonstration se déroulera en deux temps :

— nous démontrerons d’abord que l'espace Z(z,y, J) des solutions allant
de x & y pour tous les hamiltoniens perturbés est une variété de Banach (de
dimension infinie),

— nous démontrerons ensuite que le théoréme de Sard-Smale s’applique
a la projection

™2 2(x,y,J) — CF(H),
ce qui nous permettra de conclure puisque, par définition,

M(z,y,J, H) =« ' (H).

Dans les deux étapes, la propriété de Fredholm du linéarisé (dJF), est
utilisée de fagon cruciale. Pour obtenir cette propriété, on doit remplacer
les espaces source et but de I'application F par des variétés de Banach plus
grandes, modelées sur des espaces de Sobolev WP, resp. LP. Dans ce cadre,
nous aurons

(dF)y : WHP(u*TW) — LP(u*TW)
(espaces des champs de vecteurs WP, resp. LP, tangents & W, le long de u,
définis a l'aide du plongement TW C W x R™, voir le §8.2.c)... ol1, comme
précisé ci-dessus, (dF), désigne la composée avec la projection sur la fibre
E, du fibré E, qui sera précisé au §8.2.

Voici maintenant les énoncés.
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Théoréme 8.1.1. Soit Hy un hamiltonien non dégénéré fixé. Il existe un voi-
sinage de 0 dans C°(Hy) et une intersection dénombrable d’ouverts denses
H.sg dans ce voisinage telle que, si h € Hysg, H = Ho + h est non dégénéré
et, pour u € M(Hy + h, J), Uapplication (dF), est surjective.

La notion de non-dégénérescence utilisée ici est celle définie au §5.4 (dé-
finition 5.4.4). De ce résultat, nous déduirons celui qui est notre objectif
dans ce chapitre :

Théoréme 8.1.2. Pour tout h € H,eg, pour toutes orbites contractiles x et y
de période 1 de Hy, M(z,y, Ho+h) est une variété de dimension p(z)—u(y).

Proposition 8.1.3. Soit
2(2,y,J) = {(u, H = Ho+ h) | h € C(Ho) et u € M(z,y,J, H)}.
Pour x # vy, Z(x,y,J) est une variété (de Banach).

Ce sera une conséquence, via le théoreme des fonctions implicites, de la
proposition, dite de transversalité :

Proposition 8.1.4. Si (u, H) € Z(x,y), alors
I WhHP(R x SYR?™) x C°(Hy) — LP(R x S*; R?™)
(Y, h) — (dF7),, (V) + grad, h
(ot H = Hy+h et F est l'opérateur de Floer correspondant) est surjective.

Nous explicitons la définition de I', et surtout le fait qu’elle soit définie
sur les espaces considérés, au §8.5.a. Pour finir de démontrer les théoréemes
8.1.1 et 8.1.2, il restera a démontrer :

Théoréme 8.1.5. Pour tout hamiltonien H non dégénéré, pour toute structure
presque complexe J calibrée par w, pour tout u € M(x,y,J, H), (dF), est
un opérateur de Fredholm d’indice p(x) — p(y).

Rappelons qu’un opérateur linéaire (continu) L : E — F d’un espace
de Banach E dans un espace de Banach F' est un opérateur a indice ou
de Fredholm si son image est un sous-espace fermé et si son noyau et son
conoyau sont des sous-espaces de dimension finie. L’indice d’un opérateur a
indice est la différence

Ind L = dim Ker L — dim Coker L.

Une application différentiable d’un espace de Banach dans un autre est
une application de Fredholm si sa différentielle est, en chaque point, un
opérateur a indice. Dans la pratique, nous utiliserons souvent indifférem-
ment Fredholm (méme pour les opérateurs linéaires) ou a indice (méme
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pour les non linéaires). Les propriétés utiles des opérateurs a indice et/ou
de Fredholm sont rassemblées au §16.2.

Voici comment ce chapitre est organisé : pour commencer, nous décrivons
les espaces de trajectoires qui nous intéressent ici, en utilisant les normes
de Sobolev (1,p) (au §8.2). Nous définissons ensuite I’espace de Banach
des perturbations du hamiltonien (au §8.3). Nous en venons ensuite aux
démonstrations proprement dites :

— au §8.4, nous calculons la différentielle de ’application de Floer,

— au §8.5, nous démontrons la propriété de transversalité (c’est-a-dire
les propositions 8.1.3 et 8.1.4), modulo quelques propriétés des solutions de
Péquation de Floer — en utilisant la propriété de Fredholm (ici le théoréme
8.1.5) de l'application de Floer...

— ...que nous démontrons au §8.7.

— Auparavant, au §8.6, nous établissons les propriétés des solutions de
léquation de Floer (« injectivité », principe de prolongement) que nous
avons utilisées.

— Le calcul de I'indice fait 'objet du §8.8.

— Au §8.9, nous démontrons une indispensable propriété de décroissance
(exponentielle) & I'infini des solutions de 1’équation de Floer.

Nous aurions pu aussi bien adopter l'ordre 8.4, 8.7, 8.8, 8.9, 8.6, 8.5...
Le plan qui suit devrait aider les lecteurs a se repérer dans le labyrinthe
des énoncés de ce chapitre.

8.1.5 <>8147> 8.1.3
8.1.1 =———= 8.1.2

8.2. La variété de Banach PP (z,y)

8.2.a. Les espaces de Sobolev utilisés. Nous avons besoin de travailler
dans des espaces de Banach, ce que les espaces d’applications C*° ne sont
pas. De méme qu’au §6.8 nous avons considéré les lacets de classe WP
sur W, nous allons considérer ici une structure analogue sur I’espace des u.
C’est un peu plus compliqué, et ceci pour deux raisons,

— d’abord parce que les u sont définis sur un espace de dimension 2,
I'espace R x St des (s,t),
— ensuite parce que la variable s varie dans ’espace non compact R.
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Les espaces fonctionnels que nous utilisons sont des complétions des espaces
de sections C* (avec décroissance suffisante & l'infini), pour les « normes de

Sobolev »
+oo 1 1/p
1Yz, = (/ /0 Y (s, 8)||? ds dt)
et

1Y1lyr = (/:O /01 Y (s, 0)||” + H%—i(s,t) gt H%(s,t)upds dt>1/p

pour p € ]1,400[, des espaces de Sobolev (des espaces de Banach, par
définition), respectivement

LP(R x SL,R*™) et WU'P(R x SY;R™).

Remarque 8.2.1. Les espaces de Sobolev WP peuvent aussi étre définis
comme des espaces de distributions. C’est le meilleur point de vue, puis-
qu’ainsi un élément de WP n’est pas une classe d’équivalence de suites de
Cauchy de fonctions C*° mais une distribution, de sorte qu’a ce titre il a
une dérivée, etc. Voir le §16.4.

Remarquons immédiatement une difficulté. En dimension 1, c’est-a-dire
pour un intervalle borné I de R, W1P(I) est contenu dans l’espace des
fonctions continues sur I, et ceci pour tout p > 1. Ce n’est plus vrai en di-
mension > 2 (et nous avons malheureusement affaire & un espace de départ,
R x S!, qui est de dimension 2). Pour U borné (et & bord assez régulier)
dans R™, on n’a

wtr(U) c ¢%(0)
que pour p > m (voir le §16.4). Une des difficultés de ce qui suit vient
du fait que les éléments de W12(R x S*; R?") ne sont pas des fonctions
continues™"). Quel que soit notre désir de rester dans ce sympathique espace
de Hilbert, il va donc nous falloir travailler avec des W' pour p > 2 (pour
des explications détaillées de 1'utilisation de cette condition cruciale, voir
le §12.1.b).

8.2.b. Les normes qui vont intervenir. La variété symplectique W est
toujours plongée dans un grand R™. Nous appelons Ty R™ la restriction
a W du fibré tangent TR™ (on a TywR™ = W x R™). Sur W, nous avons
la métrique riemannienne g définie par w et J, pour mémoire

9o (v, w) = wy (v, Jw), poura €W, v,we T,W.

(D Et nous voulons travailler avec des fonctions continues pour pouvoir utiliser les résul-
tats de régularité et de compacité 6.5.3 et 6.5.4.
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En utilisant une partition de 1'unité, on peut prolonger cette métrique a
TwR™ en

g:WxR"™xR™ — R,
telle que g(a, -, -) soit, pour tout a dans W, une forme bilinéaire symétrique
définie positive. Le produit scalaire usuel sur R est noté ( , ) (ou méme
parfois simplement - ).

8.2.c. Les espaces de trajectoires. Nous désignerons comme ci-dessus,
par ||y (vesp. ||l ») les normes de Sobolev sur W1P(R x S, R™) et
WLP(R x ST R?") (resp. LP(R x ST; R™), LP(R x S; R?")). Remarquons
que la norme sur les espaces RY (R™ ou R?") qui intervient dans les
définitions de ||-|[y;1., €t ||| » est la norme euclidienne, pas celle définie
par g.

Finalement, pour des opérateurs linéaires entre espaces de Banach, nous
noterons (lorsque des nécessités de clarté nous y obligeront) ||-||°” leur norme

opératorielle,
JA[*" = sup [|Az|.

llzll=1

Si x et y sont des lacets contractiles dans W, points critiques de Apg,
appelons C°(z,y) 'ensemble des applications de classe €

u:R xS — W
telles que
lim w(s,t) = z(t), lirf u(s, t) = y(t),
0 0
‘a—Z(s,t)‘ < Ke 98l ot a—?(s,t) ~ Xu(u)| < Kedl
pour des constantes K et § positives (qui dépendent de u).

Définition 8.2.2. Pour p > 2, PP(x,y) (ou P(z,y) en sous-entendant les
exposants) désigne l'espace des applications € de la forme

(87 t) = €XDuy(s,t) Y(S, t)
oY € WHP(w*TW), w € € (z,y).
Avant de préciser la définition des espaces WP (w*TW) utilisés, remar-

quons :

Proposition 8.2.3. Six ety sont des lacets contractiles et des points critiques
non dégénérés de la fonctionnelle d’action Ag, on a
M(z,y) C € (z,y) C PP (x,y).

Démonstration. C’est une application du résultat de décroissance exponen-
tielle (c’est-a-dire du théoréme 8.9.1 et de la remarque 8.9.3). O



8.2. LA VARIETE DE BANACH PP (z,y) 217

Définition de W1P(w*TW). Si w : R x S* — W est une application
de classe >, voici la définition de WP (w*TW) (que nous notons parfois
aussi WHP(R x St u*TW)). La variété symplectique W est plongée dans
un espace R™. Nous dirons que Y € WP (w*TW) si Y est une application
continue®

Y:RxS'—TW
telle que Y'(s,t) € Ty 5,1y W pour tous (s, ) et vérifie que la composition

R x 5" 2 TW c TR™ = R™ x R" 22, g

est dans W1P(R x SL; R™).

Il est aussi possible de le définir en utilisant une trivialisation® de w*T'W
plutét qu'un plongement de W dans R™. Considérons w : R x S' — W
définie par

x(t) §=—00
w(s,t) = w(s,t) seR
y(t)  s=+o0
ainsi qu’un repere orthonormé (Z;(s,t))i=1,.. 2n le long de w. Dans ce re-
pere, Y s’écrit

2n
Y(s,t) = yi(s,t)Zi(s,1t)
i=1

ot les coordonnées y; : R x S* — R?" sont définies par y; = (Y, Z;). Le
champ de vecteurs Y le long de w est dans WP (w*TW) si et seulement si
le vecteur (y1,...,%2,) est dans W1P(R x S*; R,

Que les deux définitions soient équivalentes est une conséquence d’un
lemme facile.

Lemme 8.2.4. Soient f € W'P(R x S, R) et g € C°(R x SY; R), telles
que g et ses dérivées Og/ds, Og/Ot soient bornées sur R x S'. Alors le
produit fg est dans WHP(R x SY; R) et satisfait a l'inégalité

fallwer < 171w (sup (gl 10g/05]. [og/0t)).
RxS?t
De méme, si f € LP(R x S;;R) et si g € CO(R x SY;R) est une fonction

bornée (et en particulier si g € WHP(R x S1;R)), le produit fg est dans
LP(R x SY;R) et satisfait a l'inégalité

1f9llo < 11, sup lg]
(2)Nous supposons donc p > 2.

(311 en existe, nous I’avons vu, parce que les lacets = et y sont contractiles et que notre
variété satisfait a I’hypothese 6.2.2.



218 CHAPITRE 8. LINEARISATION ET TRANSVERSALITE

En notations simplifiées, les deux inégalités pourraient s’écrire (et nous
les écrirons)

1falwre < fllwinllgller et [ fglle <IFlLo llglleo-

Démonstration. Elle est fondée sur les inégalités

1/p 1/p
( / Ifglp) < ( J w) — 1fll, suplgl.
RxS! RxS!

et
1/p 1/p
([ wasos) "< ([ (osioslal+iogsosl 1))
Rx S Rx St
< sup(lg|,[0g/0s]) [[|0f /0s| + | fIl| .
< sup(|g|,109/0s]) (10f/0s]l Lo + [ fll L)
< sup(lgl,|8g/0s],10g/0t|) || fll .
et de méme pour 9(fg)/0t. O

8.2.d. Structure de variété de Banach sur P(x,y). L’espace PP (x,y)
(définition 8.2.2) est une variété de Banach modelée sur W1P(R x S1; R?7).
C’est une propriété analogue a celle de L1P(W) (voir le §6.8). Définissons
donc (de fagon analogue), un atlas. Soient, comme ci-dessus, w € C(xz,y)
et (Z;) un repeére orthonormé le long de w, de sorte que Wh?(w*TW) est
identifié & W1P(R x S1; R?"). Comme nous avons supposé que p > 2, nous
savons que

WHP(R x S R*) — L®(R x SY; R*™)
et que cette injection est continue (voir le théoreme 16.4.9). Donc,

VY e WHP(R x SHER™), |[Y | pee < K Y[y -

Notons pinj le rayon d’injectivité (voir au besoin le §14.5) de la métrique
définie sur W. Fixons un ry < pin;j. Définissons

@ {Y € W TW) | Y [[yen € 22} — Play)
(w,Y) — exp,, (V).

C’est une bijection et, comme au § 6.8, c’est-a-dire comme dans [63] les ®,,
(pour w € € (z,y)) forment un atlas pour P (z,y).

Faisons figurer dans la notation la structure presque complexe J et le
hamiltonien H qui définissent 1’équation de Floer en question, écrivant

— M(J, H) pour l'espace des solutions contractiles d’énergie finie,
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- M(x,y,J, H) pour celles joignant = & y — attention, = et y sont des
trajectoires périodiques de X; = Xpy, et, dans ces notations, dépendent du
hamiltonien H.

L’application de Floer. Nous souhaitons définir maintenant 1I’« applica-
tion de Floer » &
T PYP (2, y) — LP(2,y)

par

ou @

F(u) = o + J(u) 5 + grad Hy(u).

Ici, LP(z,y) est un fibré sur PLP(z,y) dont la fibre en u est l'espace
LP(u*TW) qui se définit de maniere analogue & W1P(u*TW). Par dé-
finition de PYP(z,y) ses éléments u sécrivent u = exp,(X) pour un
w € C®(R x SY; W) A décroissance exponentielle et X € WP (w*TW).
Il est donc nécessaire de vérifier que F prend bien ses valeurs dans LP,
c’est-a-dire que

F(exp,, X) € LP(R x SL; R™),

ce que nous ferons au §13.3 (lemme 13.3.1 et remarque 13.3.2).

8.3. L’espace des perturbations de H

Nous voulons montrer que, arbitrairement prés (au sens de la topolo-
gie C*°) d’un hamiltonien H fixé, il existe un hamiltonien qui a exactement
les mémes orbites périodiques et pour lequel les M(x,y) sont en effet des
variétés de la dimension attendue.

Nous construisons maintenant I’espace €2°(H) de perturbations de H
annoncé au début de ce chapitre.

Fixons une suite (& préciser) € = (&,,) de nombres réels strictement posi-
tifs, et définissons :

bl = ex sup |d*h(x,t)].
>0 | (zt)EWxS?

Quelques précisions s’imposent ici. Tout d’abord, nous avons désigné par
’dkh(x, t)‘ le maximum des |d*h(z,t)| pour tous les multi-indices « de lon-
gueur k. Ensuite, pour calculer les dérivées d’ordre supérieur, on a besoin de
cartes. On fixe donc une fois pour toutes un nombre fini de difféomorphismes

\Ifi : B,L e E(O, 1)7

de telle sorte que |J, Bi = W x S L. Le sup apparaissant dans la formule est
alors

sup |dkh(a:,t)| = sup |dk(ho \I/;l)(z)|
(z,t)eW xSt 4,2€B(0,1)
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L’espace C2° des fonctions € sur W x S* dont la norme ||-||_ est finie
est bien clairement un espace vectoriel normé et complet.

Il reste a vérifier que cet espace est dense dans celui des fonctions €*°,
lorsque la suite € est bien choisie. C’est ce qu’affirme la proposition suivante.

Proposition 8.3.1. On peut choisir la suite € de fagon que l’espace des fonc-
tions € soit dense dans C>(W x S1) pour la topologie C*.

Démonstration. Nous utiliserons :
Lemme 8.3.2. L’espace C*°(W x SY), muni de la topologie C, est séparable.

Démonstration du lemme. En considérant un plongement de W x S! dans
un cube [—-M, M]™ C R™, on voit qu’il suffit de démontrer le résultat
pour C*([—M, M]™). Le théoreme de Stone-Weierstrass garantit que cet
espace est séparable pour la topologie C°, puisqu’il affirme que sa partie
dénombrable Q[X1, ..., X,,] est dense.

Pour démontrer ’assertion analogue pour la topologie C!, on fixe une
fonction x € C*®([—M, M]™), d’intégrale égale & 1 et dont le support
est contenu dans B(0,1). On considére la suite (xx) définie par xp(zr) =
E™x(kz). On démontre facilement que, pour une fonction f € C*(R™), la
suite de convolées

frxn(z) = flx—y)-x(y)dy
R’nL

0
loc

tend vers f (au sens C.) (voir par exemple [10, §3.4]). Ensuite, pour

chaque £ fixé, si g; tend vers f pour £ — 400 et pour la topologie €5, on a
li *XE = f*
Jm gk Xk = f* Xk

dans la topologie ... Remarquons en effet que, pour tout compact K

0 0
sup| > (ge = f) *Xk’ = sup ‘(ge - f)x ;ﬁ
0
<sup|ge — f|- / —8X’f dz,
K m €T

d’ott 'on déduit que ’ensemble
{Pxxk | PeQ[Xy,...,Xn], ke N}

est un sous-ensemble dénombrable de C*°([—M, M]™) qui est dense pour la
topologie C!. O

La preuve de la proposition 8.3.1 peut maintenant se terminer. Soit (f;)
une suite dense dans C> (W x S1) pour la topologie €' (dont le lemme assure
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Pexistence). Posons
en =1/(2" I,?gff ”kaG”(WxSl))v

avec la méme convention que plus haut utilisant les difféomorphismes ¥,
pour le calcul de la norme C™ de fj.
Pour k fixé et n > k, on a donc
en sup |d"fr(x,t)] < 2%,
(z,t)eW x St
de sorte que, avec ce choix de la suite €, fr € €2° pour tout k, ce qui donne
le résultat souhaité. O

Remarque 8.3.3. La méme démonstration donnerait la densité de €2° pour
la topologie C*°, mais nous utiliserons seulement la densité C' dans la suite.

Nous aurons aussi besoin d’une version a support compact de la propo-
sition 8.3.1, dont voici un énoncé précis :

Proposition 8.3.4. 1l existe une suite € pour laquelle la propriété suivante
est vraie. Soit (xg,to) € W x St et soit U un voisinage de (zo,to). Il existe
un voisinage V. C U de (zo,to) tel que tout h € C°(W x S1) a support
dans V puisse étre approché, pour la topologie C, par des fonctions de C°
a support dans U.

Démonstration. Fixons pour commencer une fonction 3, de classe C*°
sur R™ a support dans B(0, 1) et qui vaut 1 sur B(0,1/2). Pour zo € B(0,1)
et pour o € ]0, 1], posons

nl-(52)

Soit (wg,tg) € W x S! et soit B; un des domaines de cartes que nous
avons fixés, qui contient (xg,tp) dans son intérieur. Posons zg = ¥;(xo, to).
Choisissons o > 0 tel que

U Y(B(0,0)) € B;NU

et posons V = W; ! (B(z,0/2)).

Considérons h € (W x S1), a support dans V et montrons qu’elle
satisfait a la conclusion de ’énoncé. Par la proposition 8.3.1, nous savons
que, pour une certaine suite ¢ et pour tout n € N, il existe h,, € > (W x S1),
tel que

lim h, =h pour la topologie C'.

n—-+4oo
Posons g, = (8.0 © ¥;) - hy, sur ¥; *(B(z,0)) et prolongeons la par 0
ailleurs. 11 est clair que g,, a son support dans U et que la suite g,, tend vers
(Bz0.0 ©¥;) - h = h dans la topologie C*.
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11 suffit donc de modifier la suite € pour que g, soit dans € (pour cette
nouvelle suite). A cet effet, évaluons le sup de d¥g,. Commencons par la
carte U; (en écrivant h,, pour h, o \I/i_l). On a

sup |dfga| = sup |d¥(Bag.0 - hn)(2)|
(z,t)EB; zeB(O 1)

< ok =48, & d*h
ZZ%BS(%I; B0, IBS(%E)I o

1
<2k sup |d* 3 sup d’h,,
> 32,4 0

<> ||m|ek<3(o 1»2 s(up)ldh nl -

Modifions donc la suite € en (&) :
o 1 ming_o, . re¢
= ek P
kE 1Bl er(p0,1)

(avec la convention 0° = 1). On trouve alors

’ d <( ) d'h,,
i s |4l E;W;;;%J |

< ()" Ihall.

La série dont le terme général est le membre de droite est convergente (évi-
demment). Pour démontrer que ||g,||., < 400, il faut établir une estimation
de ce type dans toutes les cartes dont les domaines B; rencontrent U. Cela
se fait de maniére analogue, en remplagant, dans la définition de &',

1Bllerpo,1)) Par mjin [B0; o \I’;1||ek(%(3im3j)) : H

Fixons un hamiltonien Hy (dépendant du temps) dont nous supposons
que toutes les orbites périodiques sont non dégénérées. L’espace de « pertur-
bations » de Hy que nous allons utiliser est I’espace C2°(Hy) des applications
h:W x S' — R telles que ||h|, < +o0 et

h(xz,t) =0 sur un voisinage des orbites 1-périodiques de Hy.

Comme le support de h est « loin » des solutions périodiques de Hy,
les solutions périodiques de Hy + h sont, au moins pour ||h||, assez petite,
exactement les solutions périodiques de Hy lui-méme — et elles sont non
dégénérées.
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8.4. Linéarisation de I’équation de Floer : calcul de la différentielle
de ¥

Pour éviter aux débutants de douloureuses dérivations de champs de
vecteurs et le recours a la connexion de Levi-Civita, nous allons utiliser ici
un plongement de la variété W dans R™ (m est trés grand, plus grand en
tout cas que la dimension 2n de la variété). Avec

TW c R™ x R™ 22, r™,
les vecteurs Z;, de méme que tous les vecteurs tangents a W le long de u
et méme d’un voisinage B de u peuvent étre considérés comme des vec-
teurs de R™. De la méme fagon, F est considérée comme a valeurs dans
un espace vectoriel d’applications & valeurs dans R™, G (R x S1;R™) ou
LP(Rx S1;R™). Pour calculer la différentielle de F, fixons donc une solution

u € M(z,y) C C(R x SY; W)
de I’équation de Floer. Le cylindre
u:R xS — W

se compléte en une sphere : les lacets x et y sont contractiles, prolongeons-les
en des disques, déterminant une application

057 —w

comme sur la figure 1.

FIGURE 1

Comme au chapitre 7, le fibré w*T'W est trivialisable comme fibré sym-
plectique (grace a ’hypothese 6.2.2). Nous en choisissons donc une trivialisa-
tion, c’est-a-dire une base (Z1, ..., Za,) € Ty(s,1)W, dépendant de fagon €>°
de s et t (ici nous considérons bien le cylindre R x S des (s,t) comme une
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partie de la sphére, comme sur la figure 1). Nous demanderons que cette tri-
vialisation soit symplectique et orthonormée, c’est-a-dire que la base des Z;
soit une base symplectique et orthonormée, et que les vecteurs Z; aient une
limite quand s tend vers +o0o. Nous aurons aussi besoin que
. 0Z;
lim =

s—+oo S

0.

Il existe de telles trivialisations, comme on s’en convainc en utilisant des
cylindres pres des calottes sphériques de la figure 1.
Ce repere définit une carte (centrée en u) de la variété de Banach
PLP(2,y) :
i: WIP(R x SL;R™) — PP (x,y)

(ylv cee 7y2n) — eXpu(Z yzZz)
Remarquons que
(di)o(y1,-- - y2n) = Zini

(parce que (dexp)o = Id, voir si nécessaire le §14.5).
Considérons maintenant ’application, que nous continuons a appeler F

F: PP (2, y) s [P(R x S TW) — LP(R x S R™)
ou

ou
u $+J(u)a+gradHt(u)

et calculons sa différentielle en u. Soit
Y(s,t) = (y1(5,1), ..., y2n(s,1)) € R*" C R™

un vecteur. Nous considérons Y = 3 y; Z; comme un vecteur de R tangent
a W. Ecrivons

Y Y
Flu+Y)= % + J(u+ Y)% + grad, v H;.
La partie linéaire en Y de cette expression est
aY ou oY
(dF)u(Y) = 25 T (dJ)u(Y)E + J(U)E + d(grad, H)(Y).

Lemme 8.4.1. Pour toute application J d valeurs dans les endomorphismes
de R™ et toutes applications Y et v a valeurs dans R™, on a

dN)(Y) -v=d(Jv)(Y) — Jdv(Y).
Démonstration. 11 suffit de différentier I’application z — J(x) - v(x), ce qui
donne :
J+Y) v(e+Y) = (J(2)+ (d])(Y)) - (v(z) + (dv)2(Y))
a l'ordre 1, de sorte que

d(J - 0)2(Y) = (dJ)2(Y) - v(z) + J(2) - (dv)2(Y). H
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Remarque 8.4.2. Pour toute application u : R x S — W de classe €,
oY )4 ou
(@F)u(V) = (G + TGy ) + (@) ()5 + dlgrad, H)(Y)),

est somme d’un opérateur différentiel d’ordre 1 et d’'un d’ordre 0.

Proposition 8.4.3. Si u est une solution de l’équation de Floer, la différentielle
de F en u est

(dF)u(Y) = {Y, J(u)% + grad,, Ht} — J() [Y, %].
Démonstration. Appliquons le lemme au calcul en cours,
(@)u¥) = 5 +d( T 50 ) (V) ~ T () ()
+J(u) 883; +d(grad, Hy)(Y)
- dy(%) + d(J%) (¥) + J(u)dY(%)
- J(u)d(%) (V) + d(grad,, H,)(Y).

Comme u est une solution, remplagons du/ds par —J(u)0u/0t — grad,, Hy
pour obtenir

ou

ot
+ d(J(u)gi:) (Y) + d(grad,, H,)(Y)

+ J(u) (dY(?;t‘) - d(%) (Y))
= [V 1) 2] + [Vorad, 1] )]y, 2]

Utilisons maintenant la carte définie par la base (Z1,. .., Za,), en écrivant

Nous obtenons dans cette carte

(dF)u(Y) = dY(J(u) ) —dy (gradu Ht)

O

du

(dF)(Y) = Z[ini, J(u)<8t) + grad,, Ht} — J(u) Z [%‘Zz', %]
= Zyz {Zi, J(u) (%) + grad,, Ht} — J(u) Zyl |:Zi7 %ﬂ

_ Z((](@(?}?) + grad,, Ht) : yi>Zi
+J(u)z<% Z/z)Zz
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Les termes de la premiere ligne sont « d’ordre 0 », c’est-a-dire qu’ils ne
dérivent pas les y;. Commencgons par étudier les termes « d’ordre 1 », les
autres. Puisque u est une solution de ’équation de Floer,
ou ou
— Ju(—)—i— rad H) ;= — Y.
( ( ) 8t g U t Yi 88 Yi

Finalement les termes d’ordre 1 se réduisent a
y; yi
J —) Zi
> 9s 09 )7

(o1 Jy est la structure complexe standard sur R?" = C"). Nous avons donc

démontré :

Proposition 8.4.4. Si u est une solution de ’équation de Floer, la différen-
tielle de F en u s’écrit, dans la trivialisation définie par (Z1, ..., Zay)

(dF)u (Z ini) = Z(%iz + Jo %ytz)zz

i

+Zyi[Zi,J(u)<%—Xtﬂ —J(u)Zyi{Zi,%] O

Ici les crochets sont a prendre dans le méme sens qu’au §14.4.c et sont

calculés dans R™.

Ce qui se dit aussi : la linéarisée de I’équation de Floer est somme de
Popérateur de Cauchy-Riemann et d’un opérateur d’ordre 0. En effet,

— comme nous avons supposé la base Z1, ..., Zs, symplectique et ortho-
normée, le terme d’ordre 1 est O(y1,...,%2,), oit O désigne I'opérateur de
Cauchy-Riemann pour la structure complexe Jy standard®,

— les deux autres termes ne dérivent pas les y; (c’est bien un opérateur
d’ordre 0).

Remarque (sur les notations). Comme toujours, pour écrire la différentielle
d’une application définie sur une variété, on a besoin d’une carte de cette
variété. Ici nous avons utilisé

Fy: WY (R x SR — PUP(a,y) —— LP(R x S R™)

ol la premiére application est la carte (notée ¢ page 224) centrée en u. Bien
entendu, par (d),, nous désignons ce qui, en coordonnées, est (dFy,)o. Il ne
nous a pas semblé qu’utiliser cette notation ((dF,)¢) aurait rendu la lecture
de ce texte plus limpide, aussi nous ne I'avons pas fait.

(A un facteur 2 prés : le d usuel est
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Remarque 8.4.5. Revenons au cas d’'un u qui ne soit pas nécessairement
solution de ’équation de Floer. L’égalité contenue dans la remarque 8.4.2
montre que, dans cette carte, (dF), se décompose de méme en

(dF)u(Y) =Y + S(s,1)Y
ou S(s,t) est un opérateur d’ordre 0.

Dans le cas ot u est solution de I’équation de Floer, 'opérateur d’ordre 0
possede une propriété spécifique.

Proposition 8.4.6. Si u est solution de l’équation de Floer, la différentielle
de F en u est somme

(dF), = 0+ S(s,t)

ot S est un opérateur linéaire qui tend vers un opérateur symétrique quand s
tend vers +oo et vérifie

lim @(s,t) =0

s—+oo (Os
(uniformément en t).

Démonstration. Partons de I'expression donnée dans la proposition 8.4.4,
Popérateur S est la partie d’ordre 0, la j-eme composante en est :

S(Svt) : (ylw .. 7y2n)j
2n
Ju ou
= ; <y1 [Zm J(u)(a - Xt)} — J(u)y; [Zi, E}»Zj>~
Quand s — +o00,
ou
lim (55~ X,) =0
1m 8t t
puisque du/Js tend vers 0 (quand s — £00) uniformément ainsi que ses
dérivées (voir le théoréme 6.5.6 et la proposition 6.5.15). L’opérateur figu-
rant dans le premier terme de la somme tend donc vers 0. Vérifions que
la limite du deuxiéme terme de cette somme est un opérateur symétrique.

La i-éme colonne de la matrice tend vers (pour s — —oo, le cas s — +0o0
est identique)

—(J(@)[Zi, Xi(2)], Z5), 1<j<2n

(nous avons supposé que Z; avait une limite pour s = o0, c’est elle qui
apparait 1a). Alors, disons pour s — —o0,

(J(@)[Zs, Xi(2)], Z5) = w(Z5,[Zi, Xo(@)])-
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La symétrie résulte du fait que la forme w est fermée :

0 = dw(Zi, Zj,Xt) = Zz . w(Zj,Xt) + Zj . W(Xt, Zl) —+ Xt . w(Zi, ZJ)

T w(lZi, Z;], Xi) + w((Z;, X4, Zi) + w([Xe, Zi), Z5).
Ensuite, X; est le champ hamiltonien associé a H;, donc

Zi-w(Z, Xe) + Zj - w(Xy, Zi) + w([Zi, Z5), Xe)

=Z7;,-dH,(Z;) — Z; - dH(Z;) + dH([Z;, Z;])

= d(dH)(Z;, Z;)

=0.
De plus, la base (Z1,..., Zay,) est symplectique, de sorte que les w(Z;, Z;)
sont constants, donc

Xt . w(Zi, ZJ) =0.
Il ne reste plus que deux termes,
w([Zj7 Xt}? Zl) + w([Xta Zl]? Z]) = 07
ou encore
w(Zjv [Zi7Xt(x)]) - W(Ziv [Zjvxt(x)]) =0,

ce qui est bien la symétrie de notre opérateur limite.

L’assertion sur la limite de sa dérivée par rapport a s s’obtient en dérivant
la relation donnant les composantes de la matrice S. Elle est conséquence
du fait que 0Z;/0s tend vers 0 (une hypothése que nous avons faite sur
la trivialisation) dune part, et du fait que 9%u/dsdt tend vers 0 ainsi que

toutes ses dérivées, comme nous ’avons remarqué dans la proposition 6.5.15
et la remarque 6.5.16. O

Remarque 8.4.7. Considérons I'équation (dF),Y = 0 lorsque s tend vers
Pinfini (disons 400, pour fixer les idées) et Y ne dépend pas de s. Elle se
réduit dans ce cas a

ou oY
—J{Y, E] = IS+ S ()Y =0
ou encore a v
— = t)Y.
o = J5+()

Cette équation différentielle linéaire est bien I’équation linéarisée de 1’équa-
tion de Hamilton (voir le §14.4.c)

En effet, nous avons

Y, Xi] = {Zyizi;Xt} = wilZi, X = > (X wi) Zs
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ou

dyi
Fra > i (2125, X))

ce qui est bien équivalent a 1’équation trouvée ci-dessus.

Remarque 8.4.8. Si u est une solution de 'équation de Floer, alors, nous
lavons dit (dans la remarque 6.5.12), w - s définie par

(u-8)(o,t) =u(o+s,t)

en est encore une. Donc F(u - s) = 0 pour tout s et donc

0= %9’”(11 8) = (d?)u(%)a

Ou/0ds est une solution de I’équation linéarisée. En particulier, le long d’une
solution (non constante) joignant z a y, le noyau de L est de dimension
supérieure ou égale a 1.

8.5. La transversalité

Nous démontrons ici la proposition de transversalité 8.1.4, en utilisant la
propriété de Fredholm pour (dF),,, ¢’est-a-dire modulo la premiére partie du
théoréme 8.1.5. La structure presque complexe J est fixée, le hamiltonien
non dégénéré Hy est fixé lui aussi. Nous fixons un hg € CX(Hy) et une
solution u de I’équation de Floer pour J et H = Hy + hg :

_ Ou

0
F(u) 55 + Ja—qz + grad,(H) = 0.

La différentielle de JF est calculée, comme nous venons de l'expliquer, dans

une trivialisation unitaire fixée le long de u et nous ’écrivons

oy aYy
(dF)u(Y) = Z- +Jog +5-Y.

8.5.a. Définition de I'. On fixe deux points critiques distincts, x et
y € CritAg,. Pour montrer que Z(x,y,J) est une variété, on la décrit
comme ensemble des zéros d’une section d’un fibré. Définissons, sur I'espace
Pz, y) x C(W, Hy), le fibré vectoriel

E={(u,h,Y)|Y € LP(w*TW)}.
On considere €& comme un fibré

& — P(z,y) x € (Ho)
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(par (u, h,Y) — (u,h)). L’application

P(a,y) x €(Hy) —— €
ou ou
(u, h) — s + J(U)a

en est une section. Le fait que la section o prenne ses valeurs dans &, c’est-
a-dire le fait que

+ grad,, (Ho+ h)

% + J% + grad,, (H)

soit dans LP(R x S';u*TW), comme nous l'avons déja signalé au §8.2.d,
est démontré dans le chapitre 13 (et plus précisément dans le lemme 13.3.1
et la remarque 13.3.2).

Les zéros de o sont exactement les points de Z(x,y, J) (plus exactement
de sa version WP notons qu’ici les données (Hp, J) sont C>° mais les
solutions (u, Y) sont faibles). Pour conclure, il suffit de montrer que o
est transverse a la section nulle, c’est-a-dire que l’application linéarisée
(do) (u,n), composée avec la projection sur la fibre, est surjective lorsque
o(u,h)=0.

Remarquons que o est linéaire en h et que sa différentielle est

(do) (u,pn) (Y ) = (dF)u(Y) + grad,, (n).
L’application
I:WH?(R x S R™) x C°(Hp) — LP(R x S*; R*™)

dont la proposition 8.1.4 affirme la surjectivité est la composée de (do)(y,n)
avec la projection de T, )€ sur 'espace tangent a la fibre en (u, h) de €.
Donc, la proposition 8.1.3 est une conséquence immédiate de la proposi-
tion 8.1.4. La trivialisation Z; de TW le long de u permet d’identifier ’es-
pace tangent a la fibre & I'espace LP(R x S1; R?").

8.5.b. Démonstration de la proposition 8.1.4. Supposons que I' ne
soit pas surjective. Démontrons alors :

Lemme 8.5.1. Soit ¢ > 0 tel que 1/p+1/q = 1. Il existe un champ non nul
de classe C*, Z € LY(R x SY; R>") tel que, pour tout h € C>°(Hy) et pour
tout Y € WHP(R x SL; R™), on a

(Z,(dF)u(Y)) =0 et (Zgrad,(h)) =0.

Dans cet énoncé, { , ) désigne le produit (« accouplement » de L et LP) :

(Z,Y) = /R B0, Y (5,0 dsde
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et, comme plus haut, nous avons identific WIP(R x S u*TW) A
WLP(R x S1;R?") par le choix d'une trivialisation unitaire (et de méme
pour L1!).

Démonstration. Montrons d’abord que 'image de I" est un sous-espace fermé
de LP(R x S';R?"). L'opérateur I' n’est pas un opérateur de Fredholm
(voir lexercice 44 page 497), mais (dF), est, comme nous le montrerons
au §8.7.c, donc son image est fermée et de codimension finie. Bien siir, cette
image est contenue dans celle de I'. Il existe un sous-espace G' de dimension
finie, supplémentaire de Im(d¥),,

Im(dF), @ G = LP(R x S'; R*")

et des projecteurs continus(®)

7 LP(R x S, R*") — Im(dF), et m:LP(R xS, R™) — G.
Le sous-espace
Gi=GnIm() C @
est de dimension finie dans G, qui I’est aussi, donc il posséde un supplémen-
taire G5. On a alors
Im(T") = Im(dF), © G1, donc Im(T) ® Gy = LP(R x S} R?").
Par suite, il existe un projecteur continu
my: LP(R x SY% R*™) — Go.

On en déduit bien que Im(T") est fermé : si une suite (y,,) de points de Im(T")
converge vers une limite y, dans LP(R x S'; R?"), on a 75(y,) = 0, donc
Ys € Im(T).

Par conséquent, I'image de I' est fermée et, avec le théoreme de
Hahn-Banach(®) | il existe une forme linéaire continue ¢ non nulle sur
LP(R x S1;R?") qui s’annule sur Im(T"). Le théoréme de représentation de
Riesz(7) affirme que ¢ est de la forme

p(Y) =(2,Y)

pour un champ Z € LY(R x S'; R?").
On a ainsi, pour tout Y € WHP(R x S1;R?") et pour tout h € €°(H,),

(Z,(dF)u(Y)) =0 et (Z grad,(h)) =0.
Il nous reste a prouver que le champ Z est de classe C*°. Notons
L: WY (R x S, R?") — LP(R x S};R™)
(®)Voir au besoin [14, Chap. I1].

(6)Toujours en cas de besoin, toujours [14, Chap. I].
(7) Cette fois, [14, Chap. IV].
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Popérateur (dF),. Rappelons (c’est la proposition 8.4.6) que
oY oY
LY=—+4+J—+S5-Y
os o T
(ici, Y € w*TW ; il faudrait utiliser le repére orthonormé (Z;) pour définir L
sur WP (R x St; R?"), nous ne le faisons pas pour ne pas alourdir 1’écriture).

Définissons une application L* par :
*WH(R x SH R — LYR x SY;R™)
0X 0X

X 4 J== 415X,
— s o T

On voit sans peine que L* est un opérateur borné. C’est 'adjoint de L :
avec une démonstration analogue a celle qui suit, on prouve que, pour
Y e WHP(R x SHR?) et X € WH(R x S, R?™), on a

Le champ Z devrait donc vérifier L*Z = 0... mais, a priori, il vit dans
LI(R x S R?™), qui est plus grand que I'espace sur lequel L* est défini.
Montrons donc :

Lemme 8.5.2. On a, au sens des distributions, L*Z = 0.

Démonstration. 1l suffit d’établir I'égalité ci-dessus pour Y € C° (R x S1;R2")
et pour X = Z. On écrit d’abord

+oo 1 1 oy
/_w /0<LY,Z>dtds:/O (/_w (%, Z>d8>dt
oot oY +oco 1
+/_oo /0 <J§7Z>dtds+/_oo /O(SKZ)dtds.

Considérons donc les trois intégrales une par une. D’abord, par une simple
intégration par parties (en fait ici les propriétés des dérivées faibles),

[ o= [ (] (0 )

(notons que ceci est vrai, ou, naivement, que le terme dit « tout intégré » est
nul parce que l'on a supposé que lim,_, 1 Y (s,t) = 0). Pour la deuxiéme
intégrale, on a

“+o0 +oo
/ / ‘9Y Yt ds = - / / aY ) dt ds
+o0 +oo
/ / aJZ dtds—/ / YJ% >dtds
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(cette fois le terme tout intégré est nul par périodicité en ¢). Enfin on a

+oo 1 +oo 1
/ / (SY, Z)dt ds = / / (Y,1SZ) dt ds.
—00 0 —0o0 0
Finalement,

+o0 +oo
/ /LYZdtds—/ / Z J%—f+t32>dsdt

(Y, L*Z) au sens des distributions.

Donc (Z, LY) = 0 implique que

+oo
/ / (Y,L*Z)dtds =0,

autrement dit le fait que L*Z = 0 au sens des distributions, ce que nous
voulions démontrer. O

En appliquant la régularité elliptique (le lemme 12.1.3), on en déduit
que Z est de classe C*°. O

Pour obtenir une contradiction, montrons qu’un champ satisfaisant aux
deux conditions du lemme est forcément nul. La deuxiéme condition s’écrit,
de fagon équivalente,

/ dhy(Z) ds dt = 0.
RxS?t

Cette relation est satisfaite lorsque Z(s, ) (t)0u/0s :

/R><Sl ahy <)‘(t)%) ds dt = / / 55 ) dsdt =0

puisque, par définition de C2°(Hy), h s’annule pres des orbites 1-périodiques
de Xz . Montrons réciproquement :

Lemme 8.5.3. Si Z € LY(R x SY;u*TW) est de classe C et vérifie
Vhe GSO(HO)v <Z7 gradu h> = 07

alors il existe une fonction € X : S' — R telle que

Z(s.1) = M) 52 (s.1):

Démonstration. La démonstration s’appuie sur un théoreme de Floer, Hofer
et Salamon qui garantit que toute solution de I’équation de Floer est « injec-
tive quelque part », une notion qui est précisée dans les définitions qui
viennent et 1’énoncé 8.5.4, une propriété qui est démontrée au §8.6.

Soit u € M(z,y, J, H). Un point (sg,tg) € R x St est dit point critique
de u si Ou/ds(so,to) = 0. Un point (sp,to) est régulier s’il n’est pas critique
et si u(so,to) # u(s,ty) pour tout s # so (méme si s = +oo, c’est-a-dire
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u(so,t0) # z(to) ou u(se,to) # y(to)). L’ensemble des points critiques est
noté C(u) C R x S1. On appelle R(u) 'ensemble des points réguliers de u.

Théoréme 8.5.4 ([27]). L’ensemble C(u) des points critiques est discret et
Iensemble R(u) des points réguliers est un ouvert dense de R x St.

Nous démontrons ce théoreme au §8.6.

Soit (so,t0) € R(u). Supposons que du/ds(sg, to) et Z(so,to) soient liné-
airement indépendants. Nous allons construire un h € C(Hy) tel que
(Z,grad,, h) # 0, obtenant ainsi une contradiction. Définissons une applica-
tion

u:Rx 8" — W xS!
(s,t) — (u(s,t),t).

Nous considérons Z comme un champ de vecteurs sur W x S! le long de @
(dont la composante sur la direction 9/9t € T'S' est nulle). Considérons
encore h comme une application définie sur W x S, écrivons

/ dht(Z)dsdt:/ dh(Z) ds dt,
R xSt R xSt

et construisons un h € C°(Hy) de fagon que cette intégrale ne soit pas nulle.
Remarquons qu'il suffit de définir h sur les courbes intégrales du champ de
vecteurs Z au voisinage de l'image de u.

Choisissons un réel § > 0 assez petit pour que le carré

Cs={(s;t) ER xS ||s—sp| < et |t—to| <5}
soit contenu dans ouvert dense R(u) des valeurs régulieres de u. Alors
u: 05 — W x Sl

est un plongement (si ¢ est choisi assez petit, ce que nous faisons). On peut
aussi supposer (toujours en diminuant §) que Z(s,t) et du/ds(s,t) sont
linéairement indépendants, comme vecteurs de T,s W quand (s,t) € Cs.
Vue dans W x S, cette condition se traduit par le fait que Z(s,t) est
transverse au plan tangent a I'image u(Cp).

Comme % : C5 — W x S' est un plongement, on peut considérer, quitte
a diminuer encore §, un paramétrage local

:Cs x Do — W x St

(ici D, = {y e R |yl < E}) tel que ¥|c; x 10y = u. On appelle B (pour
« boite ») I'image de . Cette boite est représentée a gauche de la figure 2.

Nous allons construire h a support dans B en prescrivant ses valeurs sur
les courbes intégrales de Z le long de u(Cs). Ce sera difficile de le faire si le
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; ix 7\ I;gﬁie de Im(w) !
L"‘ A‘\‘]\f‘llA/f' /\
ez
*Z(s’,t/)
FIGURE 2

cylindre Im(u) intersecte B ailleurs qu’en @(Cjs) (comme sur la partie droite
de la figure 2). Nous excluons cette possibilité par un lemme auxiliaire.

Lemme 8.5.5. Pour e assez petit, u(s,t) € Im(y) si et seulement si
(s,t) € Cs.

Démonstration. Si la propriété annoncée par le lemme auxiliaire n’est
pas vraie, il existe une suite ¢, tendant vers 0 et une suite (s,,t,) dans
R x S' — Cj telles que

U(sp,tn) = @[}(Slnatfmyn) pour (S%,t%,yn) € Cs x De,,
et Erfoo(slmt/”’y") = (84,14,0) € Cs x R*"L.

n

A extraction prés d’une sous-suite, la suite (s,,t,) tend vers (—00,t4),
(+00,ty) ou (sg,ty) € R x St On a forcément ty = t, et, soit z(t,) =
U(Sx,ts), S0it Y(ts) = u(s4,tx), soit encore u(s4, tx) = u(Sx, t+). Or chacune
de ces trois égalités contredit le fait que (sy,t,) soit un point régulier de u,
ce qu’il doit &tre puisque (s4,t.) € C5 C R(u). O

Il nous est maintenant possible de définir h. Voici cette définition.
D’abord, a 'extérieur de B, nous choisissons h = 0. Remarquons qu’alors h
s’annule pres des orbites 1-périodiques de Xpg. Pour définir h a l'intérieur
de B, on choisit une fonction 8 positive, de classe €*° sur Cs, qui vaut 1
sur un carré Cs pour un ¢’ < ¢ et qui est nulle au voisinage du bord de Cj.
Soit 751 : [—€0,€0] — B une courbe telle que

Y5,(0) = (s,t) et v ;(0) = Z(s,1).
La formule h(7s (o)) = 08(s,t) définit bien une fonction sur une partie de

la boite difféomorphe & [—eg,eq] X Cs parce que Z est transverse a I'image
u(Cs). De plus, sur cette partie de B, on a

(dh)Z(&t) (Z(S’ t)) = ﬁ(sa t)'



236 CHAPITRE 8. LINEARISATION ET TRANSVERSALITE

On prolonge h arbitrairement en une fonction a support dans B. En utilisant
le lemme auxiliaire 8.5.5, on obtient finalement

/ (dh)~(Z) ds dt = / (d)-(Z)dsdt = [ B(s,t)dsdt > 0.
RxS?t Cs Cs

Comme les fonctions de €°(Hj) & support dans B sont denses dans les
fonctions C*° & support dans B (la remarque 8.3.4), nous pouvons appro-
cher h par une fonction de €2°(Hyp) de sorte que 'intégrale reste strictement
positive.

La supposition que du/0s(so,t0) et Z(so,to) sont linéairement indé-
pendants nous a menés a une contradiction. Il existe donc une fonction
A: R(u) — R telle que, pour tous (s,t) € R(u),

Z(s,t) = A(s, 1) %(s,t).

Pour finir de démontrer notre lemme, il faut maintenant démontrer que
A(s,t) ne dépend pas de s.
La fonction A peut alors s’exprimer par la formule

(Z(s,t),0u/0s(s,t))

A(s,t) =
0= aujos(s. )P

qui montre que c¢’est une fonction € sur R(u). Cette formule permet aussi
de prolonger A\ au complémentaire de C'(u) dans R x S'. Comme R(u) est
dense dans Rx S1, la relation Z = A\Ju/8s est encore vraie sur Rx S'—C(u).
Pour tout h € C°(Hy), on a

ou
[ ang@asae= [ xonmg(5e) dsa
=/ A(S,t)g(h(u(sj),t)dsdt.
RxS! S

Supposons qu’il existe un point (s, tg) de R x S —C(u) en lequel O\/9s
n’est pas nul. Cette propriété est encore valable sur un carré Cy centré en
(s0,t0) et contenu dans R x S' —C(u). Comme précédemment, construisons
une boite B dans W x S! de sorte que, si h est & support dans B,

/ (dh)=(Z) dsdt:/ (dh)~(Z) ds dt.

RxS! Cs

Utilisons encore la fonction plateau 3 : Cs — R choisie ci-dessus pour
définir

h(@(s, 1) = (s, )2

B (s,t) sur u(Cs)



8.5. LA TRANSVERSALITE 237

(en la prolongeant arbitrairement en une fonction a support dans B). Nous
avons donc, grace a une intégration par parties dans B,

/ (dh)~(Z) ds dt = / (dh)~(Z) ds dt
RxS1

Cs
:/ )\(S,t)g(h(u(s,t),t)dsdt
Cs &

=— . %(s,t)h(u(s,t),t) dsdt

3 B(s,1) (%(s,t))Q ds di

N, 2
> /cé, (%(s,t)) dsdt > 0.

Toujours par densité, on peut supposer que h € C°(Hy) comme ci-dessus.

Nous avons ainsi contredit le lemme 8.5.1, donc la supposition (de I’existence
de (so,t0) en lequel O\/Js n’est pas nul) était fausse. C’est donc que

V(s,t) € R x S* — C(u), %(s,t) =0.

Puisque C(u) est discret, R x S* — C(u) est connexe (une assertion lais-
sée en exercice aux lecteurs). Donc A(s,t) = A(t) ne dépend pas de s sur
R x S' — C(u). On peut alors prolonger cette fonction en une fonction C>
sur R?, simplement, en posant

)\(So,to) = )\(80 + E,to) si (So,to) S C’(u)

La relation

ou
Z(s,t) = A\t)=—(s,t
(5,8) = A(t) 5 (5,1)
est donc vraie sur R x S1, et le lemme 8.5.3 est démontré. O

Démonstration de la proposition 8.1.4. Montrons que A(t) # 0 pour tout ¢.
Si ce n’était pas le cas, on aurait encore un ty tel que Z(s,tp) = 0 pour
tout s € R. En particulier, toutes les dérivées 9% Z/0s*(s,ty) sont nulles.
Comme Z est solution de L*Z = 0, on montre par récurrence que toutes les
dérivées de Z s’annuleraient pour tout s et t = tg. De

0z 0z
L7 = —— — 4 Z
s +J8t +° S(s,t)Z,

nous déduisons que Z est solution d’une équation du type « Cauchy-
Riemann perturbée » et satisfait donc a un principe de prolongement
analogue a celui auquel obéissent les applications holomorphes : s’il est nul
avec toutes ses dérivées sur R x {tp}, il est nul partout. Nous explicitons
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la notion « Cauchy-Riemann perturbée » et démontrons le principe de
prolongement (c’est la proposition 8.6.6) au §8.6.b.

Ce principe de prolongement 8.6.6 impliquerait que Z est identiquement
nulle, contrairement & ce que nous avons supposeé.

Donc A(t) # 0 pour tout ¢, et nous supposerons que

A(t) >0 pour tout ¢.
Ainsi,
Ou

1 1
ou 2
/0<$(s,t)7z(s,t)>dt—/o A(t)‘%(s,t)‘ dt >0 pour tout s € R,

et par suite cette fonction de s est strictement positive et tend vers 0 (comme
Ou/ds) quand s — +oo. Contradictoire serait le fait que cette fonction soit
constante. Pour conclure, montrons donc qu’elle est, en effet, constante.

Rappelons que, comme nous l'avons déja remarqué (remarque 8.4.8),
Odu/0s est solution de LY = 0. Posons, pour alléger la notation,

Y(s,t) = %(s,t).

Ona LY =0et L*Z =0, c’est-a-dire
aYy oY 0z 07

or _ 49 o4 _ ;04 ¢
95 Jat SY et 95 Jat+SZ.

La dérivée de notre fonction de s est ainsi

i omas (G (x5

/l(< _ Ja—Y,Z> —(8Y,Z) + <Y, Ja—Z> (Y, tSZ))dt

ot o
_ /01(<J85t/, 7y + (v, J%—f»dt
—/1 %(JY,Z)dt 0.

0

Cette contradiction implique que Z est nul, ce qui termine (enfin) la démons-
tration de la proposition 8.1.4. Et celle de la proposition 8.1.3. O

8.5.c. Vers la preuve de 8.1.1 et 8.1.2, ’espace tangent a Z(z,y, J).
La contradiction obtenue & la fin de la démonstration précédente acheéve
aussi de démontrer la proposition 8.1.3. Nous avons ainsi acquis le fait que
Z(x,y,J) est une variété de Banach. Son espace tangent en un point (u, h)
est le noyau de (do)(y,p), c’est-a-dire 'espace

{(Y,n) e WHP(R x SY; R?™) x C2°(Hy) | (dF),Y + grad, n =0} .
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Considérons la projection
™ 2(x,y, J) — € (Ho)
(u,Hy+h) — h
et son application tangente
(A7) iy * Teu, i 2(,y, J) — ThC®(Ho) = C2°(Ho)
Yin)—mn
(ow H = Hy + h). Notons que 7 est lisse et vérifions que 7 est une ap-
plication de Fredholm. Le noyau de (d7)(y, m,+n) st exactement celui de
L = (dF),, donc il est de dimension finie. Son image est 'image réciproque
par I’application linéaire
C°(Hp) — LP(w*TW)
7+ grad, n
de celle de L, donc elle est de codimension finie (et fermée).

On peut donc appliquer le théoreme de Sard-Smale, dont nous rappelons
ici ’énoncé.
Théoréme 8.5.6 (de Sard-Smale [67]). Soient E et F' deux espaces de Banach
séparables, soit U un ouvert de E et soit
F:U—F
une application de Fredholm (lisse). Alors l’ensemble
{ye F|siy= f(x) pour un x € U, T, F est surjective}

des wvaleurs régulieres de F est une intersection dénombrable d’ouverts
denses.

Remarque 8.5.7. Dans ce théoreme, la séparabilité garantit que, de tout re-
couvrement ouvert, on peut extraire un recouvrement dénombrable. Elle est
indispensable pour obtenir une intersection dénombrable d’ouverts denses,
une partie dense, donc.

Démontrons maintenant :

Lemme 8.5.8. Les valeurs réquliéres de m sont exactement les h € C°(Hp)
tels que, pour tout w € M(Hg + h, J), Uapplication (dF),, est surjective.

Démonstration. Supposons que h soit une valeur réguliére de 7. Choisissons
un u € M(Hp+h, J) et montrons que (dF),, est surjective. Si ce n’était pas le
cas, alors, comme dans le lemme 8.5.1, il existerait un Z € L4(R x S1; R?")
tel que

VY e WHP(R x SLRP™), ((dF)u(Y), Z) = 0.



240 CHAPITRE 8. LINEARISATION ET TRANSVERSALITE

Comme (dr)(,, i) est surjective, pour tout 7 € C2°(Hy), il existe un champ
Y €e WHP(R x SY; R?™) tel que

(dF)u(Y) + grad,, n = 0.
A partir de ces deux égalités, la démonstration de la proposition 8.1.4 (voir
le §8.5.b) donne Z = 0 et une contradiction. Par suite, (d%F),, est surjective.

Réciproquement, étant donné h € C(Hy), si (dF), est surjective pour

tout u € M(Hy + h,J), étant donné un n € C(Hy), choisissons Y €
WLP(R x S1;R?") tel que

(dF)(Y) = —grad, 0.
Alors, (Y,n) € Tiu,mZ(w,y,J) et (dm)w,m(Y,n) = n, donc (dm),m) est

surjective, et h est une valeur réguliere de 7. O

Le lemme 8.5.8 donne immédiatement (en vertu du théoréme de Sard-
Smale, ici le théoréme 8.5.6) le théoréme 8.1.1. Pour que cette démonstration
soit vraiment complete, il reste a démontrer le théoréme 8.5.4 et le principe
de prolongement (que nous démontrerons sous le nom de proposition 8.6.6).

Ceci étant admis, démontrons enfin que (quitte a perturber le hamiltonien
initial), l'espace des trajectoires de & & y est une variété de la dimension
voulue, c’est-a-dire le théoreme 8.1.2.

Démonstration du théoréme 8.1.2. Supposons que h € H,ee. Alors, d’apres
le lemme 8.5.8, h est une valeur réguliere de

7 2y, J) — C2(Hp).

Donc m~1(h) est une variété et sa dimension est égale & I'indice de Fredholm
de m, lequel vaut

dim Ker(dn)(y, 7y = dim Ker(dJ),
— Ind(d%).,
= uwx) — p(y).

Les éléments de 7—1(h) sont les solutions dans PP de I’équation de Floer
correspondant & (Hg + hg, J). Grace & la régularité elliptique (voir la pro-
position 12.1.4 dans le chapitre 12), on a

71(h) € M(z,y, Hy + h).
La proposition 8.2.3 donne l’inclusion en sens inverse, par suite
7 (h) = M(z,y, Ho + h),

ce que nous voulions démontrer. O
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Remarque 8.5.9. Nous avons obtenu que, pour h € H,¢s et pour tous points
critiques z et y de Ap,, espace M(z,y, Hy + h, J) est une sous-variété de
PLP(z,y). Sur M(z,y, Ho + h, J), nous utilisons la topologie €{°.. En effet,
puisque p > 2, PLP(z,y) s’injecte dans l'espace des fonctions continues,
contintiment pour la topologie @?OC et, comme nous l’avons remarqué (dans
la proposition 6.5.3), sur M(Ho + h, J) (dont M(zx,y, Ho+ h, J) est un sous-
espace), les topologies €Y et € coincident.

L’ensemble ouvert dense H 4z, dont le théoréme 8.1.1 annonce ’existence,
est obtenu en prenant l'intersection des différents ouverts denses obtenus en

considérant les différents couples (z,y) d’orbites périodiques de période 1.

Pour finir de démontrer les théoremes 8.1.5 et 8.1.1, il reste & démontrer
que (dF), a effectivement la propriété de Fredholm et a calculer son indice,
ce que nous faisons dans les §§8.7 et 8.8.

8.6. Les solutions de Floer sont « injectives quelque part »

8.6.a. L’injectivité « en s ». Nous démontrons ici le théoreme 8.5.4 et
un principe de prolongement que nous avons utilisé dans la démonstration
de la proposition 8.1.4 page 237 (1’énoncé 8.6.6 ci-dessous). Posons z = s+it
et considérons une solution u de 1’équation

ou ou
o+t (E - X(t,u)) —0.

Ici, X est un champ de vecteurs (dépendant périodiquement du temps) sur
R?” et X et J sont supposés de classe C. Toute solution u de classe WP
(avec p > 2) est en fait de classe €. Nous commengons par transformer
cette équation en une équation de Cauchy-Riemann sur R2.

Proposition 8.6.1. Soit u une solution de l’équation

ou ou
5+t (E - X(t,u)) ~0.

1l existe une structure presque complexe J et un difféeomorphisme @ sur W,
ainsi qu’une application v : R? — W, de classe C®, telle que
ov v
—+J—=0
ds + ot
v(s, t+1) = p(v(s,t)),
et, pour (s,t) € R x [0,1[, C(u) = C(v) (u et v ont les mémes points
critiques) et R(u) = R(v).
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Démonstration. Comme W x S' est compacte, le « flot » 1, de X est défini
sur tout W, ainsi nous avons une application

d
Y W — W telle que %wt:Xto'(/Jt et Yo =1d.

Posons v(s,t) = by *(u(s,t)). Ainsi

%:(d@bt)(%) ot %:(d¢t)(%)+Xt(u)7

et par suite

= () (2 + s (22)
= () (22 + v s (50)).

En notant (dvy)~tJ (u)(diy) = 1y J(v), nous avons constaté que v est une
solution de

Ov N v

— J(v)—=— =0.
1l reste & poser p = 11 (et & renommer J la structure complexe obtenue).
La vérification des propriétés de ¢ et de v est banale. O

Appliquons la proposition 8.6.1 : démontrer le théoréme 8.5.4 (sur les
points critiques) revient & démontrer les deux résultats exprimés dans les
deux énoncés qui suivent. Le premier affirme que ’ensemble des points cri-
tiques de v (et donc aussi celui de u), est discret.

Lemme 8.6.2. Il existe une constante § > 0 telle que (dv), # 0 pour
0< |z <90.

La démonstration de ce lemme utilise le « principe de similitude » 8.6.8
et est différée jusqu’a la page 249.

Avant d’énoncer le deuxiéme résultat, considérons une solution v:R2 — W
de classe C*° avec toutes les propriétés données par la proposition 8.6.1.
Rappelons que

R@) = {(s,6) € R? | 32(5,1) 20,
v(s,t) # x5 (t) et v(s,t) € v(R — {s} ,t)}.

Définition. Faisons la convention que v(o0,t) = z*(t). Soit (s,t) € R2.
Appelons point multiple de (s,t) un point (s’,t) (avec le méme t!) tel que
s € RU{xoo} et s’ # s, tel que v(s',t) = v(s, t).
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Ainsi, par définition, R(v) est I’ensemble des points dans le complémen-
taire de C'(v) qui n’admettent pas de multiple.
Le résultat d’« injectivité » que nous avons en vue est la proposition :

Proposition 8.6.3. Soit v une solution de classe C* de l’équation de Cauchy-
Riemann, satisfaisant a Uhypothése de périodicité v(s,t+ 1) = p(v(s,t)), et
telle que Ov/0s # 0. Alors R(v) est un ouvert dense de R?.

Démonstration. Nous divisons la démonstration en deux étapes : nous mon-
trons

— que R(v) est ouvert, ce qui est assez facile, puisque deux des conditions
intervenant dans sa définition sont évidemment des conditions ouvertes,
— puis (et c’est la partie délicate) que R(v) est dense.

D’abord, R(v) est un ouvert, autrement dit, son complémentaire est
fermé. Si ce n’était pas le cas, il existerait une suite (s,,t,) ¢ R(v) conver-
geant vers une limite (s,t) € R(v). Les deux premiéres conditions définissant
R(v) sont ouvertes, par conséquent, pour n assez grand, on a

ov
%(smtn) #0 et v(sp,tn) #zE(t).
C’est la condition d’injectivité qui est en cause, on a donc pour tout n un
sl € R tel que s}, # sy, et v(sp,tn) = v(s,,tn).

Montrons qu’une telle suite (s

1) est bornée. Si ce n’était pas le cas, elle
aurait une sous-suite tendant vers oo et (pour cette sous-suite)

v(s,t) = limw(s), t,) = 2T (t),

ce qui est interdit par le fait que (s,t) € R(v).

Puisque la suite (s,
limite s’. Comme v(s,t) = v(s',t), par définition de R(v), s’ = s. Nous
avons deux suites (s,) et (s,), avec s, # s), et lims, = lims], = s. Par

conséquent,

) est bornée, extrayons-en une suite convergente de

v . U(sn,t) —v(sh, t)
9 (5t = Sn — SI,

= 0’
ce qui est contraire & ’hypothese que (s,t) € R(v).

Il nous reste & démontrer que R(v) est dense. Comme C(v) est discret,
il suffit de montrer que R(v) est dense dans le complémentaire de C(v).
Il est clair que tout (s,t) € R? avec (s,t) € C(v) est limite d’une suite
(8n,t) & C(v) avec v(sy,t) # xF(t). En effet,

siv(s+1/n,t) = 27 (t) (par exemple), alors %(s,t) =0.
s
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Montrons donc que tout point (sg,%) € R x [0, 1] avec

v
%(Sg,to) 7& 0 et U(So,to) 7é l‘i(to)
est limite d’une suite de points de R(v). Si ce n’était pas le cas, il existerait

une petite boule ouverte centrée en (sg,to) telle que

Bs(507t0) N R(u) =J.
Si le rayon £ a été choisi assez petit, les deux propriétés suivantes sont
satisfaites pour un M > 0 assez grand :

(1) Si |t —to] < e et |s| > M, v(s,t) & u(B:(so,t0)) et zT(t) ¢
v(B:(s0,t0)); sinon, il existerait deux suites, ¢, et t), tendant vers ¢

et deux suites s, et s/, avec lims, = 4oo et lims, = s telles que
V(8n,tn) = wv(s),t.), ce qui impliquerait v(sg,ty) = 2T (ty) (ce qui est
faux).

(2) Si |t — to| < e, Papplication
[so —&,80 +e] — W
s+— v(s,t)
est une immersion injective; sinon, il existerait deux suites s, et s/, (avec
Sn # 8),) tendant vers sg et une suite t,, tendant vers tg telles que v(sy,, t,) =
v(sh;tn), de sorte que nous aurions Ov/0s(sg,to) = 0. Ceci est illustré sur
la figure 3 ('axe des s est représenté horizontalement) : les multiples des
points de la boule B.(sg,ty) ne sont pas dans les zones grisées.

thp—6 — Ba(Soyto)/\@OvtO) _
s =07 N s=IM___
to+e¢
FIGURE 3

Gréace a ces deux propriétés, nous avons en particulier
v

6S(s,t) £ 0 et v(s,t) # zE(t).
Autrement, v est localement constante et (so, o) € C(v).

(3) Comme [—M, M] x [0,1] est compact et C(v) discret, leur intersec-
tion est finie. Aprés avoir au besoin modifié un peu le point (sg,tg), nous
supposerons que v(sg,to) # v(s,t) pour tous les (s,t) de cet ensemble fini
(ce que lon peut faire parce que v n’est pas constante sur un voisinage de

V(S, t) S BE(SO,tO),

(so,to), puisque (so,to) n’est pas dans C(v)) et, aprés avoir rapetissé ¢, que

v(Be (50, t0)) Nv([—M, M] x [0,1] N C(v)) = &.
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SU’tO

. ] (o)
EE— S o

to+¢

FIGURE 4

Ceci est schématisé sur la figure 4, ot les étoiles sont les points de C(v)
et leurs images). Nous ne considérons donc plus le cas d’un point multiple
qui est aussi un point critique. C’est désormais l'injectivité seule qui est en
cause et, pour tout (s,t) € Be(so,t0), il existe un s’ € R tel que s' # s et

0
u(s,t) = u(s',t) avec a—u(s’,t) #0et |s'| <M, |s'| > e
s

Pour chaque (s,t), ensemble des points (s, t) qui ont la méme image est
fini : sinon cet ensemble aurait un point d’accumulation, ce qui impliquerait
que Jv/ds = 0. Appelons donc sy, ...,sy € [—M, M] les points tels que

’U(So,to) = U(Sl,to) == U(SN,to).

Lemme 8.6.4. Pour tout r > 0, il existe un 6 > 0 tel que, si [t —tg] < 0 et
|s — so| < 0, il existe s € By(s;) avec v(s,t) =v(s,1).

Démonstration du lemme. Si ce n’était pas le cas, il existerait une suite
(0n, tn) tendant vers (sp,to) telle que les points multiples (o, t,) de (o, ty)
ont la propriété que o ¢ B,(s;) pour j = 1,...,n. Soit alors (o},,t,) un
point multiple de (o, t,). Nous savons par la propriété (1) ci-dessus que
lo},| < M et par la propriété (2) que |o], — so| > €.

La suite o/, a un point d’accumulation ¢’, qui est différent de sg, ..., sy.
Par ailleurs, v(o),,t,) = v(on, ty), donc v(a’,tg) = v(to, s0), ce qui est une
contradiction.

Ceci est illustré sur la figure 5, ou les points multiples de By se trouvent

dans les régions ombrées clair. O
S9 S1 53
to + £ ——y ’ a o
w1 FO{ " Hu
Bss

FIGURE 5
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Le lemme étant acquis, fixons un 7 < £/2, et un 0 correspondant. Posons,
pour j=1,...,N,

Y= {(s,t) € Bs(s0,t0) | v(s,t) € u(B,(s;) x {t})}
Les ¥; sont des fermés et, d’apres le lemme précédent,
iU UXy = E(s(So,to),

donc au moins 'un d’eux est d’intérieur non vide. Nous supposons que
c’est 31. Pour un point (s4,t,) dans lintérieur de 37 et pour un nombre
réel p > 0 assez petit, on a

B,(s4,t) C X1 C Bs(s0,t0) C Be(s0,to)-
On pouvait ainsi choisir r > 0 assez petit pour que
B.(s;) N B:(sg) =& pour tout i =1,...,N,
on a en particulier
B,(Sx,t) N (Br, (s1) X Bs(to)) = @.

Ceci est illustré sur la figure 6, sur laquelle chaque point de B,(s4, 1) a
un multiple dans la zone ombrée clair.

R P S | (S BT(SI) X B(;(to)

By (54tx)

FIGURE 6

Par définition de 1, pour tout (s,t) € B,(s4,tx), il existe s’ € B,(s1)
tel que v(s,t) = v(s',t). En particulier, il existe un s/, # s, avec
V(84, ts) = v(8), ts).

Définissons sur B.(0,0) les deux fonctions vy et ve par

01(8,t) = 0(8 + Sy, t + ty)

va(s,t) = v(s+ 8, t +t,).
Ces deux fonctions satisfont a la méme équation de Cauchy-Riemann et elles
coincident a l’origine. De plus leurs différentielles en I’origine sont non nulles.
En effet (s4,tx) € B:(s0,t0) nest pas dans C(v) et (s},t,) est un multiple
de (sy,t,), donc il n’est pas dans C(v) non plus, grice a la propriété (3).
Enfin, par construction, pour tout (s,t) € B,(0,0), il existe s’ € Ba,.(0) tel
que v1(s,t) = wva(s,t). On applique a ces fonctions le lemme qui suit, qui
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est une conséquence du principe de prolongement (et que nous démontrons
ci-dessous).

Lemme 8.6.5. Supposons que vy et vy soient deux solutions de [’équation
de Cauchy-Riemann avec Xy =0 définies sur B:(0), qui prennent la méme
valeur en 0 et telles que (dvy)g et (dva)o ne soient pas nulles. Supposons de
plus que, pour tout € > 0, il existe un 6 > 0 tel que

V (s,t) € Bs(0),3s" € R tel que (s',t) € B-(0) et vi(s,t) = va(s,t).
Alors v1(s,t) = va(s,t) pour tout z € B(0).

Ainsi v1(s,t) = va(s,t), soit v(s + s4,t +tx) = v(s + s,,t + t4) sur un
voisinage de 0. Les applications v et vo vérifient toutes les deux ’équation

de Cauchy-Riemann

ow ow
s JE 0.

Appelons F 'opérateur
F:C®°R x SH;R*™) — C®(R x S1; R™)
ow ow

Nous avons donc F(v1) = F(v3). Ecrivons

0= 3'-(1)1) 73-(1}2)

Ld
:/ fg'“(’Ul—FT(z—’Ul))dT
0 dT

1
= /0 (d§>U1+T(U2*U1)(U2 - 'Ul) dr.

Un calcul similaire a celui que nous avons fait au §8.4 pour linéariser 1'opé-
rateur de Floer donne (pour H = 0 et J dépendant de ¢ ici) :

)4 )4
(dF )y 4r(vy—0) (V) = +Jo—- + S(’T s,1)Y,

s ot

ot S est une application
S :[0,1] x R? — End(R>?").

Notons Y = vy — vy et S(s,t) fo (1,8,t) dr. On obtient que v — v est
une solution de

oY oY
Y =
6S+Joat+s 0,

qui, par ce qui précede, s’annule sur un voisinage de I'origine. En appliquant
le principe de prolongement 8.6.6, on a v; = vq, autrement dit

V(s + s, t + 1) =v(s+ s, t+1t,) pour tous (s,t) € R
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Par récurrence, nous avons v(s,t) = v(k(s}, — s4),t) pour tout k € Z et, en

passant & la limite, v(s,t) = ¥ (t) contrairement & I'hypothése faite. O

8.6.b. Le principe de prolongement. Il nous faut maintenant démon-
trer le principe de prolongement. Nous considérons ici le cas d’une équation
« de Cauchy-Riemann perturbée »

Y 1904
E‘FJQE-FS’Y—O

dans laquelle Jy est la structure complexe standard sur R?" et S : R? —
End(R?") est une application de classe €. Voici la proposition que nous
avons en vue :

Proposition 8.6.6 (principe de prolongement). Soit Y une solution de l’équa-
tion de Cauchy-Riemann perturbée, sur un ouvert U de R?. Alors I’ensemble

C ={(s,t) €U |Y s’annule a l’ordre infini en (s,t)}

est ouvert et fermé dans U. En particulier, si U est connexe et si Y s’annule
sur un ouwvert non vide contenu dans U, alors Y est identiquement nulle
sur U.

Remarques 8.6.7.
(1) Rappelons que 'annulation & lordre infini en un point zo d’une fonc-

tion f est le fait que, pour tout k > 0,

. Sup\z—zo|§r|f(z)|
lim

=0.
r—0 ’["k

Pour une fonction f de classe €, ce fait est équivalent a ’annulation en zg
de toutes les dérivées de tous ordres de f.

(2) L’ensemble des points ol une fonction de classe €*° s’annule a ’ordre
infini est un fermé. Dans le cas d’une fonction holomorphe (c’est-a-dire sa-
tisfaisant aux équations de Cauchy-Riemann), ce fermé est aussi un ouvert :
c’est ce que l'on appelle le « principe du prolongement analytique ».

Nous allons démontrer cette proposition en la présentant comme consé-
quence d’une version du principe de similitude de Carleman, et plus préci-
sément du lemme suivant. Ecrivons R?” = C™.

Lemme 8.6.8 (principe de similitude). Soit Y : B. — C" une solution de
classe C*° de l’équation de Cauchy-Riemann perturbée

oY )4
Y =
85+J08t +S 0



8.6. LES SOLUTIONS SONT « INJECTIVES QUELQUE PART » 249

et soit p > 2. Alors il existe un nombre 6 > 0, § < &, une application
A € WYP(Bs, GL(R?*)) et une application holomorphe o : Bs — C™ tels
que

V(s,t) € Bs, Y(s,t) = A(s,t)o(s+it) et JoA(s,t) = A(s,t)Jo.

Remarque 8.6.9. On peut, plus généralement, supposer, dans cet énoncé, que
Y € WHP(B.;C") et S € LP(Be; Endgr (R?")) pour p > 2.

Pour démontrer ce principe de similitude, on utilise le fait que le @ stan-
dard est un opérateur de Fredholm (ce sera le théoréme 8.6.11).

Ecrivons maintenant les démonstrations des énoncés (le lemme 8.6.2 et
la proposition 8.6.6) qui utilisent ce principe.

Démonstration de la proposition 8.6.6. Il est clair que ’ensemble C' est
fermé. Montrons qu’il est aussi ouvert. Soit zg = sg + ity € C. Le principe
de similitude 8.6.8 assure lexistence d’un voisinage Bs(zp) sur lequel
Y(z) = A(z)o(z), avec o : Bs(z9) — C™ holomorphe et A & valeurs dans
les endomorphismes réels de C".

Sur Bs(zp), Y s’annule a l'ordre infini si et seulement si o en fait autant.
Mais o s’annule effectivement & ’ordre infini en z5. On a en effet, pour
r<a,

sup |o(z)|= sup |A7'(z) Y(2)|
[z—20|<r [z—20|<r
<K swp [V(2)]
[z—20|<r

car A~! est continue (puisque A € WP (Bs; GL(R?")) est continue). Donc

lim SUP|z—zg|<r |U(Z)|

r—0 Tk

=0 pour tout k.
Mais o est analytique, elle est nulle sur Bs(zg), donc Bs(zg) C C. O

Démonstration du lemme 8.6.2. Evidemment, si (dv)o # 0, 'assertion & dé-
montrer est claire. Supposons donc que (dv)y = 0. L’application v est solu-
tion de I’équation

Ov v

75 +J T 0.
Alors, comme nous l’avons déja remarqué (dans la remarque 8.4.8), dv/0s
est solution de I’équation de Cauchy-Riemann linéarisée. On peut donc ap-
pliquer le principe de similitude (le lemme 8.6.8) & Y = dv/ds, nous obte-

nons le fait que
Y(s,t) = A(s,t)o(s,t)
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avec o holomorphe sur un voisinage de 0. Ce dont le lemme se déduit : les
zéros de o sont isolés, donc aussi ceux de Y = Jv/3ds, et donc a fortiori
ceux de dv. O

Du principe de prolongement, nous déduirons une démonstration du
lemme 8.6.5 utilisé ci-dessus.

Démonstration du lemme 8.6.5. Choisissons, comme nous y autorise le fait
que (dvg)g # 0, un € > 0 assez petit pour que vy : B. — R?" plonge B.
comme une sous-variété ¥ = v(B.) C R?". En utilisant une projection d’un
voisinage U, de la sous-variété 3 sur cette sous-variété, nous déduisons une
application ¢ de classe C*°
¢:U. — B. avec ¢|s = vy "

Pour § assez petit, v1(Bs) C X (par hypothese), ce dont nous déduisons une
application

povy: Bs — Us — B:

dont notre hypothése dit qu’elle est de la forme
Yo (Sa t) = (f(sv t)v t)

avec f de classe €, définie sur Bs(0) et & valeurs dans B¢(0). Ainsi, pour

(s,t) € Bs, vi(s,t) = va(f(s,t),t). Le fait que vy soit solution donne

81)1 8 U1 81)2 3f
0= 88( )+J(t vl) at( t):g(f(svt)at)%

Ovs of  Ovg
(o (F(s,0),0) [ G2 (5,8, 5 + S2(F(s.1).1)].
Utilisons maintenant le fait que vy aussi est solution, donc que
61}2 o 6’02 61}2 - 81)2

Tor = "as T T

T ) E TR A

une relation linéalre entre les deux Vecteurs indépendants dv/9s(f,t) et

Ov/ot(f,t). Ainsi,

pour obtenir

ﬁ =1 et a—f =0,

ds ot
ce qui veut dire que f est de la forme f(s,t) = s+ so pour un certain
s0 €] —¢,¢[, qui est d’ailleurs nul puisque v(sp,0) = u(0) = v(0) et v est
injective sur B:(0), donc f(s,t) = s, ce qui veut dire que u et v coincident
sur le voisinage de 0 ou f est définie. Par le principe de prolongement, u
et v doivent coincider sur tout B.. O]
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Démonstration du lemme 8.6.8. La derniére des conditions a satisfaire est
que A(s,t) est, pour tous (s,t), une application C-linéaire (c’est-a-dire
qu’elle commute avec la multiplication par 4, que nous avons notée Jp).

Essayons de remplacer S (dans I’équation de Cauchy-Riemann perturbée)
par une application C-linéaire. Ecrivons pour commencer

1 1
S+ = i(S — J()SJ()) et ST = §(S+ J()SJ()),
de sorte que S = ST + 5~ et que
1
J()S+ = §(J()S + SJ()) = S+J(),

donc ST est C-linéaire et, de méme, S~ est anti-C-linéaire. Pour (s,t) € B,
définissons D(s,t) € Endg (C™) par

1 _
T~ 2 (Y(Sa t) : tY(Sa t)) < Z sl Y(S7t) 7& Oa
D(s,t)-Z =< Y (s, 8]l
0 si Y(s,t) =0.
Remarquons que, quand Y (s,t) # 0, on a
Y. Z
D(Sat) = <||{/||2> (87t) : Y(Svt)7

ou (, ) désigne le produit hermitien usuel sur C™ (voir le §5.5). En par-
ticulier, DY = Y, ceci valant pour tous (s,t). Ensuite, avec son Z, cette
application est clairement anti-C-linéaire. Pour en finir avec les propriétés
de D, on voit que

ID(s,t)|| <1 pour tous (s,t),
ce qui implique en particulier que

S~ - D ¢ LP(B.,Endr (R?")).
Posons ensuite

S(s.t) = S (s,t) + S (s,1) - D(s, 1),
définissant ainsi une application C-linéaire, S ,
S € LP(B., Endg (R?"))
qui satisfait a
S.Y=8"Y+S8 DY =8V +57Y = 5Y,

de sorte que Y est aussi solution de ’équation dans laquelle on remplace S
par S. On peut ainsi supposer que le S qui apparait dans notre équation
est C-linéaire. Le résultat recherché est une conséquence du lemme :
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Lemme 8.6.10. 11 existe § € ]0,¢] et A € WHP(Bs; End(R?")) tels que

0A 0A
A=
85+J00t+5 0

et A(0,0) = Id.

Dans cet énoncé, le produit S - A est un élément de LP(Bs; End(R?*"))
(gréce au lemme 8.2.4). Admettons (provisoirement !) ce lemme et finissons
la démonstration de 8.6.8. Choisissons un A comme dans le lemme et, s’il
n’est pas C-linéaire, remplacons-le par

1
AT = S(A= JoATo),

qui est solution de la méme équation (parce que nous avons supposé que S
est C-linéaire) et qui vérifie aussi A7(0,0) = Id. On peut donc supposer
que A commute avec Jy. Montrons qu’il satisfait aussi aux autres conditions
annoncées dans 8.6.8. Puisque A(0,0) = Id, si on choisit § assez petit,
A(s,t) est inversible pour (s,t) € Bs. Posons ensuite

c=A"1Y, desortequeY =A4-0.

Comme Y est solution de I’équation, on a

a(gxs ) g 8(;”) +5-(Ao),
soit
%O’-FA%—FJ()%U—FJ()A%—FS'AU:O,
ce qui implique que
A<8£ + Joai> =0
0s ot ’

donc que o est holomorphe (elle est continue parce que égale 4 0 = A=Y,
et C* en vertu de la régularité elliptique).

Démonstration du lemme 8.6.10. La matrice A recherchée est une sorte de
matrice fondamentale de solutions de notre équation. Il suffit de considérer
I’équation pour le « vecteur » Y € WiP(Bs; R?"),

1904 Y
Y =
0S+J08t+s 0,

et de montrer qu’elle a une solution telle que Y (0,0) = vy, et ceci pour tout
vg € R?" fixé. En utilisant les vecteurs de la base canonique, on obtiendra
les colonnes de la matrice A cherchée.

Pour ce faire, considérons

Bs; C CC CU{xx} =52
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SiY est une application de S? dans C™ = R?", 9Y est une section du fibré
vectoriel (AO’IT*SQ)n = A®IT*S5% ® C, et dire que 9Y = 0 signifie que YV
est une sphére holomorphe dans C™.

Nous pouvons maintenant utiliser la propriété essentielle de 0 rappelée
dans le théoréme suivant (qui est une conséquence de I'inégalité de Calderén-
Zygmund, voir le §16.4).

Théoréme 8.6.11. Pour tout p > 1, l'opérateur
0:WHP(S2 V) — LP(A"IT*S? @ V)
est un opérateur de Fredholm surjectif.

Le calcul qui constitue la démonstration du lemme 6.6.4 montre que

Je

(en appliquant la formule de Stokes). Ainsi le noyau de 0 ne contient que les

2
a—y‘ dsdt:/ Y*w =0
ot o

constantes, sa dimension est donc 2n, et, comme 0 est surjectif, son indice
est aussi égal a 2n. Considérons maintenant I'opérateur

D:W'P(S%C") — LP((A%'T*S*)") @ C™
y — (Y, Y (0)).
Il est somme de
(9,0) : WhP(S%,C") — LP((A™'T*S?)") @ C”

qui est de Fredholm et d’indice 0, et de l'opérateur Y — (Y,0), qui est
compact puisque WP s’injecte continiiment dans L>°. Grace au théo-
reme 16.2.10, nous savons qu’il est de Fredholm d’indice 0 lui aussi.
Mais son noyau est formé des constantes nulles, il est donc nul. Par suite, D

est bijectif.
Soit maintenant Dg la petite perturbation de D définie par

Ds(Y) = (0Y + S5 - Y dZ,Y(0))
ou S5 : CU{oo} — Endr(C") est définie, elle, par
S(s,t i(s,t) € Bs,
s S0 3
0 sinon.
Clairement,
. _ . _ op _
C%IL%HS!;”LP =0, donc ;E}%HD§ D” 0,

donc Dy est elle aussi bijective lorsque d est assez petit. Un tel & étant
fixé, choisissons un Y tel que DsY = (0,v9). Sa restriction & Bs satisfait
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a l’équation de Cauchy-Riemann perturbée et a la « condition initiale »
Y (0) = vo, ce qui démontre le lemme... O

...et le principe de similitude. O

On aurait pu utiliser la méme méthode que celle du calcul de l'indice
(que nous déroulerons au §8.8) : c’est 'objet de 'exercice 45.

8.7. La propriété de Fredholm

Nous attaquons maintenant la démonstration du théoréme 8.1.5.
Appelons

Si(t) = liI:El S(s,t)
et Rfﬁ la solution de
R=JyS+R telle que RT =1d.

Le but de ce paragraphe est de démontrer :

Proposition 8.7.1. Si dét(Id —RY) # 0, alors
L=0+8(s,t): W"?(R x S} R*™) — LP(R x S*; R*")
est un opérateur de Fredholm (d indice) (pour tout p > 1).

Nous nous inspirons ici de la démonstration de [61] (voir aussi [13]).
L’ingrédient principal est le théoreme de régularité elliptique :

Théoréme (théoréeme 12.1.3). Soit p > 1. Si Y € LP(R x SY;R?") est
une solution faible de Uéquation de Floer linéarisée LY = 0, alors
Y € WHP(R x SY;R®™) (et il est aussi de classe C).

...et une conséquence de linégalité de Calder6n-Zygmund (le théo-
réme 16.5.8) énoncée dans le lemme (dont on trouvera une démonstration

au §12.2) :
Lemme 8.7.2. Soitp > 1. 5iY € WHP(R x St; R?™), il existe une constante
positive C' telle que

1Yl < CULY (o + 1Y (| 10)-

Voici le plan de la démonstration : tout d’abord, nous considérons le cas
ou S(s,t) ne dépend pas de s, cas dans lequel nous démontrons un résultat
plus fort :
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Proposition 8.7.3. Si lopérateur symétrique S(s,t) = S(t) est indépendant
de s et si dét(Id —RT) # 0, alors

D=0+ 8(t): W'?(R x S, R*™) — LP(R x S*;R*")
est bijectif (pour tout p > 1).

Nous démontrons cette proposition d’abord dans le cas p = 2 au §8.7.a,
puis dans le cas général au §8.7.b. L’inversibilité de I'opérateur « asympto-
tique » D nous permettra d’améliorer I'inégalité du lemme 8.7.2 en

”Y”WLP(RXSHR?") < C(”Y”LP(RxSl) + ”Y”LP([—M,M]xSl))
(pour un M > 0 assez grand).

La restriction WHP(R x S') — LP([—M, M] x St) étant un opérateur
compact (par le théoréeme de Rellich, ici le théoréme 16.4.10), nous pour-
rons alors utiliser un résultat général dit « semi-Fredholm » (pour lequel on
trouvera une démonstration au §16.2.c).

Proposition 8.7.4. Soient E, F et G trois espaces de Banach. Soient L :
E — F un opérateur et K : E — G un opérateur compact. On suppose qu’il
existe une constante C > 0 telle que

Vee B, |zllp < C(L@)p+[1K@)e)-

Alors le noyau de L est de dimension finie et son image est fermée.

Il restera & montrer que le conoyau de L est de dimension finie. On le
fera en 'identifiant au noyau de I'opérateur adjoint

L*: WhH(R x S, R*") — LY(R x S*; R?")

ol ¢ est défini par 1/p + 1/q = 1. Cet opérateur, que nous avons déja ren-
contré dans la démonstration du lemme 8.5.1, satisfait aussi aux hypotheses
de la proposition 8.7.4, et son noyau est donc de dimension finie.

8.7.a. Démonstration de la proposition 8.7.3, premiére étape, le
cas p = 2. On considere 'opérateur

A= JO% + 8 wh?(shR*™) — L*(SY; R™)

opérant sur les fonctions de t.

Lemme 8.7.5. Sous l’hypothése de non-dégénérescence, l'opérateur A est in-
verstble.

Remarque 8.7.6. Remarquons d’abord que A est 'opérateur linéaire consi-
déré dans la remarque 8.4.7, celui que ’on obtient en linéarisant 1’équation
différentielle & = X;(x) (voir les §§14.4.c et en particulier 14.4.d).
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Démonstration du lemme 8.7.5. C’est une application de la méthode de la
variation des constantes. Inverser I'opérateur revient a résoudre, pour Z €
L?(S*; R?™), équation différentielle linéaire (avec second membre)

Y = JoSY — JoZ, avecY € WhH2(SL R,
Dans le cas ou Z = 0, les solutions sont
Y(t)=R(t)Y,, teR
ou R est la solution fondamentale, matrice vérifiant
R=JySR et R(0)=1d

(c’est la matrice dont nous avons supposé qu'elle n’avait pas la valeur
propre 1 pour ¢ = 1). Pour résoudre I’équation en général, on cherche une
solution sous la forme

Y(t) = R(t)Yy(t), te]0,1].
Un tel Y vérifie I’équation différentielle si et seulement si
Yo(t) = —R7L(t)Jo Z(1).
On doit donc avoir
Yo(t) = Yo(0) — /Ot R™H(1)JoZ(7)dr
et enfin )
Y () = R(t) (Yo(0) - /O RN (7)JoZ(r)dr ).

On veut que Y soit prolongeable en une fonction périodique, c’est-a-dire
que Y(0) = Y (1), ou encore que

1
R(l) (-/0 Ril(T)JOZ(T)dT + Yo(())) = YQ(O),
c’est-a-dire
(R(1) — 1d)Yo(0) = R(1) / RY(r)JoZ(7)dr.
0

Une équation qui se résout sans mal puisque l'opérateur Id —R(1) a été
supposé inversible, donnant une unique valeur de Y;(0). On a bien montré
que A est bijectif. O

Remarque 8.7.7. Dans cette démonstration, on a pu raisonner avec les valeurs
en 0 et 1 des éléments de W2 parce que

Wh2([0,1]; R*") € €°([0,1; R*").
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Comme nous ’avons déja signalé, 'inclusion analogue n’est pas vraie lorsque
I'espace de départ est de dimension > 2. Voir les rappels d’analyse et en
particulier la remarque 16.4.7.

Suite de la démonstration de la proposition 8.7.3 dans le cas p = 2. Nous
cherchons, pour Z € L?(R x S1;R?"), un Y € WH2(R x S1;R?") tel que

oY oY
—-— - Y =27
Os o ot +5()

Autrement dit, nous voulons résoudre 1’« équation différentielle linéaire avec
second membre »

oY

— =—-A-Y(s)+ Z(s

- () + 2(5)
dans W12(R x St; R?"). Malheureusement, en dimension infinie, on ne peut
appliquer la méthode de variation des constantes comme celle que nous

venons d’utiliser pour montrer que A est inversible. Ainsi, de ’équation

homogene
oY
— =AY
s
Y(0) =Y,

nous savons qu’elle admet des solutions définies seulement sur [0, +0o0], et
ceci uniquement quand 'opérateur A est monotone, c’est-a-dire vérifie

Ve, (Az,x)>0

(pour le produit L2, voir [14, Chap. VII] et le théoréme 8.7.9 ci-dessous).
Comme notre A n’est pas monotone, avant de pouvoir appliquer ce résultat,
nous devrons donc décomposer L?(S1; R?") en une somme directe d’espaces
sur lesquels cette propriété de monotonie est réalisée.

Pour simplifier, notons H cet espace de Hilbert

H = L*(S;R*™).
L’application A n’est pas définie sur H, mais sur son sous-espace W12(S1),
elle est ce que 'on appelle un opérateur non borné, tout simplement parce
qu’elle est continue pour la norme de W2 mais peut-étre pas pour la
norme L? sur ce sous-espace. Notons aussi que le domaine de définition
de A est dense dans H = L?(S') (puisque C€*(S') C Wh2(S1) lest) et
que A est un opérateur fermé (c’est-a-dire que son graphe
{(Y,AY) |Y e Wh2(s)}

est fermé dans L2(S1) x L?(S'), un exercice facile pour nos lecteurs).

Le calcul fait pour L dans la démonstration du lemme 8.5.2 donne le fait
que A est auto-adjoint, précisément que, pour le produit L2, on a

(AX)Y) = (X, AY) pour X,Y € Wh2(sh).
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Considérons maintenant 'opérateur 7' : H — H défini par la composition

LQ(Sl) A_} W1’2(Sl) SN LQ(Sl).
C’est un opérateur continu (car A~! I'est, grace au théoréme de Banach [14,
Th. 2.5]) et méme compact, puisque I'inclusion est compacte. De plus, il est
auto-adjoint, ce qui se déduit facilement de la propriété similaire de A. On
peut donc lui appliquer le résultat (qui est [14, Th. VI.11]) :

Théoréeme 8.7.8. Soit H un espace de Hilbert séparable et soit T : H — H
un opérateur auto-adjoint compact. Alors H admet une base hilbertienne
formée de vecteurs propres de T .

Rappelons que I'ensemble des valeurs propres de 'opérateur A,
{A e C| A— AId n’est pas injectif},

est contenu dans le spectre de A qui est, lui, formé des \ pour lesquels
A — M1d n’est pas bijectif. Pour un opérateur compact, ’ensemble des va-
leurs propres est soit fini soit formé d’une suite qui tend vers 0 (voir [14,
Th. VL8]). Remarquons que, dans le cas qui nous occupe, 0 ne fait pas par-
tie des valeurs propres puisque A~! est injectif. Remarquons aussi que les
vecteurs propres de T sont dans W12(S1; R2") puisque Tv = v implique
que
Mo =A"1v e WH(SL R,
On peut décomposer
H=H"®H"

(en somme de sous-espaces propres de T, positif et négatif respectivement)
et considérer les deux projections orthogonales p* : H — H*. On appelle
A* 1a restriction de A & H*. Chacun d’eux est encore un opérateur non
borné. Si Y € W12(St) est dans l'espace propre correspondant & la valeur

propre A de T', on a

1
AY = =Y.
A

Ainsi, les opérateurs At et —A~ sont bien des opérateurs monotones (cha-

cun d’eux vérifie (Bx, z) > 0)
AT HE — HE

Ces opérateurs vérifient ’étonnant résultat d’existence de solutions (théorie
de Hille-Yoshida) :

Théoréme 8.7.9. Soit A : D(A) C H — H un opérateur fermé monotone
autoadjoint défini sur un ouvert dense D(A). Alors, pour tout Yy dans H,
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il existe une application Y : [0,4+00] — H, continue, dérivable sur ]0,+o0l,
avec Y (]0,4+00[) C D(A) et qui vérifie

oy
oo =AY
Y(0) = Y.

De plus, Y, avec ces propriétés, est unique et l’'on a :
oY 1
Y <IVel et Vs>0, |- = lav(s)) < < 1%l

Remarques 8.7.10. Si nous avons qualifié ce résultat d’étonnant, c’est pour
les raisons suivantes :

(1) Ce n’est pas un résultat d’existence locale de solution d’équation
différentielle : rien n’est affirmé au voisinage de 0.

(2) La condition initiale n’est pas supposée dans I'espace de définition
de A (il est vrai que celui-ci est dense dans H en vertu de la remarque
précédente).

(3) C’est quand méme un résultat global, comme dans le cas d’une équa-
tion différentielle ordinaire linéaire, au sens ou il donne des solutions sur
tout [0, 4+o0.

(4) Dans le méme ordre d’idées, dés que s > 0 est fixé, I’application Yy +—
Y (s) est linéaire (par unicité de la solution), définissant une application
linéaire continue de H dans D(A). Appelons-la I'(s). On a, par 'unicité
encore,

F(Sl + 82) = F(Sl) . F(SQ)
et, puisque Y (0) = Yy, I'(0) = Id. On dit que I" est un semi-flot (ou un

semi-groupe)... et on utilise la notation I'(s) = e~4%.

Nos opérateurs AT et —A~ engendrent donc des « semi-groupes » d’opé-
rateurs sur HT et H{~, solutions des équations différentielles

dY dY

= _ATY, — =AY,

ds T ds ’
bien définies pour s > 0 et que nous notons

S — efAJrs S — 6A’s

On définit ensuite un « noyau »

K(s) e~ATspt+ pour s > 0
s) = _
—eA"(=%)p= pour s < 0

ou p* : H — H* désignent les projections orthogonales.
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C’est une application R — L(H) (& valeurs dans 'espace L(FH) des
opérateurs continus sur H). Notons qu’elle est continue pour s # 0, mais
pas en 0. On a aussi, pour s > 0,

—Ats —ps
1K (s) - Yllge = e *p*Y [l < e[|V 5,

ol pt = A~! > 0 pour A > 0 la plus grande valeur propre positive de 7.
L’inégalité analogue pour s < 0 donne le fait que

1K (5) ¢ 90) < €W

pour une constante § > 0.
On peut ainsi définir

Q: L*(R,H) — W"3R x S}, R™)

par
“+o0
(Q-Z)(s,t) = K(—0)Z(s+ o,t)do.

— 00
L’intégrale est convergente en L?(R x S1;R?"). En effet, la convergence
absolue vient de

/R 1K (=0)Z(5 + 0,8) o sy 4o
1/2

- /R ( /R K (=0)Z (s +0) 22, ds) do

1/2

< / (/ 2011 Z(s + 0) I3 sy ds) do
R \/R
_ /Re—zw 1Z]l g2 sy dor < +00.
Par conséquent, Q- Z est dans L?(R x S1; R?"). Pour montrer qu'il est dans
WL2(R x ST R2"), il suffit d’établir, pour Y = Q - Z, I'égalité

7= Ay
ds

Pour ceci, remarquons, en omettant la variable ¢t dans 1’écriture, que
Q- Z)(s) = / K(s - 0)2(0) do
R

s +oo
:/ 67A+(876)Z+(O') do —/ e (09 g

— 00
(ot Z* désignent les projections sur H*). Ecrivons

Y=Q Z=YT+Y",
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de sorte que

dY*ii
ds  ds |

*d

e~ AT (s=o) z+ (0)do

=Z"(s) + / —A+e_A+(S_”)Z+(U) do

— 00

=71 (s) — ATYT(s).
Le calcul analogue pour Y~ donne

L
ds ’

de sorte que
dYy

Z = — + AY.
cls+

Cette relation montre que D o @@ = Id. Montrons aussi que @ o D = Id.
Soit Y € WH2(R x S1; R?"), que 'on décompose en Y = Y+ +Y ~ et ainsi

AY = AtY T+ A Y.
Remarquons que, pour B = Ai, les deux expressions
B-ePY, et eP°.BY,

sont solutions de

oY

— =BY

0s

Y(0) = B-Yp.

Elles sont donc égales (grace a la propriété d’unicité contenue dans le théo-
réme 8.7.9). Nous utilisons cette propriété de commutation dans le calcul
ci-dessous.

Evaluons Q - (AY). On a

S —+oo
Q- (AY) = / 67A+(570)A+Y+(0') do — / e ATY (o) do.

— 00
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Le premier terme de la somme vaut

/ A+67A+(570)Y+(0) do :/ 72 (efA*'(s—o—)YJr(g)) do

oo oo Os
9 ° — At (s—0)y+ +
=5 e Y (o)do+Y7(s)
S —0o0
a [° +
= —g/ e A DY (s +0)do + Y H(s)

0 +
= —/ e_AJr(_”)aa%(s—Fa) do + YT (s).

De manieére analogue, le deuxiéme terme vaut
e - A ETY.)
— / A=er Y (o) do = / et (_”)a—(s +0)do +Y " (s).
s 0 S
En ajoutant les deux, on obtient

oY
AY) = — (—) Y,
Q(aY) = -Q(5-) +
autrement dit, Q o D(Y) =Y, de sorte que @ est bien un inverse pour D.

Ceci termine la démonstration de la proposition 8.7.3 pour p = 2.

8.7.b. Démonstration de la proposition 8.7.3 dans le cas général
ou p > 1. Nous utilisons une version renforcée de 'inégalité de Calderdn-
Zygmund (notre énoncé 8.7.2) pour l'opérateur D = 3 + S(t) :

Lemme 8.7.11. Soit p > 1. 1l existe une constante C > 0 telle que, pour tout
k € R et pour tout Y € WHP(R x S1;R?™), on ait
||Y||W11P([k,k+1]><5'1) <C (HDY||LII([]€—%,I<:+%]><51) + ||Y||LP([k—%,k+%]><Sl) :

Remarquons que, en ajoutant les inégalités données par ce lemme pour
k € Z, on obtient précisément 8.7.2 : cet énoncé est, en effet, plus fort.

Démonstration. Fixons k = 0. L’inégalité est une conséquence immédiate
du théoreme 12.1.2. Appliquons ensuite le résultat a

Z(s,t) =Y (s —k,t).
L’opérateur D est invariant sous les translations en s, donc
DZ(s,t) = (DY)(s — k,t).

On obtient donc bien le résultat, pour tout k (et avec la méme constante
C >0). O

Supposons maintenant et dans ce qui suit que p > 2. Nous démontrons
un nouveau lemme, qui est conséquence du précédent.
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Lemme 8.7.12. Soit p > 2. Il existe une constante C7; > 0 telle que, pour
tout k € R et pour tout Y € WHP(R x S1;R?*™), on ait

‘|Y||W1,p([k,k+1]><sl) <O (||DY||LP([k_1,k+2]xsl) + ||YHL2([k—1,k+2]><Sl) .

Démonstration. Grace a U'invariance de D, il suffit comme ci-dessus de dé-
montrer le résultat pour £ = 0. Comme maintenant p > 2, nous avons, grace
a I'inégalité de Holder,

LP([-1,2] x 81 c L*([-1,2] x SY),
avec, pour ¢ défini par 2/p+1/q =1,
1Yl <32 0Y ], -
De méme
WhP([—1,2] x SY) ¢ Wh2([-1,2] x §Y), avec ||V < 31/2a 1Y |y -

La méme chose vaut aussi pour l'intervalle [—1/2,3/2], en remplacant 3'/24
par 2'/24, Enfin, le théoréme de Rellich 16.4.10 donne

Wh2([-1/2,3/2]xS") € LP([-1/2,3/2]x8"), avec [[Y ], < C [V [lyra -

Le lemme précédent donne alors (nous omettons le facteur S* pour alléger
les notations) :

Yy o,y < Ca <||DY||LP([—1/2,3/2]) + ||Y||LP([71/2,3/2]))
<Oy (||DY||LP([—1/2,3/2]) + ||Y||W1’2([—1/2,3/2])>
<Cs (||DY||LP([—1/2,3/2]) FIDY |l o (jm1,9 + HYHLz([—Lz]))
d’apres le lemme précédent avec p = 2,k = —1/2, puis k = 1/2
< Cy (IDY Nl ooy + 1Y lpagorap ) -

Ce qui finit la démonstration (de ce lemme)... O
...et nous amene a un autre lemme :

Lemme 8.7.13. Soit p > 2. Il existe une constante C > 0 telle que, si'Y €
WL2(R x St) et DY € LP(R x S1), alors

YeW?R xS et |[Y|yio <CIDY| -
Démonstration. Commengons par montrer que Y € WHP(R x St). Grace au

lemme 8.7.12, il suffit de démontrer que Y € WP (K) pour tout compact K,
ce qui est une conséquence du théoreme 12.1.2.
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Dans la démonstration qui suit, nous aurons besoin de considérer Y
comme une application

Y:R — L*(SYR?) =K

et d’utiliser la norme LP(R;XH) correspondante

1/p
W lliremon = ([ 1V6012)

En utilisant le lemme précédent et U'inégalité (a + b)? < 2P(aP + bP) (un
exercice pour nos lecteurs), on trouve

p
I sy < Cr (DY looeosisa + 1Y Do sz
<2y (IDY sy sy + 1Y e sz ) -

En appliquant I'inégalité de Holder (et le nombre q tel que 2/p+1/q = 1),
on obtient

Y o Y 24 -
TP 1V (s,0)| de ds
k— St
k42 ) p/2
_ ( / 1V (s, ) ds)
k—1
k42 2/p\ p/2
< (o ([ s a) )
k—1

k+2
= 3/ / 1Y (s, )% ds
k—1

Ainsi donc

k+2
1Y o oy < Co (DY I 1 512 + / VGl ds)
et, en sommant sur les k € Z,

1Y s sty < Cs (IDY Wty + 1Y Wnq0)) -

Nous voulons maintenant majorer le dernier terme de cette somme. Nous
utilisons 'inverse

Q:L*R x S') — WH(R x S

de D que nous avons défini au §8.7.a. Comme nous avons supposé que
Y € WH2(R x S1), nous avons

||YHLP(R;1H) = ”QDYHLP(R;H)’
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Toujours dans un souci d’allégement, notons Z = DY et simplement | ||
la norme sur H. Ainsi nous avons

1QZ ] 1o rse) = ( [ @zl ds)l/p

- (/R H/RK(S —0)-Z(0)do P ds)l/p
: (/R (/R 1K (s — o) - Z(0)]| da)l’ d8>1/p
< (/R (/R e 0ls—al 12()]| da>p ds)l/p.

Nous avons ici une convolution de f(s) = e~°l°l et g(s) = || Z(s)|. Appli-
quons lui I'inégalité de Young(®, pour trouver

1QZ1 o rs30) < C 21 Lo (msae) -
Mais, grace a I'inégalité de Holder pour LP(SY) et L?(S!), on a

1/p
120 s = ( JRCCSI ds)

< (/R 1Y (s, )15, ds)l/p

= ||Z||Lp(R><sl) .

On conclut que

||Y||LT—'(R;5{) = ||QZ||LP(R;[}{) <C HZ”Lp(RXsl)
< CHDYHLP(RxSl)
et enfin que

1Y llwie@mxsty < CallDY o @mxs)
et le lemme est démontré. O

De quoi nous déduisons :
Proposition 8.7.14. Pour p > 2, lopérateur D est bijectif.
Démonstration. L’inégalité

1Y lwe@mxsy < ClUDY ([ Lo@mxst)

(®)Voir au besoin [14, Th. IV.30] pour cette inégalité :

||f*9HLP < |fllzr - Hg”LP .
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du lemme précédent vaut pour tout Y € WHP(R x S1)n Wh2(R x S1t)
et, en particulier, pour tout Y € C(R x S!). Comme les fonctions C>
& support compact sont denses® dans WP, Dinégalité reste vraie pour
Y € WHP(R x S) (tout entier). Donc D est injectif. De plus, puisque WP
est complet, son image est fermée.

Pour démontrer que D est aussi surjectif, il suffit ainsi d’établir que son
image est dense dans LP(R x S*). Soit donc Z € LP(R x SY)NL?(R x S1).
Notons que cet espace, parce qu’il contient les fonctions caractéristiques,
est dense dans LP(R x S'). La surjectivité de D dans le cas ot p = 2,
établie précédemment, fournit un Y € W3R x S') tel que DY = Z.
Grace a ce qui précede, cet Y est dans W1P(R x S1), ce qui démontre notre
proposition. O

Pour terminer de démontrer la proposition 8.7.3, il reste & démontrer :

Proposition 8.7.15. L’opérateur
D:W'"P(R x S') — LP(R x S')
est bijectif pour 1 < p < 2.

Démonstration. Montrons, comme dans la proposition précédente, qu'’il
existe une constante C' > 0 telle que

”Y”WLP(RxSl) <c ||DY||Lp(Rxsl) :

Pour la méme raison de densité que ci-dessus, établir cette égalité pour
Y € C5°(R x S1) suffit. Nous utilisons Popérateur adjoint :
D*: WH(R x S') — LYR x ")
0X 0X
x — 4+ Jo—+5-X
s e T

ou, comme il se doit (mais pas comme ci-dessus), ¢ est défini par
1/p+1/qg=1, de sorte que ¢ > 2 (et ou, rappelons-le, S est symé-
trique). Comme nous l'avons vu (dans la démonstration du lemme 8.5.2),
nous avons, pour tous X € WH4(R x S1) et Y € €5°(R x S1),

(D*X,Y) = (X, DY).

Les résultats que nous avons démontrés pour D et p > 2 s’appliquent a D*|
qui a la méme forme que D, et & ¢ qui est > 2. En particulier, D* est bijectif.
Ecrivons maintenant :

aYy ay
Vi =Wl + |5 |, + 1%
Wlhwoor = 1Vl + || 32| + | 5

Lr

9 Voir au besoin [14, Cor. IX.8].
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et majorons chacun des trois termes de droite. Par le théoréme de Riesz(1?),
nous avons
”Y”Lz7 = sup |<Z7 Y>‘ :
ZeL?
Il Z]| ra=1

Comme D* est bijectif, cela donne

1Yl = sup [(D'X,)Y)[= sup [(X,DY)]
Xewha Xewha
HD*X”qul HD*XHLq=1
<|DYl|, sup XL,
Xewha
ID*X||q=1

Comme dans la démonstration de la proposition précédente, on a

XN e <[ Xllwra < CID*X]|

d’ott 'on déduit
Yl <ClDY ||, -

On procede a l'identique pour la dérivée par rapport a s, en utilisant le fait
que

D0
ds  0s
(ici 'application de cet opérateur & un élément de W9 est & prendre au
sens des distributions). On a

oY 0 0
2], = o, [x)l= om (o)
Os llLe Xewha 0s xewbe 1\0s
”D*XHLG:l ”D’(XHLq:l
0 0
=  sup ‘<D*—X,Y>‘: sup ’<—X,DY>’
Xewha s xewta |\0s
”D*XHLG:I ”D’(XHqul
0X
<UDyl sw  |Z|  <clipyiy,
Xewta § 1La
”D*XHqul
puisque

[ XIlwi.a < CID*X] L

comme plus haut. Pour la dérivée par rapport a ¢, remarquons que, pour
X € W4 on a (les dérivées sont toujours prises au sens des distributions)

o .. .0 )

(10) Ay besoin, [14, Th. IV.11].
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On en déduit

oY 0 0
H— = sup <D*X, —Y>‘ = sup ‘<—D*X,Y>‘
at Lr Xer,q 3t Xer,q at
I1D* Xl q=1 I1D* Xl q=1
—  sup <D*QX n §X,Y>‘
Xer,q at at
I1D* Xl =1
—  sup <9X, DY> + <§X,Y>‘
xewba |\Ot ot
I1D* Xl q=1
<|DY|l, sup HX”WLQ +CY|, sup [ XL
Xewh Xewh
I1D* X q=1 ID* Xl q=1

avec C' = sup,c g1 ||05/0t||. Comme précédemment, le premier terme de la
somme est majoré par C ||DY||;,. Et puis, comme nous avons montré que
1Y, < IIDY||;», le deuxiéme terme admet une majoration de la méme
forme. Finalement, nous avons établi une inégalité

pour tout Y € WHP(R x SN, ||Y |lyyiw < C DY |1 -

Il s’ensuit que 'opérateur D est donc, dans ce cas aussi, injectif et a image
fermée. Sinon, le théoréme de Riesz donnerait en effet un Z € LI(R x S1),
non nul, et tel que

pour tout Y € W?(R x S'), (Z, DY) = 0.

Comme dans la démonstration du lemme 8.5.2, on en déduit que D*Z =0
(toujours au sens des distributions), puis, avec la régularité elliptique (c’est-
a-dire le théoréme 12.1.3), que Z € WH4(R x S'). Donc Z € Ker D*, doit
étre nul, contrairement a notre supposition. Ceci termine la démonstration
de la proposition. O

8.7.c. Démonstration de la proposition 8.7.1. Comme D est bijectif,
son inverse est (d’apres le théoréme de 1’application ouverte de Banach) une
application continue. Donc il existe une constante B > 0 telle que

Yl < BIDY ||y -

Par conséquent, comme S(s,t) — S1(t) pour s — 00, il existe des constantes
réelles positives M et C telles que, pour tout Y € WHP(R x St W),

si Y(s,t) =0 pour |s| <M —1, alors ||Y||yy1, < C|LY [0 -
En effet,
ILY = DY, < sup [S(s,8) = STO] Yo S elYll o < elY iy -

[s|>M
tes?t
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On étudie indépendamment Y pour |s| grand, puis petit. Pour ceci, on
choisit une fonction € positive, 8 : [0,1] — R nulle pour |s| > M et égale
a1 pour |s| < M — 1 et on écrit

Y(s,t) = B(s)Y (s,1) + (1 = 5(s))Y (s, )
et bien siir

1Y e < UBY llrw + 11 = B)Y [l -
L’inégalité du lemme 8.7.2 donne

1Yl < CLULBY) 2o + 18Y [ o + IL((L = B)Y) o + (1= B)Y [l ) -

Si M est choisi assez grand,

1 1
Gl =B)Y o < 5 IV Is < 51V
donc

1Y 1lw1n <201 (ILBY )| 1o + 1BY [ o + I1L(QA = B)Y) I 10) -
Comme 3 ne dépend que de s, on a

L(BY) = (% 4 J% +8)(BY) = BL(Y) + 8 (5)Y.

La dérivée ('(s) est bornée,
|8 (s)] < K pour s € [-M,M] et ['(s) =0 pour |s| > M.
On a donc

LY o < NEX Lo + KNl Lo ara1)
(et de méme pour L((1 — 3)Y)), de sorte que I'inégalité ci-dessus donne

¥l < Co (Voo agnn + 1B ) -

La restriction au compact [—M, M| définit, grace au théoréme de Rellich
(ici le théoréme 16.4.10), un opérateur compact

WLP(R x S, R*™) — LP([-M, M] x S*;R™).

On utilise alors la proposition 8.7.4 pour déduire que L a un noyau de
dimension finie et une image fermée.

On utilise toujours le réel g tel que 1/p + 1/g = 1. Considérons le sous-
espace F' de LY(R x S1) formé des Z qui vérifient (Im L, Z) = 0 et I’adjoint
0 0

= — L tg. b 1 q 1
L 6S+Joat+S.W (RxS§)— LYR x S).

A nouveau, comme dans la démonstration du lemme 8.5.2, L*Z = 0 au
sens des distributions, donc Z € WH4(R x S1) par la régularité elliptique
(théoréme 12.1.3). Par suite, F' C Ker L*. Par ailleurs, L* ayant la méme
forme que L, il satisfait lui aussi aux hypotheses de la proposition 8.7.4, ce
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qui lui vaut de satisfaire aussi a sa conclusion, & savoir que son noyau est
de dimension finie.

Montrons que Coker L est de dimension finie. Le théoréme de Hahn-
Banach permet de trouver des formes linéaires ¢ : L? — R qui s’annulent
sur Im L, et nous voulons démontrer que 'espace de ces formes est de di-
mension finie. Le théoréeme de représentation de Riesz permet d’écrire une
forme linéaire

=y pourun U € L9 avec oy(V) = (U, V).

Comme ces formes sont nulles sur Im L, les U qui les représentent sont
dans F'. Mais celui-ci est de dimension finie. Donc Coker L est de dimension
finie. Et la proposition est démontrée. O

8.8. Le calcul de l’indice de L

Pour calculer I'indice de L,
oY Y
LYY)= — —_— Y,
(Y) s +J8t + S(s,1)Y,

avec limg_, 400 S(8,t) = S4(t) uniformément en ¢, nous allons :

(1) Remplacer L par Ly donné par la méme formule... sauf que S(s,t) y
est remplacé par une matrice §(s,t) qui vaut ezactement S_(t) pour s <
—op et S4(t) pour s > 0¢. L’invariance de I'indice par petites perturbations
(pour og assez grand) donnera le fait que l'indice de Ly est le méme que
celui de L. C’est le lemme 8.8.4 ci-dessous.

(2) Remplacer Ly par L1, toujours donné par la méme formule, mais dans
laquelle S (s,t) sera remplacé par une matrice diagonale S(s) (ne dépendant
pas de t) et qui sera constante pour s < —agg et s > gg. Cette fois, L
aura le méme indice que Ly grace a la propriété d’invariance de l'indice par
homotopie (et & la construction des matrices diagonales limites). Ce sont la
proposition 8.8.2 et le lemme 8.8.3.

Le tout est schématisé sur la figure 7, qui représente les diverses appli-
cations S(s,t) apparaissant dans les opérateurs L, Ly et Ly, dans 'espace
des matrices : le « cylindre » le plus extérieur est S(s,t) (Poriginal), le cy-
lindre en gras est S (s,t) (on a approché S & linfini par les authentiques
cylindres), le trait pointillé, constitué de matrices diagonales, représente la
matrice S(s) (celle de Ly).

8.8.a. L’indice de Fredholm. Considérons donc l'opérateur
L: W (R x S R*™) — LP(R x S, R™)
oY aYy

Y oo o 4 S(s )Y
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a0

FIGURE 7

Rappelons que S : R x St — M(2n; R) vérifie

lim S(s,t) = S4(t) uniformément en ¢

s—=+o00
pour des matrices S4(t) symétriques (pour tout ¢ € St). Considérons les
chemins symplectiques (d’apres le lemme 7.2.c)
Ry :[0,1] — Sp(2n; R)

associés a ces deux matrices Si. La remarque 8.4.7 montre que ces chemins
sont exactement ceux qui définissent les indices (de Conley-Zehnder) p(z)
et u(y). Nous avons démontré (c’est le théoréme 8.7.1) que, si Ry est dans
lensemble 8§ des chemins R(¢) tels que R(0) = Id et dét(R(1) —Id) # 0,
alors L est un opérateur de Fredholm. Nous calculons maintenant son in-
dice :

Théoréme 8.8.1. L’indice de l’opérateur de Fredholm L est
n(R—(t)) — (R4 (t)) = p(x) — p(y).

Appelons k* Pindice de R (t). Utilisons les notations du §7.2.d et en
particulier les matrices Si+ données par le lemme 7.2.4.
Le théoréme sera conséquence des deux propositions suivantes.

Proposition 8.8.2. Soit sy un réel positif et soit
S:R— M(2n;R)
un chemin de matrices diagonales tel que

S(s) = Sy- st s < —sg, S(s) =S+ sis> so.
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Soit
Li: W' (R x SH; R*™) — LP(R x S'; R*™)
YH*S—FJf—i—S(s)Y.
Alors lindice de l'opérateur de Fredholm Ly est le méme que celui de L.

Proposition 8.8.3. L’indice de Ly est k= — k™.

Pour démontrer la proposition 8.8.2, on modifie L parmi les opérateurs
de Fredholm sans en changer ’indice.

Lemme 8.8.4. L’indice de L est le méme que celui de l'opérateur Lo dans
lequel on a remplacé S(s,t) par S_(t) pour s < —sg et par Sy (t) pour
s> Sp.

Démonstration. Fixons un réel ¢ > 0. Comme la matrice S(s,t) tend vers
S+ (t) pour s — +o00, il existe un réel o¢ tel que

Pour s < —ag, [S(s,t) =S (1)]| <e,
pour s > oy, [S(s,t) = ST(t)]| <e.

On considére une fonction plateau x : R — [0, 1] qui vaut 1 pour |s| < oy
et 0 pour |s| > 20¢. On définit

X()S(5,8) + (1= x(s)S_(t) i s < o
X(s,t) = ¢ S(s,t) sils| < oo
X($)S(5,8) + (1= X(5)S4(8) i s> oy

et Ly par

Y oY

Ainsi, LY = LyY 4+ C(s,t)Y, ou

(1=x(5)(S(s,t) = 5-(1)) sis<—00
0 si |s| < og

(1= x(8))(S(s,8) = S+(8)) si s > 0.

En particulier, ||C(s,t)|| < e. Si ¢ a été choisi assez petit, nous savons

C(s,t) =

(c’est le théoréme d’invariance de l'indice par petites perturbations, ici le
théoréme 16.2.9) que Lg est un opérateur a indice et qu’il a le méme indice
que L.
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Puis X(s,t) coincide avec Sy (t) pour |s| > 20y, alors que nous voulons
cette propriété avec sg a la place de o¢ (0¢ nous a été imposé par le choix
de ). 1l suffit de relier X(s,t) & Xg(s,t) définie de fagon analogue

So(s.1) S_(t) sis<-—sp
s,t) =
0 Si(t) sis>sg

par un chemin constant pour s assez grand. L’indice des opérateurs de
Fredholm définis par ce chemin est constant, en application de la méme
propriété (voir la remarque 16.2.11). O

Nous allons utiliser le lien, établi au §7.2.c, entre chemins dans Sp(2n)
et matrices fondamentales R(t) de solutions des équations

dy

— =JSt)Y

7 (t)
déja considérées dans la démonstration du lemme 8.7.5, ainsi que les chemins
d’indice de Maslov prescrit construits au §7.2.d.

Démonstration de la proposition 8.8.2. Les matrices diagonales S; de la
démonstration du lemme 7.2.4 définissent des chemins symplectiques
Ry+(t) = €%+ qui ont le méme indice de Maslov (k%) que R4 (t). 1l
existe donc (par la proposition 7.1.4) une homotopie ¥* (X, t), que I'on peut
supposer de classe C!,

¢= 1 [0,1] x [0,1] — Sp(2n)

(avec PE (N, ) € 8 pour tout \) entre Ry« (t) et RE(t).
Comme nous l'avons remarqué dans le lemme 7.2.3, ce chemin de matrices
symplectiques engendre un chemin de matrices symétriques

+ i+ + _
Sy (t) = =Ty ()5 (1)~
Le seul probléme est que notre variable t est dans S', nous voulons donc

des chemins périodiques en t. Pour cela, on modifie les homotopies 1*
comme suit. On utilise une fonction € croissante

X :[0,1] — [0, 1]

nulle pres de 0, égale a 1 pres de 1 et une homotopie x reliant y a Id. Le
chemin de matrices symétriques associé a R+ (xx(t)) est xa(t)Sk+ et il est
périodique si I'on a choisi ’homotopie de fagon que xx(0) = xa(1).

On relie de méme les chemins R*(t) et R*(x(t)) par I’homotopie
R(x(t)) dont les chemins de matrices symétriques associés sont pério-
diques pour tout A. On considére ensuite 1’homotopie ¥ (), x(t)). Les
chemins de matrices symétriques associés sont nuls pres de t = 0 et t = 1,
et en particulier périodiques.
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On a ainsi obtenu des applications
Sy :]0,1] x S* — M(2n;R)
a valeurs dans I’espace des matrices symétriques et tels que, pour tout A €
[0,1], t — + (A, t) engendre un chemin dans § et

~ 8.(0,t) engendre R*(t);
- S4(1,t) = S+ est indépendant de ¢ et engendre Ry« (t).

On peut alors définir une application continue

S:[0,1] x R x ' — M(2n;R)

telle que
S(s,t) siA=0
St(t) sis>
Sa(s,) = AW st = e
Sy (t) sis< —og

S(s) siA=1

Ce qui définit une famille d’opérateurs
Ly : WHP(R x SL; R?™) — LP(R x SY; R?")
oy oYy
Y — +J— + S\(s,1)Y,
s T THED

tous de Fredholm (grice toujours au théoréme 8.7.1) et tous avec le méme
indice (en vertu du théoreme d’invariance 16.2.9). L’opérateur L; est celui
annoncé dans 1’énoncé de la proposition. O

Démonstration de la proposition 8.8.3. Dans la démonstration du théo-
reme 8.7.1, on a utilisé le fait que Coker Ly est isomorphe & Ker L7 ou
ladjoint LT de L; est
Ly : WhH(R x S R?") — LY(R x S}, R?")
oz 07
Zr— ——+Jo—= +'S(s)Z
s T gy TEZ

avec 1/p+1/q = 1. Il est donc suffisant de calculer la dimension du noyau
des opérateurs de ce type. Puisque

()

0-1
Jo (1 0) est dans M(2;R) x --- x M(2;R),

)
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on se ramene au cas ou n = 1. On suppose donc que la matrice diagonale
S(s) est une matrice 2 x 2, de la forme

ai(s) 0 ) a; sis < —s,
S(s) = , avec a;(s) =
(5) ( 0 ax(s) (s) a;" si s > sgp.

On démontre :

Lemme 8.8.5. Soit p > 1 et soit
F: WY (R x S, R?) — LP(R x S}; R?)

défini par
oYy oy

On suppose que azi ¢ 2rZ. Alors
dim Ker F = 24 {¢ € Z* | max(ay ,a; ) < 27¢ < min(a},a3)}
+#{ie{l,2} |a; <0eta >0},
dimKer F* = 2# {¢ € Z* | max(a],a3 ) < 27 < min(a; ,a;)}
+#{ie{l,2} |af <0 eta; >0}.
Remarque 8.8.6. C’est assez proche de la formule calculant I'indice dans le

cas de Morse en termes du nombre de valeurs propres qui changent de signe
(voir les indications de démonstration de la proposition 10.2.8).

Exemple 8.8.7. Si les valeurs propres a;(s) sont comme indiqué sur la figure 8,
la dimension du noyau est 9, soit 8 (le double du nombre de multiples entiers
de 27 entre la plus grande des valeurs propres a; et la plus petite des valeurs
propres a; ) +1 (le nombre des valeurs propres négatives qui sont devenues
positives entre —oco et +00).

FIGURE 8
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La démonstration du lemme 8.8.5 est un calcul explicite du noyau, que
nous ferons plus bas. Voici comment, en ’admettant provisoirement, on ter-
mine la démonstration de la proposition en I'utilisant pour calculer I'indice
de L. Il y a quatre cas & envisager, selon les parités possibles de k™ —n et
de k= —n.

(1) Le cas ou les matrices Si- et Si+ sont les diagonales

Sp- =(—m,—m,...,—m,—m,(n—1—k7)m,(n—1—k7)m)
Sp+ = (—m,—m,...,—7m,—7m,(n—1—kT)m,(n—1—kT)m)
avec k= = kt = nmod 2. Dans le lemme ci-dessus, on a af = a3 et le

lemme donne
dimKerL; =2#{(€Z" |n—1-k~ <20<n—-1-k"}
(+2 sin—-1-k <0<n—-1-k")
=2#{leZ|n-1-k <2<n-1-k*}
_{k——k+ si k™ > kT,

0 sinon,
et dimKer L =2#{{€Z |k~ —n+1<20 <kt —n+1}
B kT —k= sikt >k,
0 sinon.

De sorte que
Ind(L,) =k~ — k™.
(2) Le cas ou les matrices Sy- et Si+ sont les diagonales
Sp- =(—m,—m,...,—m,—m,(n—1—k7)m,(n—1—k7)m)
Sp+ = (—m,—m,...,1,-1,(n=2—kT)m,(n — 2 — k"))
avec k~ =nmod 2 et kT =n — 1 mod 2. Dans ce cas,
dimKerL; =2#{(€Z|n-1-k <20<n—-2-k"}
+#{£e€Z" | max(—m,1) < 27l < min(—m,—1)} +1
T =R =) 41 sikT > kT
IR sik~ <kt
et dimKerL] =2#{l€Z|k™ —n+1<20 <k" —n+2}
_{k+—k—+1 si bkt >k,

0 sinon.
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Ainsi, dans ce cas aussi
Ind(Ly) =k~ — kT,
(3) Le cas ou les matrices Sy et Sp+ sont les diagonales
Sp- =(—m,—m,...,L,-1,(n=2—k7)m,(n—2—k7)m)
{Sk+ =(-m,—-7...,—7m,—m,(n—1—kT)m,(n—1—kT)m)

avec cette fois 5~ = n — 1 mod 2 et kT = n mod 2. Dans ce cas, on a de
méme (en inversant les roles de Si- et Sp+),

Em—kt+1 sik™>k"
dimKer L, = { + ST ’
sinon,
. N Et—k= sikT >k,
et dimKer LT =
1 sinon,

ce qui fait que, dans ce cas encore, on a bien
Ind(L,) =k~ — k™.
(4) Reste le cas ol les matrices Sj- et S+ sont les diagonales
Sp- =(—m,—7m,...,,-1,(n—=2 -k )mr,(n—2 -k~ )m)
{Sk+ =(-m,-m...,,-1,(n—=2—kT)m,(n —2—k™)m)
et kT =k~ =n—1mod2. On a
dim Ker Ly — {k — kY sikt >k,
0 sinon,
o dimKer L = {lﬁk si k™ > kT,
0 sinon,
et 'on a donc bien, dans ce cas comme dans les autres,
Ind(Ly) =k~ — kT,
ce qui finit la démonstration de la proposition. O
Démonstration du lemme 8.8.5. Posons
Y (s,t) = (Yi(s,t),Ya(s,t)) € R?
=Yi(s+it) +iYa(s +it) € C.

L’équation aux dérivées partielles F((Y') = 0 s’écrit

() ()i )+ (07 ) () o
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ou
Y + S(s)Y =0.
Le changement de fonction inconnue Y = BY avec B une matrice inversible
vérifiant
OB+ SB=0
transforme cette équation en
Y =0
(nous sommes en train de transformer I’équation en 1'équation de Cauchy-
Riemann, exactement comme nous ’avons déja fait au §8.6).
Le plus simple est de choisir pour B la matrice réelle

bl(s) 0 /
B = ' — _a.:b
( 0 b2(3)> avec b; aqb;,

soit

S
bils) = exp / —ai(0)do = exp(— 41 (s)
et c’est ce que nous faisons ici. N'omettons pas de remarquer que, pour
s < —op, Ai(s) = B; + a; s et, de méme, pour s > oy, A;(s) = C; + ajs,
pour certaines constantes B; et Cj.

La nouvelle fonction inconnue Y satisfait I’équation de Cauchy-Riemann
Y = 0. Elle est continue grace a la régularité elliptique, c’est donc une
fonction holomorphe de s + it, et, en vertu des théoremes de Cauchy, elle
est, en particulier, de classe C°°. Les parties réelle et imaginaire }71 et }72
sont de classe C>° et harmoniques.

On identifie maintenant les s + it € R x 81 aux u = €2™%, de sorte que
le théoréme de Laurent (pour Y (u) sur C — {0}), donne le développement
de Y en 2. Les solutions de notre systéme sont donc les

)7(5 +it) = Z coelsTit)2me
LeZ
(ot ¢y € C et la série converge pour tous s et t); en notations réelles :
= sl cos 2mlt —sin 27lt
Yis,t) = Z ¢ <ag <sin 27r€t> + Be < cos 2mlt )> )

leZ
En revenant a notre vecteur inconnu Y = B)N/, on a donc
—A1(s) cos 270t —e~ A1) gin 2t
Y 1) = 2mwsl e .
1) zze;G (ae (6‘42(8) sin2ner) TP\ =420 cos 2t

Pour s < —sp, on a

(2ml—al )s+K . _ .
Y (s,1) = Z (e (g cos 2mlt — By sin 27r€t)>

= e(@mt=ay)s+K' (o, sin 270t + (34 cos 2mlt)



8.8. LE CALCUL DE L’INDICE DE L 279

pour certaines constantes K et K’. Pour que cette solution soit bien dans LP,
il faut (et il suffit) que les termes exponentiels tendent vers 0 & l'infini, ¢’est-
a~dire que

— (termes £ # 0) ap = B¢ = 0 ou 27f > aj et 27l > a; ;

— (terme £ =0) (g =0 ouaj <0)et (fp=0o0ua; <0).

De méme, pour s > sg, on a

Y(s,t) = Z 6(2”27“f)5+c(a4 cos 2mlt — [y sin 27lt)
e i e(zﬂz’a;)HC,(ag sin 270t + B¢ cos 2mlt) |

ce qui impose
— termes £ # 0 : oy = By = 0 ou 274 < af et 27l < aj ;
—terme £ =0 : (g =0 ou aj > 0) et (Bo =0 ouaj >0).

Il reste a mettre toutes ces conditions ensemble, ce qui donne
— termes £ # 0 : ay = B = 0 ou max(aj ,ay) < 27l < min(a],ay);
—terme / =0: (g =0o0ua; <0<af)et (Bo=0o0ua, <0<ay).
Il n’y a qu'un nombre fini de valeurs de ¢ qui répondent a toutes ces

exigences, et ces conditions sont suffisantes pour que le Y (s,t) trouvé soit
bien dans W'P. La dimension de 'espace de solutions obtenu est bien

dimKer F = 2# {¢{ € Z* | max(a] ,a; ) < 2r¢ < min(a;,a3)}
+#{ie{l,2} |a; <0<af}.

Déduisons-en la dimension du noyau de F*. SiY € Ker F'*, alors Z(s,t) =
Y (—s,t) satisfait a F' =0, ou F est 'opérateur
F:W"(R x S') — LYR x S
0z 0z
Z — — —38)Z.
s T T

La réciproque est clairement vraie elle aussi, donc
Ker F* = Ker F.

La formule qui donne la dimension de Ker F'™* est donc celle qui donne celle
de Ker F , dans laquelle on a échangé les a; et les aj.

Conclusion : en vertu de la proposition 8.7.1 et du théoréme 8.8.1, nous
avons ainsi fini de démontrer le théoreme 8.1.5. O

Remarque 8.8.8. Nous avons remplacé 'opérateur de Fredholm L par un
opérateur dont nous savons qu’il a le méme indice... et dont nous savons
calculer l'indice, parce que nous sommes capables de décrire son noyau et
son conoyau. Il va sans dire que les dimensions de ces deux sous-espaces n’ont
aucune raison d’étre celles du noyau ou du conoyau de L : c¢’est I’indice qui
est invariant.
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8.9. La décroissance exponentielle

Dans ce paragraphe, nous montrons la propriété de décroissance déja
utilisée plusieurs fois, c’est-a-dire le théoreme :

Théoréme 8.9.1. SiY est une solution de classe C2 de l’équation de Floer
linéarisée le long d’une solution d’énergie finie, alors,
— soit | Y (s, 8)||* dt tend vers Uinfini quand s tend vers oo,
— soit Y vérifie
1Y (s, )] < Ce™
pour certaines constantes ¢ et C (et pour tout t).
Remarque 8.9.2. Les dérivées partielles de Y sont a décroissance exponen-

tielle : pour 0Y/ds par intégration de l’exponentielle, pour 9Y /0t en appli-
quant ’équation.

Remarque 8.9.3. Si u est la solution de I’équation de Floer le long de laquelle
on linéarise, la solution Y = du/ds est dans I'espace LP(R x S1; R?*") pour
tout p > 1. En effet, comme 1’énergie de u est finie,

I
/Ha—u ‘ dt ne tend pas vers + oo quand s — F00,
s

ce qui exclut le premier cas dans 1’énoncé du théoreme pour ce type de
solutions.

Nous démontrerons le théoreme comme conséquence de la proposition
suivante, qui affirme une propriété de « décroissance exponentielle » :

Proposition 8.9.4. Si'Y est une solution de ’équation de Floer linéarisée le
long d’une solution u de ’équation de Floer d’énergie finie et si Y ne tend
pas vers linfini, il existe des constantes 6 > 0 (ne dépendant que de u) et
C > 0 telles que

1
/ 1Y (s, 0)|2 dt < Cel,
0
Démonstration. La formule
I 2 1 2
f(s) = 2/ 1Y (s,t)]|” dt = 3 1Y 72(s1)

définit une fonction f : R — R de classe C2. Nous allons montrer que cette
fonction satisfait & une inéquation différentielle

f// 2 62]0



8.9. LA DECROISSANCE EXPONENTIELLE 281

pour une certaine constante §. Calculons donc ses dérivées :
1
Y
16 = [ (Vs G0
0 65

) = /OlH?S/(s,t)szt + /O1 (¥ (5.1). %(s,t)> dt.

Evaluons le deuxieme terme en utilisant le fait que Y est une solution de
I’équation linéarisée, c’est-a-dire satisfait a

aYy oY
e —J T SY.
Nous avons donc
o’y o’y 08 Y
952 "0sot  0s  0s

Ainsi,
2y 2y 1
[ Gmyie== [ (v [ (o)
[ s

La premiere de ces intégrales se calcule par une intégration par parties

2 1
[ raiya=— [ (G
:_/ <J%Y %§>dt—/01<JSKJ%§>dt

oY
/ H / <SY ds >dt'
De sorte que nous avons

LGy 5 fae [ (v Gy a
_/O <y ?y>dt_/ol<xsg>dt.

La dérivée seconde de la fonction f vaut donc

9= UGl [ (rgyas [ (nes—sig)a

En utilisant le fait (démontré dans la proposition 8.4.6) que

lim sup (Zf(s,t) =0

s—*oo ¢
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et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

/ v By < ( / e ) I Sy ar)

1 1/2 1 1/2
2 2
< ([ Wi an) ([ nvie a)
0 0
1
< s/ |Y]|* dt pour |s| assez grand.
0

Et en utilisant le fait que S — S tend vers 0, on a

1 1 1
[oes—siGnal <a( [ a) (5] )"

pour |s| assez grand. Nous avons donc obtenu 1'inégalité

() > / 1\\%{“%—6 / R a

o [ ) (|

Utilisons maintenant le fait que

Y Y
%—Sz—J%—t—SYzAY, avec AY = AgY + (S —S1)Y

olt Ag est un opérateur sur L? dont nous avons montré (c’est le lemme 8.7.5)
qu’il était inversible et ou S — St tend vers 0 quand s — Foo. Par suite, A
est inversible (de W12(S1) dans L?(S')) pour |s| assez grand et nous avons :

[AY [ 251y = DIV w251y 2 Y] L2(s1)
pour une certaine constante positive D. Nous avons donc
() = [AY |72 = e |Vl 72 = n Y[l 2 | AY | 2
= [|AY ||z (JAY [l 22 = 2 1Y 1l 2) — £ 1Y IIZe
> (D(D =) =) [V ]3
> 6%f(s)

pour |s| assez grand et pour une constante § > 0. La fonction f satisfait bien
a une inéquation différentielle du type annoncé. La fin de la démonstration
de la proposition vient du lemme ci-dessous (que nous énongons en +oo
mais dont I'analogue en —oo est évidemment vrai aussi).

Lemme 8.9.5. Si f''(s) > 62f(s) pour s > sg, alors

— soit limgs_, 4o f(8) = 400,
— so0it f(s5) < f(50)e 07%0) pour s > 5.
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Démonstration. Posons
g(s) = e % (f'(s) + 6£(s)),
de sorte que
g'(s) = e (=8(f'(s) + 6(5)) + " (s) + 6£'(5))
= P (s) - 82 (s))
>0, d’apres I'hypothese faite sur f.
En particulier, la fonction g est croissante sur [sg, +00[.
Supposons d’abord qu’il existe un s; > s avec g(s1) > 0. Alors g(s) >
g(s1) pour s > s1 et
f'(5) +0f(s) > e g(s1)
pour s > s1. Soit h(s) = €% f(s), on a :
W (s) = e™(5f + f) > €*g(s1),
donc h(s) > Ae?® pour s > s; et f(s) > Ae® tend vers +oo.
Sinon, on a g(s) < 0 pour s > sg, donc aussi f/'(s) + df(s) < 0 et
h(s) = e?* f(s) est décroissante sur [sg, +-00[ et finalement
€% f(s) = h(s) < h(so) = €°*° f(s0),
c’est-a-dire
f(s) < e f(so)e™?,

ce qui finit la démonstration du lemme. O

Et ce qui finit aussi la démonstration de la proposition. O

Nous avons donc montré que
VseR, [[Y[Z2gg) <e W,
ce qui n’est pas exactement ’énoncé du théoréme que nous avons en vue.
11 reste a vérifier que 'on a (point par point)
V(s,t) e R xS, |V (s,t)] < Ce 0l
Nous montrons pour ce faire :

Lemme 8.9.6. Soit Y une solution de classe C? de I’équation de Floer linéa-
risée. Il existe une constante a > 1 telle que

AV > —a|Y]*.

Proposition 8.9.7. Soit w : R?> — R une fonction positive de classe @2 telle
que Aw > —aw pour une constante a > 1. Alors on a

8a
YV (s0,t0) € R?,  w(so,to) < —/ wds dt.
Bi(s0,to)

™
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11 ne reste plus qu’a appliquer le proposition & w(s, t) = ||V (s, t)||*.

Démonstration du lemme. C’est un petit calcul :

AY,Y) = aat2<yy> 882<YY>
=25+ el i)

puis

A= (883 Jogt)(§+J°§t)

de sorte que, si Y est solution de I’équation de Floer linéarisée,

AY:(aas Jogt)(anrJogt)

- (863 Jogt)(st),
Ainsi
(AY,Y) = < - Z—SY Y> <S%Y Y> <JO%Y,Y> + <JOS%—};7Y>
et
awy) =2(| 5 - (55 7)) +2(|Fe |+ (0% 7))
—2<ZSY Y> +2<J0685Y Y>

Chacun des termes du membre de droite est minoré par un —c||Y||>. Cest
clair pour les deux derniers (grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz). Etu-
dions donc les deux premiers :

% - ) =I5 (5 )

t t 2
H***SYH ~glsv

v

It
sy
> —c|Y|?

et il en est de méme pour le deuxiéme terme, ce qui donne la minoration
attendue. O

Démonstration de la proposition. Elle commence par un lemme :

Lemme 8.9.8. Soit w : B,.(so,t0) — R une fonction positive de classe C? telle
que Aw > —b pour une constante b > 0. Alors on a

w(so, tg) < — + — w.
8 r? B(s0,to)
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Démonstration. Considérons la fonction
b
v(s,t) = w(so+ s,tg+1)+ 1(32 + t2)
qui vérifie
Auv(s,t) = Aw(so + s,to +t) +b > 0.

Il ne reste qu’a appliquer I'inégalité de la moyenneV) & v :

1
w(so,to) = v(0) < —5 v
™wr BT(O)
1 1 b(s? + t*
=— w+ — S} )dsdt
B sote) T ) 4
1 n br?
= — w —_—,
mr? B;-(s0,to) 8
ce qui démontre le lemme. O

L’étape suivante est appelée « la ruse de Heinz » (the Heinz trick)
dans [45] (dont cette démonstration est inspirée). La ruse consiste a
considérer la fonction

f:00,1] — R

pr—(1=p)* sup w.
By (s0,t0)
qui vérifie f(0) = w(so,to) et f(1) = 0. Il y a donc un p, dans [0,1] ou f
atteint son maximum,

ax f = .
nax, f=1f(ps)
Soient encore
1—
c= sup w=w(z) pourz, €B, (s0,tp) etn= Pr
By, (s0to) 2

Notons que 7 € ]0, %] et que p, + 1 < 1, de sorte que
By (z:) C By, 4n(s0,t0) C Bi(so,t0)-

NOUS avons maintenant
flox+n)  4f(px+m)

sup w < sup w = =
Byz)  Bpga(ote) (L= pe—m)? o (1-p)?
4f(p«
< Ay,
(1—ps)

Donc, sur la boule By (z,), nous avons

Aw > —aw > —4ac.

(11) Cette variante de I’égalité de la moyenne est rappelée ici dans la proposition 16.5.6.
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En utilisant le lemme, pour r < 7,

4ac , 1
c=w(z) < —r — w
8 mr Bn(z*)
ac o 1
2 mr B (s0,to0)

Pour finir (c’est notre troisiéme et derniére étape), posons
r= L <n

Ja

et utilisons la derniére inégalité obtenue :

2
ac a
c< acm — w
2 a7 JB,(so,to)
c a
<+ —5 w carn < 1.
2 T2 By (so,t0)
Donc

c a 9 _ 2a
-<— w ou cn® < — w.
2 71—7] B4 (S[),io) Q0 By (307t0)

Nous en déduisons :
w(so,to) = £(0) < flps) = (1= pu)%e

8
= 47)20 < e w,
T JBi(s0,t0)

ce qui est bien la conclusion attendue.



CHAPITRE 9

HOMOLOGIE DE FLOER :
ETUDE DES ESPACES DE TRAJECTOIRES

Considérons maintenant un hamiltonien générique H (au sens du théo-
réme 8.1.1) sur une variété symplectique W satisfaisant aux hypotheses
6.2.1 et 6.2.2 (par exemple parce que m3(W) = 0 ou parce que W est le fibré
cotangent d’une variété V).

On peut donc considérer les orbites périodiques d’indice de Maslov fixé.
On note Cy(H) Pespace vectoriel sur Z/2 de base les orbites périodiques
d’indice de Maslov k. Nous savons que ces orbites sont en nombre fini,
puisque I’hypothese de non-dégénérescence assure qu’elles sont isolées. On
définit ensuite la différentielle du complexe a I'aide du flot du gradient de
la fonctionnelle d’action Ay,

8 : CL(H) — Cr_1(H)
par dz)= > nlzyy

Ind(y)=k—1

ou n(z,y) désigne le nombre (modulo 2) de trajectoires du gradient de Ay
(c’est-a-dire de solutions de ’équation de Floer) reliant = a y. Le fait que
n(x,y) soit bien défini (et un nombre fini) sera une conséquence du fait que,
sous les hypothéses faites, 'espace L(x,y) des trajectoires reliant = & y est
une variété compacte de dimension 0 (voir le §8.5).

Il restera alors a démontrer que I’on a bien défini un complexe, c’est-a-dire
que 0o 0 = 0. Pour ceci, comme au §3.2.c, il faut étudier plus précisément
Pespace M(z,y), quand la différence des indices est 2.

9.1. Les espaces de trajectoires

9.1.a. L’espace L(z,y) et sa topologie. Si x et y sont des points
critiques de Ap, rappelons que M(z,y) désigne lespace des solutions
(contractiles, d’énergie finie) joignant x a y. On a montré (théoréme 6.5.6)
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que P'espace M des solutions contractiles d’énergie finie de ’équation de
Floer est réunion des espaces M(z,y).

Revenons maintenant a I’opération de R sur M utilisée dans les démons-
trations précédentes. Notons

L(z,y) = M(z,y)/R
Pespace des trajectoires joignant « a y (supposés distincts). Il est muni de la
topologie quotient. Dans celle-ci, une suite @, converge vers un élément wu si

et seulement si il existe une suite s,, de réels telle que uy, (s, +s,-) — u(s,-)
dans M(z, y).

Remarque 9.1.1. On fait ici une distinction entre solution (paramétrée), élé-
ment de M, et trajectoire (non paramétrée), élément de L.

Proposition 9.1.2. Soient x et y deux points critiques distincts de Agy et
sotent u, € M(x,y), s, € R, 0, € R. Supposons que

limu,(sy, +8,-) =u€M(z,z) et limuy(o,+s,-) =v e M(z,w)
pour deux points critiques z et w distincts de x. Alors z = w et u et v

coincident a l'opération de R prés, en d’autres termes, il existe un s, tel
que u(sy + s,t) = v(s, t).

Corollaire 9.1.3. La topologie quotient sur L(x,y) est séparée.

En effet la proposition donne I'unicité de la limite d’une suite convergente
dans L(z,y). O

Démonstration de la proposition. Comme x # y et u,, € M(z,y), Ag(z) >
Ap(y) et de méme avec z et w. Choisissons donc un réel a tel que

An(z) > a > sup(An(y), Au(z), Ar(w))
et un € > 0 tel que
Ap(z) —e> o

Supposons d’abord que la suite o, —s,, n’est pas bornée. On peut supposer
que s, = 0 et que la suite o, n’est pas majorée. Elle a une sous-suite tendant
vers +00. En s = —oo, v part du point critique x, il existe donc un s, tel
que

s < sy = Apn(v(s,t)) > Ap(z) —e.
Mais typ(Sx + op, ) tend vers v(sy, -), donc, pour n assez grand, on a aussi
A (un($x + 0on, ) > Ap(zr) —e.

On utilise le fait que la solution u tend vers z pour s — +o00, donc il existe
un s; tel que
s> s1 = Apn(u(s,-)) < a.
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Puisque uy,(s1,-) — u(sy,-), alors, pour n assez grand,
Ap(un(s1,)) < a.
D’ou 'on déduit que
Sy +0op < 81
pour tout n, en contradiction avec le fait que o, n’est pas majorée.
Donc o, — s,, est bornée et donc elle posséde une sous-suite convergente,
disons lim(o,, — $,) = $«. Pour s fixé, la suite s + o0,, — s, reste dans un

compact fixé. Donc uy, (s + o,,+) — v(s, ) d’'une part et vers u(s + s,) de
I’autre. O

Remarque 9.1.4. Cette démonstration reste valable pour u € M(xg,2) et
v € M(zo, w pour un point critique xg de Ag tel que Ay (z) > Ag(xg).

Remarque 9.1.5. Fn théorie de Morse, pour montrer que les espaces de tra-
jectoires d’un pseudo-gradient sont séparés, on a regardé l'intersection avec
un niveau de la fonction. Ici on a aussi

L(z,y) =M (2,y) = {u € M(2,y) [ An(u(0)) = o}

toujours en utilisant le fait que Ap est strictement décroissante sur les tra-
jectoires. Notons que, pour obtenir cette décroissance stricte, il faut utiliser
le théoreme 8.5.4. On a aussi le fait que

M (2,y) x R — M(,y)
(z,0) — u(s + o,t)

est un difféfomorphisme.

Remarque 9.1.6. Six = y, alors M(z,y) est constitué de la solution constante
(en s) égale & x. Six # y, L(z,y) est une variété de dimension p(x)—pu(y)—1
(Popération de R est libre d’apres la remarque précédente). Si p(z) = p(y)
mais x # y, alors M(x,y) est vide et L(z,y) aussi.

9.1.b. Ce qu’il faut faire, pour définir les n(z,y) et montrer que
000 = 0. Considérons le cas de deux points critiques dont la différence des
indices est

— égale a 1; alors L(z,y) est une variété de dimension 0 compacte (ce
qui reste & démontrer) et n(z,y) = #L(x,y);

— égale & 2, u(z) = pu(2)+2; alors L(x, z) est une variété de dimension 1;
on regarde

L(z,z) =L(z,z)U U  Llz,y) x L(y, 2)
w(y)=p(x)+1
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et on démontre que c’est une variété de dimension 1, a bord la réunion des
L(x,y) x L(y, z), et qu’elle est compacte.

Une fois ceci démontré, comme le bord d’une variété de dimension 1 est
constitué d’un nombre pair de points, on a

Z n(z,y)n(y,z) =0 mod 2,
w(y)=p(z)+1
c’est-a-dire 0 o 9 = 0.
Il nous faut donc démontrer
~ la compacité des espace L(z,y) (au §9.1.c);
— la propriété d’étre une variété a bord quand la différence des indices
est 2 (au §9.2).

9.1.c. Trajectoires brisées. Comme nous l'avons vu au §3.2 dans le
cas de dimension finie, dans I'adhérence des trajectoires joignant le point
critique = au point critique y, il y a des trajectoires « brisées », réunions de
trajectoires joignant d’autres points critiques. Le théoréme qui vient décrit
plus précisément ce comportement.

Théoréme 9.1.7. Soit (u,) une suite d’éléments de M(x,y). Il existe
— une sous-suite de (uy),
— des points critiques xo = T,T1,...,T¢, Te11 =Y,

des suites (s£) (pour 0 <k <¢)

et des éléments u¥ € M(zg, Tp11)

tels que, pour tout k =0,...,¢,
lim u, - s* = u”.
n—oo

Remarque 9.1.8. La proposition 9.1.2 donne aussi 'unicité de la limite dans
ce cadre : I'un des points critiques, z, était fixé, les deux autres, z et w, non.

Ce théoréme définit la convergence des suites dans L(z, z). La proposi-
tion 9.1.2 montre que la limite est unique. Ainsi, on définit une topologie
séparée sur 'espace L(z,z) et, bien siir, elle est telle que cet espace est
compact :

Corollaire 9.1.9. L’espace L(z,2) est compact.

Démonstration du théoréme 9.1.7. Nous utilisons ici les notations de la
démonstration du théoréeme 6.5.6, en particulier, € est assez petit pour que
les boules de rayon ¢ centrées aux points critiques de Apy soient disjointes.
Pour u € M, on note u(s) € LW le lacet u(s, t).



9.1. LES ESPACES DE TRAJECTOIRES 291

FIGURE 1

Vue comme une trajectoire dans LW, u,, doit sortir de B(z, €), puisqu’elle
finit par aboutir en y. Appelons u,,(s}) son premier point de sortie,

sk =inf{s € R | doo(un(s), ) > e}.

Par compacité de M (et & extraction prés d’une sous-suite), la suite (u,, - s3)
converge vers un élément u! de M. Par définition de s, on a

doo(un(s),r) <e pour s < sl
{doo(un(Sk)w) =e
par suite, a la limite,
u'(s) € B(x,e) pour s <0 et u'(0) € dB(x,e).

La limite u! est ainsi une trajectoire partant de z et sortant de la boule
B(z,¢), elle est donc dans un M(z,z1) pour un x; € CritApy (distinct
de x). Si 1 =y, on a fini (avec £ = 0). Sinon, on procede par récurrence :
on suppose qu'on a trouvé des suites (s2),...,(sF) et w/ € M(zj_1,2;)
(pour certains points critiques de Ag), avec z; # y et

lim w, -s), =u’.
n—oo

La trajectoire u* tend vers le point critique x5, pour s tendant vers +oo, et
il existe un s* € R tel que

Vs >s*, uf(s) € B(wg,e).

k

k(s*) tend vers u*(s*), on a aussi, pour n assez grand,

Puisque u, - s
U, (s% +5*) € B(a,e).

Comme la trajectoire (u,) tend vers y, que nous avons supposé différent

de wy, elle doit sortir de B(xy,e) pour s > sk + s*. On considére son

k+1

premier point de sortie, u,(s:T1), ol

skl — sup {s > 58 4 5% | un(0) € B(xy, ) pour sF +s* <o < s}.
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Par compacité de M encore une fois (et & extraction prés d’une sous-suite), la
k+1

k+1

. € M. On veut montrer mainte-

suite uy, - s converge vers une limite u

B(z,¢)

FIGURE 2

k+1 en question est dans un espace M(zg, x11) pour

k41 _ ok
wh—sy tend

vers 'infini. En effet, si 'on suppose au contraire qu’elle est bornée, ’inter-
valle [s*, s¥+1 — s¥] est contenu dans un intervalle compact fixe... sur lequel

k1 _
k converge uniformément vers u*. Par suite, pour s € [s*, sET1 — K],

on a u,(sk + s) € B(xy,¢) et, en particulier, u, (s51) est dans cette boule

n
k+1
n

Soit s un réel strictement négatif. Pour n assez grand, on a

nant que la trajectoire u
un point critique z41 distinct de xx. On vérifie d’abord que s

Up - S

ouverte, une contradiction. Ainsi, s — sk tend bien vers +o0.

sP 4 < shTp s < skt

de sorte que, d’aprés la définition de sf*1 w,(sE*! + 5) € B(xy,¢). Par
suite, pour tout s < 0, on a

Uy, - sttt € B(ay,€)
et par conséquent
u**H(] = 00,0[) € Bzp,e).
Pour s = 0, on a u,(sk*1) € dB(zy,€), donc & la limite,

u*+1(0) € OB (x4, €),

de sorte que u**1 doit sortir de la boule B(xy,e¢), ce que nous voulions
démontrer. O
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9.2. Trajectoires brisées, recollement : énoncés

Nous avons montré, au §9.1.c, qu'une suite de solutions de 1’équation
de Floer joignant deux points critiques a et b pouvait converger vers une
« trajectoire brisée ». L’espace des trajectoires brisées apparailt ainsi comme
une « compactification » de lespace de trajectoires L(a,b). Etudions plus
précisément sa structure lorsque la différence des indices de a et b est 2.

Théoréme 9.2.1. Soit (H,J) un couple régulier (avec H non dégénéré).
Soient x et z deux trajectoires périodiques de H dont les indices satisfont a

() = n(z) +2.

Alors L(x, z) est une variété compacte d bord de dimension 1 et

OL(z,y) = U L(x,y) x L(y, 2).
p()<p(y)<p(z)

Corollaire 9.2.2. Sous les hypothéses faites,
000 =0. O

La suite de ce chapitre est consacrée a la démonstration de ce théoréme.
Nous avons déja montré, au §9.1.c, que I'espace de trajectoires L(z, 2) est
compact et que L(z, z) est une variété de dimension 1. 11 suffit ainsi d’étudier
ce qui se passe au voisinage des points du bord. C’est ce que décrit le
théoreme dit « de recollement » :

Théoreme 9.2.3. Soient x, y et z trois points critiques de la fonctionnelle
d’action Ag, d’indices consécutifs

p(@) = p(y) +1=p(z) +2

et soient (u,v) € M(z,y) x M(y, z) représentant des trajectoires (U,v) €
L(x,y) x L(y, z). Alors

— il existe une application différentiable v : [po, +oo] — M(z, 2) (pour un
certain po > 0) telle que wo 1 soit un plongement

o~

¢ =moy:[po,+oo[ — L(z,2)

vérifiant
lilil Y(p) = (u,v) € Z(:ZZ,Z) D L(z, 2),
p—400
— de plus, si £, € L(x,z) est une suite tendant vers (u,v), alors £, €

-~

Im(y) pour n assez grand.

Remarque 9.2.4. La derniére assertion est tout aussi indispensable que son
analogue dans le cas de Morse (voir la remarque 3.2.9).
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La démonstration est bien plus difficile ici que celle du résultat corres-
pondant de théorie de Morse, la proposition 3.2.8. Nous allons procéder en
trois étapes :

(1) un « pré-recollement », oll nous construirons une interpolation w,
entre les solutions u et v de I’équation de Floer, dépendant du parametre p,
qui ne sera pas exactement une solution elle-méme mais une solution « ap-
prochée » dans un sens que nous préciserons ;

(2) la construction de v, que nous exhiberons sous la forme

Y(p) = exp,,, (7(p))
pour un
v(p) € WHP(wiTW) = Ty, P(, )
tel que 1 (p) est une vraie solution de I’équation de Floer ; nous l'obtiendrons
a partir de w, par une variante de la méthode de Newton, due & Picard et
que nous appellerons « méthode de Newton-Picard » ;
(3) la vérification des trois propriétés désirées de 121\ = T o1, a savoir
iy D) = (@9);
— 1) est un plongement ;
— la propriété d’unicité.

Pour les démonstrations, nous aurons besoin d’estimations des dérivées
de I'application exponentielle et de 'opérateur de Floer. Leurs démonstra-
tions ne sont pas difficiles, mais elles sont trés longues (et certains lecteurs
pourront les trouver « moralement évidentes »). C’est pourquoi, et dans le
but de faciliter la lecture, que nous avons préféré les regrouper dans le cha-
pitre 13. Nous signalerons ces lemmes techniques au fur et a mesure de leur
apparition dans le texte.

9.3. Pré-recollement

Choisissons une fois pour toutes deux fonctions de classe C°, 5~ et
BT : R — [0,1] (figure 3), de fagon que

5_(3):{1 pour s < —1 ot 6+(s):{1 pour s > 1
0 pour s > —¢ 0 pour s <e.
Définissons la solution approchée w, par
u(s + p,t) sis<-—1
expy i (B (5) expyy (uls + p, 1))

+ 87 (s) exp;é) (v(s — p, t))) sise[-1,1]
v(s — p,t) sis>1.

wpy(s,t) =
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FIGURE 3

La formule définit bien quelque chose si, pour |s| < 1, u(s+p,t) et v(s—p,t)
sont bien dans I'image de ’exponentielle, précisément dans

{eXpy(t) Y(t) | tseug Y ()| < 7’0}-

Comme limg_, oo u(s,t) = y(t) = limy—, oo v(s, t), ceci est vrai pour p assez
grand, disons donc pour p > pg.

La valeur de pg, qui pourra augmenter au fur et & mesure que le texte
avance, n’a pas & étre précisée : convenons!) que « pour p > po » signifie
« pour p assez grand ».

Cette « interpolation » de u et v jouit des propriétés :

(1) wy € eoo(m7z);

(2) pour s € [—¢,¢], on a wy(s,t) = y(t);

(3) pour s < p—1, on aw,(s — p,t) = u(s,t), en particulier

lim w,(s—p,t) =u(s,t) dans Cg.,
p—-+o00

et de méme, w,(s+p,t) =v(s,t) pour s > 1—p, donc w,(s+ p,t) tend vers
v(s,t) dans G2, ;
(4) w, est une fonction dérivable de p;

(5) wy(s,t) tend vers y(t) dans C°. quand p tend vers +oo.
La figure 4 montre assez schématiquement ce qui se passe (dans I'espace
de lacets LW).

Voici maintenant la version « linéaire » de cette construction que nous
allons utiliser pour appliquer la méthode de Newton-Picard et construire
une vraie solution & partir de w,. Soient Y € T,,P(z,y) et Z € T,,P(y, 2).
On définit, de fagon analogue a w,,

Y#,Z € Ty, P(x,2) = WP (wiTW)

(1)Une convention que nous aurions aussi pu faire a d’autres endroits.
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FIGURE 4

par

Y(s+p,t)

Y, Z(s,t) = T expy ) (5_(S)Tu(s+p’t) exp;é)(y(s +p,1))
+ BH(8) Tty X0,y (Z(s = p, t)))

Z(s — p,t)

suivant que s est, respectivement, < —1, dans [—1,1] ou > 1. Pour ne
pas allonger démesurément la formule, nous n’y avons pas fait figurer le
point ou est prise I'application tangente a l’exponentielle, c’est-a-dire ici
B (s) exprh (u(s + p,t)) + B+(s) exprh (y(s — p, ).

Remarque 9.3.1. On peut considérer la construction de w, a partir de u et v
comme une application

#,:C%(z,y) x C(y,2) — C¥(z, 2).
On peut alors aussi considérer Y#,Z comme I'image de (Y, Z) par ’appli-
cation tangente

T(u,v)#p : TuT(x7y) X Tv?(l/?z) - Twpip(x7 z)

Le champ de vecteurs Y #,Z jouit de propriétés analogues a celles de w,,
a savoir :

(1) On T'a dit, Y#,Z € Ty, P(,2), et c’est une application continue
comme élément de WHP(R x S1; R™);
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(2) pour s € [—¢,¢], Y#,Z =0;
(3) on alim, .o Y#,Z = 0 dans C) _ (et dans €. si Y et Z sont de
classe C™).

Ces constructions étant faites, passons a la construction de notre para-
métrage .

9.4. Construction de v

Pour tout p > pg, on a construit un w, dans €*(x, z). Il est méme dans
C(x, z), grace a la décroissance exponentielle (du §8.9). On va maintenant
définir, pour tout p > po, 1, € M(x, z) (une vraie solution, donc), qui sera
de la forme

¥y = exp,,, ¥(p) pour un y(p) € T, P(x,2) = WHP(w;TW).

Remarque 9.4.1. Toujours en désignant par F 'opérateur « de Floer »

0 0
3’”—%+J§+gradH,

pour vérifier que 1, est bien une solution, il suffira de vérifier que F(1),) =0
au sens faible. En effet, comme v, sera automatiquement continue (puisque
Y(p) € WHP(wsTW) avec p > 2, v(p) est continue), donc solution
forte et de classe C*°, toujours en application de la régularité elliptique
('énoncé 12.1.1).

Trivialisations. Nous allons écrire les équations en coordonnées. Pour ceci,
il nous faut des trivialisations du fibré TW sur les applications considérées.
Comme au chapitre 7, commencons par choisir des disques D, Dy et D,
bordés par nos lacets contractiles =, y et z. Puis fixons des trivialisations
unitaires

— (Z}*(s,t))i=1,....2n le long de wU D, U D, et

— (Z7(s,t))i=1,...2n le long de vU D, U D,
qui coincident le long de D,,. Il reste & définir une trivialisation compatible
le long de w,. Pour ce faire, on définit, d’abord, bien siir, pour p > po,

ZM(s+ p,t) sis<—1
ZP(s—p,t) sis>1.

Zf(s,t) = {

On prolonge ensuite, pour s € [—1, 1], cette trivialisation en une trivialisa-
tion unitaire le long de w, pour p € [pg,+00[ et de y(t) pour p = +oo de
facon que, le long de y(t) = w,(0,t), elle coincide avec les restrictions a y
de Z} et de Z7.
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Bref, on a ainsi construit une (famille de) trivialisation(s) Z”(s,t) le
long de w,. Chacune coincide avec Z* ou Z} pour |s| assez grand et elles
convergent (dans C°)) vers une trivialisation le long de y (voir la figure 5,
sur laquelle I'axe des ¢ a été omis). La famille Z”(s,t) est une fonction €

[eS)
loc

de p.
S
----------------- Ao o= ZE(Y)
Zi(s —p;t)
+1
Y
Z0(s,1) 0
—+00
P1 P
—1
Zi(s+p,t)
____________________________________ ZE(t)
FIGURE 5

Ce n’est pas tout a fait terminé : nous avons besoin de trivialisations
au voisinage de w,. Pour tous p, s et ¢, et pour tout vecteur tangent
§ € Ty,s,nW de norme inférieure au rayon d’injectivité, on construit
en utilisant le transport paralléle (voir au besoin le §14.5) une base or-
thonormale (mais pas nécessairement unitaire) de Texpwp e ©W, notée

(Zf’g(sv t))i=1,...2n-

Définition de F,. Pour tout p > pg, on définit un opérateur
F
WLP(R x SL;R*™) —25 LP(R x ST;R™)

Y1y Y2n) — [(% + J% + grad Ht)(expwﬂ Zinf)}Z

i

s W20
formule dans laquelle le résultat est développé dans la base Zip 2wl et

dont on aura remarqué qu’elle ne définit pas un opérateur linéaire. L’appli-
cation JF, n’est autre que
F,=T0 eXDy,
écrite dans les bases Z;.
Remarque 9.4.2. L’application JF, est bien définie sur les vecteurs (y1, ..., y2,)

de la boule
B(0,79/K) C W'P(R x S'; R?"™)
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ou 1o a été choisi inférieur au rayon d’injectivité de la métrique utilisée
sur W et K est la norme de I'injection de WP dans L* (en utilisant les
notations du §8.2, celles avec lesquelles nous avons défini la structure de
variété de Banach de P(z,y)).

On a, bien str, F,(0) = [F(w,)] 4. De plus, comme u et v sont des
solutions de ’équation de Floer, on a
0 0
F(w,) = % + J% +grad,, Hy =0 pour |s|>1.

Sur [—1,1], wy(s,t) tend uniformément (dans la topologie C>) vers y(t).
Donc, puisque F(y) = 0, F(w,) tend vers 0 quand p tend vers +oo, en C>
comme en LP.

La méthode de Newton-Picard, idée générale. Nous cherchons v =
(Y15---572n) qui soit solution de I’équation F,(y) = 0. Nous venons
de remarquer que, si I'on n’a pas F,(0) = 0, 'origine 0 est « presque » une
solution de I’équation. Nous allons utiliser cette solution approximative
comme point de départ pour construire une vraie solution en utilisant la
méthode de Newton-Picard.

Dans le cas des fonctions f : R — R, on sait que celle-ci permet de
trouver un zéro « de f a partir d’une solution approchée xg comme limite

By = Ly — f(n)
n—+ n f/(xn) .
Une variante est de trouver a comme limite de la suite

Tp4+1 = Tp — f/(mo)

qui présente ’avantage de n’utiliser qu'une valeur de la dérivée et que nous

de la suite récurrente

allons utiliser ici dans le cas de F,. Les deux méthodes sont représentées sur
la figure 6.

FIGURE 6
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Linéarisation de F,. Nous déterminons donc maintenant ce qui va jouer
le role de la dérivée f’(xq) dans la méthode de Newton-Picard. Notons L,
I'opérateur linéarisé (dF,)o en 0 de &,

L,: W (R x S5 R?™) — LP(R x SY; R™).
Proposition 9.4.3. L’opérateur L, est un opérateur de Fredholm d’indice 2.

Démonstration. Nous 'avons remarqué au chapitre précédent (c’est la re-
marque 8.4.5), la différentielle de F est de la forme

(dF), = 0+ S(s,t)

pour tout u (et pas seulement pour les solutions de I’équation de Floer).
Dans nos trivialisations, nous avons donc

)4 )4
LP(Y) = E + JOE + Sp(&t)y

pour une application
S, : R x S* — My, (R).

Comme nous avons choisi la trivialisation le long de w, de fagon compatible
avec celles le long de u et de v, nous avons que

S,(s.1) S*(s+ p,t) pour s < —1
s,t) =
. SY(s+p,t) pours>1

ou S* et SY sont les matrices correspondant aux linéarisations de F le long
de u et v dans les trivialisations Z* et Z7. De sorte qu’en particulier, pour p
tendant vers I'infini, S, tend vers les chemins de matrices symétriques définis
par les points critiques x et z :
lim S,(s,t)=S8%t) et lim S,(s,t) =S*(t).
§——00

s——+o0

11 ne reste qu’a appliquer les résultats du chapitre précédent (précisément
les théoremes 8.7.1 et 8.8.1) : L, est un opérateur de Fredholm d’indice

w(@) — p(z) = 2. O

Idée de la construction de 1. Dans la formule définissant la suite récur-
rente utilisée dans la méthode de Newton-Picard, le terme 1/f’(zg) corres-
pond dans notre situation & un inverse de I'application linéarisée L,. Le
fait que celle-ci soit d’indice 2 I’empéche d’étre inversible. Nous allons donc
trouver un supplémentaire WPJ- de Ker L, dans WHP(R x ST, R2") tel que
Lp|Wp¢ soit inversible (autrement dit, nous déterminerons un inverse a droite
pour L,). Nous appliquerons la méthode de Newton-Picard en partant de
la solution approchée 0 pour trouver une solution de F,(y) = 0.
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W exp,, W
¥ ( A, ) ¥(p)
€XDy, T,z
\)U; Mz, 2)
Ker L, w,
FIGURE 7

Rien d’étonnant & ce que nous devions utiliser un tel sous-espace WPJ- :
nous savons que M(z, z) est une variété de dimension 2, nous cherchons donc
pour tout p un élément v € (expwp)_lj\/[(x, z), sous-variété de dimension 2
de Ty, P(x, 2). Il est naturel de déterminer un tel v en intersectant cette
sous-variété avec un sous-espace de codimension 2, notre Wlf- (on montrera
en effet que dimKer L, = 2). Ce qui est schématisé sur la figure 7.

Nous obtiendrons donc le chemin v (p) comme intersection dans P(z, z)
de M(x, z) et de I’espace

{exp,, W, | p > po}-

Ce sous-espace est de codimension 1, c’est I'image du fibré W+ des VVPL
sur w,, un sous-fibré de codimension 2 de w*T'P(x, z). Ce qui, a nouveau,
est schématisé sur la figure 8.

1L
exp,, W,

M(z, z)

FIGURE 8

La méthode de Newton-Picard (abstraite). Voici I’énoncé précis que nous
utiliserons.
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Lemme 9.4.4. Soient X etY deux espaces de Banach et soit F : X — 'Y
une application continue. On écrit

F(z) =F(0)+ L(z) + N(x)

ot L(x) = (dF)o(x) et on suppose qu’il existe G :' Y — X, continue telle
que

(1) LoG=1d;

(2) [GN(z) = GN ()| < Cllzll + llyl) [l — yl| pour tous z,y € B(0,7) ;

(3) [|GF(0)|| <&/2 ot e = min (r,1/5C).
Alors il existe un unique o € Im(G) N B(0,¢) tel que F(a) = 0. De plus,
on a |laf| < 2{|GF(0)].
Démonstration. En gardant la méthode de Newton-Picard classique en téte,
définissons ¢ : B(0,e) — Im(G) par

plx) = G(L(x) ~ F(a)) = ~G(F(0) + N(x).
Remarquons que
Lo(z) = L(z) — F(x).
Dong, si p(z) = x, F(z) = 0. Réciproquement, si F(z) = 0 et z = G(y),
alors
p(x) = GL(x) = GLG(y) = G(y) = 2.

Nous allons donc montrer que ¢ a un unique point fixe dans B(0, ¢).

D’abord, ¢ envoie la boule de rayon ¢ dans elle-méme : si ||z]| < e, on a

le(@)[| = GF0) + N(@)|| < [[GFO)]| + [GN ()]

€ 2
—+C

~+Clal
€

24 e
2+5

: + ° <e
2 5 ’
suite d’inégalités pour lesquelles on a utilisé les propriétés (2) et (3) ainsi

que le fait que N(0) = 0.

ININ

IN

Ensuite, si « et y sont deux points de la boule B(0,¢), on a

lo(@) = o)l = IGN(z) = GN()|| < C(llz| + llyl}) [z — vl
< 2Ce|lz —y|
<2yl <5 le ol
-5 -2
Ainsi la suite définie par

x0=0 et xp11=p(z,)
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est une suite de Cauchy. Elle converge donc vers une limite o qui est un
point fixe de ¢ et qui est 'unique point fixe & cause de I'inégalité que nous
venons de démontrer.

Pour finir, démontrons 'inégalité affirmée dans I’énoncé du lemme. On a

%Hall = % lee = Ol = [lp(@) = p(O)]| = [l = p(O)| = fleell = [l (O)]] -

Il s’ensuit que
el < 2[[e(0)[} = 2 |IGF(0)]|. O

Application du lemme. Nous allons appliquer le lemme 9.4.4 a I'application
F,: WHP(R x SL; R*™) — LP(R x S} R*™).

Il nous faut donc déterminer un inverse & droite G, de la différentielle L,
en 0, et vérifier que ce G, satisfait aux hypotheses du lemme. Comme nous
l’avons dit, nous allons obtenir G, a l'aide d'un sous-espace Wpl. Nous
commencons donc par définir celui-ci.

Les différentielles (dF),, et (dF),, dans les trivialisations Z} et Z?, sont
notées L*, LV ; on consideére, via ces trivialisations,

Ker L* C T, P(z,y) et KerL’ C T,P(y, 2).
On définit W, comme la « somme #/, » de ces sous-espaces,
W, ={a#,0|acKerL", € KerL"}.

On définit ensuite VVPL comme son orthogonal, c’est-a-dire comme

Wi = {Y e WYP(R x SL; R |

/ (Y, a#,0) dsdt = 0 pour tous a € Ker L", 3 € KerL”}7
RxS?t

(toujours en utilisant le repeére (Z£);=1, . 2, pour considérer a#,[ comme
un élément de WHP(R x S1;R?™)).

Remarques 9.4.5.

(1) Les deux solutions u et v de I’équation de Floer relient des points
critiques d’indices consécutifs. Comme la paire (H,J) est réguliére, nous
savons donc que L* et LY sont surjectifs. Comme leurs indices de Fredholm
valent 1, les noyaux de L* et de L" sont de dimension 1. Grace a la remarque
8.4.8, nous pouvons donc affirmer que

ou " ov
55 et KerlL —R~%

(ou l'utilisation des repeéres (Z}), (Z7) est sous-entendue).

KerL* =R
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(2) Comme on a, grace a la décroissance exponentielle (§8.9),

o[22} 2] = e

0s
les vecteurs Ou/ds et Ov/ds sont dans L? pour tout ¢ > 1, donc

VY e WHP(R x SHR?™), Va € Ker LY, VB € Ker L”, (Y,a#,8) € L'.

(3) L’espace WHP(R x S';R?") est somme directe de W, et de W
C’est un fait simple et assez général que 1'on peut énoncer sous forme d’un

Y

lemme :

Lemme 9.4.6. On suppose que 1/p + 1/q = 1. Soit E un sous-espace de
dimension finie de WP N L7 . Soit

Bt = {Y e WP | /<Y,X> dsdt = 0 pour tout X € E}
Alors W» = E @ EL.

En effet, il est clair que ces deux sous-espaces ne se rencontrent qu’en 0.
Puis, par I'inégalité de Holder, comme E C LP N LY, on a E C L2. 1l suffit

maintenant de choisir une base orthonormale {ej,...,e.} de E, grice a
laquelle tout élément Z de WP satisfait &

Z (e, Z)ey —---— ey, Z)e, € BL
d’ou le résultat annoncé. O

Comme W, est I'image de I'espace de dimension 2, Ker L* x Ker L, par
I’application linéaire #/,, nous savons que dim W, < 2, de sorte que le lemme
s’applique.

La proposition ci-dessous est importante. Elle permet de définir G, et de
vérifier les hypotheses du lemme.

Proposition 9.4.7. 1l existe une constante C > 0 telle que, pour p > po,

VY e W, LWl 2 ClIY [l -

Voici tout d’abord une liste de conséquences de cette proposition. On
suppose p > po.

(1) D’abord, on a clairement Ker L, N W~ = 0.

(2) L’application L, est surjective et dim Ker L, = dim W, = 2. En effet,
on a toujours

dimKer L, > Ind(L,) = 2
et
codim W;‘ =dim W, < dim(Ker L* x Ker L) = 2
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et la premiere propriété transforme ces deux inégalités en égalités. On a
ainsi
W'P(R x §4R*) =Ker L, ® W,".
On peut dire, intuitivement, que le noyau de (dF),4,, est proche de
Ker(dF),#, Ker(dF), quand p est assez grand.
(3) Par conséquent,
L, : W= W"(R x S";R*")/Ker L, — LP(R x §"; R*") =Im L,
est bijective. On pose
G,=L," : L’(R x S";R*") — W,

(4) Cette application G, est continue, puisqu’en effet la proposition af-
firme que

Gy < S NGVl = & IV
Les hypotheses (2) et (3) du lemme 9.4.4 sont aussi des conséquences de
la proposition :
(1) Vérifions maintenant ’hypotheése (2) du lemme (en omettant p dans

Pécriture). On a

IGNz — GNy|| < CTHIN(z) = N()| < C7" sup [[(dN):] |z — y|

z€[z,y]

par l'inégalité des accroissements finis. Le fait que ||(dN).|| soit, sur le seg-
ment [z,y], bornée par K ||z|| ou K est indépendant de p, de x et de y,
est conséquence du lemme 9.4.8, un des lemmes techniques démontrés au
chapitre 13 (au §13.2),

J(@N). ] < K |2

(voir le chapitre 13) puisque
(dN). = (dF). — (dF)o.
On en déduit
|GNz — GNy| < C7V||N(z) = N(y)||
<CT'K sup_ |zl [lz — |

z€[z,y]
< CTUE ([l + 1yl ll= = ol

et ’hypothése (2) est bien satisfaite.

Lemme 9.4.8. Soit rq > 0. Il existe une constante K > 0 telle que, pour tout
p > po et pour tout Z € B(0,79) C WHP(R x S1;R?™), on ait

1(dFp)z = (dFp)olI”” < K[| Z]l s -
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(2) Vérifions enfin la condition (3) du lemme. On a
IG,Fo ()] < CTHFp(0)]| = CTHIF(w, )l

qui tend vers 0 quand p tend vers linfini, de sorte que l'on a bien
|G,F,(0)]| < €/2 pour p assez grand. On peut appliquer le lemme de
Newton-Picard.

Démonstration de la proposition 9.4.7. Supposons, par I’absurde, qu’il exis-
te une suite (p,) tendant vers 'infini et Y,, € W, tels que

L, Y,
MYl
n—+o0 ”Ynnwl,p
En normalisant, nous supposerons que ||Y,|| = 1.
Lemme 9.4.9. Soit K = [—a,a] x St C R x St. Alors
T Yol = O
Démonstration. Considérons I'opérateur
D:W?(R x S, R*™) — LP(R x SY; R*™)
défini par
oY )%

DY) = g(s,t) + Joa(s,t) + SY(t) - Y(s,t)

ou t +— SY(t) est le chemin de matrices symétriques correspondant a la
trivialisation choisie le long du lacet y. Comme nous le savons déja,

(1), (V) = 2 1 (00, (1) 222 4 dgrad,, 1) (Y ).

ot

Comme w, tend vers y (au sens C{S,) quand p tend vers I'infini, la partie
d’ordre 0 de cet opérateur tend vers la partie d’ordre 0 de (d¥),. Comme
nous avons choisi les trivialisations de fagon que Z!(s,t) tende vers Z}(t)
(toujours au sens Cf2.), on a

lim S,(s,t) = SY(t) au sens Cf..

p— 00
Posons r,, = p,, /2, choisissons une fonction plateau vy qui vaut 1 pour |s| <
1/2 et 0 pour |s| > 1 et définissons enfin v, (s) = v(s/rp).

Montrons que D(7,Y;,) tend vers 0 en norme LP. On a en effet

IDGYa)lzo = |

1
WD) + =3V |

1.
< — H’YYnHLP + H’YnD(Yn)HLp

IN

M
7 ”YnHLp + ||D(Y7l)||LP([—rn,rn]><Sl
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ot M est la borne supérieure de |¥(s)| sur R. Il s’ensuit que
M
IDCmYa)lre < = 1¥allpe + 1D = Lo )Yallpo (s, r) x5y
1 V)l (st
M y
< =¥l +105¥ = S0 )Yall o (-1, ray sy
Lo, (Yl o -

Comme [|Yy|» < [[Yallyyrr = 1 et comme ||L, (V) tend vers 0, cela

[P
donne

DY)l e < NS = Sp, )Yl o + 7n
pour un 7, > 0 tendant vers 0 quand n tend vers l'infini. On remarque

ensuite que

187 = Spallporresn S 510 [18pu(5:0) = YO ¥l
(s,t)E[—Tn,rn] xSt
< sup 195, (s,t) = SY(t)]]-

- (s,t)E[—Tn,rn]x ST
Pour s < —1, S, (s,t) = S"“(s + pn,t), donc le supremum, pour (s,t) €
[—rn, —1] x S1, de ||S,, (s,t) — SY(t)]| est égal a
sup 15%(s + pn,t) = S]],

(s,t)E[—7pn,—1]x ST

c’est-a-dire a
sup [[5(s,8) = SY (@)l
(s,t)E[rn,pn—1]x St

et ce supremum tend donc vers 0. De méme, pour s > 1, en utilisant le fait
que S, (s,t) = SY(s — pn,t), on vérifie que

lim sup IS,, (s,t) — SY(t)]| = 0.

n=Ho0 (5 1) e[l rn] xSt

Enfin on a

lim sup 1S, (s,t) = SY(t)|| =0
n—=+0 (54)e[—1,1]x S?

puisque S, (s,t) tend vers SY(t) au sens C°.. Nous avons bien montré que

loc*

D(v,Y,,) tend vers 0 en norme LP, ce qui va nous permettre d’achever la
démonstration du lemme.

Nous savons (voir la proposition 8.7.3 dans la démonstration du fait

que F est un opérateur de Fredholm) que D : WHP(R x SL;R*) —

LP(R x S';R?") est inversible. Du fait que ||D(7,Y,)|;,» tend vers 0, on

déduit que [|v, Y|y tend vers 0 et donc que
Wl =0

ce qui achéve en effet la démonstration du lemme. O
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Lequel lemme affirme, puisque la norme WP de Y, vaut 1, que son
support tend & se concentrer vers |s| — +o0.
Nous allons utiliser les relations entre L, , L* et LY pour |s| assez grand.

Lemme 9.4.10. Soient 3% les deux fonctions utilisées pour fabriquer la
solution approchée w,. Il existe des champs de vecteurs Y € KerL" et
Z € Ker LV tels que, a extraction de sous-suites pres,

B (5 — pn + 1)Yn(s — pp,t) tend vers Y dans WHP(R x ST, R*™)
et
BT (s + pp — 1)Yn(s 4 pn,t) tend vers Z dans WHP(R x S'; R?™).
Démonstration. Rappelons que 8~ (s 4+ 1) = 0 pour s > —1, ce qui fait que
B~ (s +1)Y,(s,t) est a support dans | — co, —1] x S1. On en déduit que
| LH D (3 (s 1) i3, )| 1 = [ (8 (5 + DYals. D),
=[5 (s + DYals.t) + 57 (s + DL, (Yals.t)|
< sup 3~ IYollLo—1,1yxs1) + 1 Lo, Yall o

qui tend vers 0 d’apres le lemme 9.4.9. Remplacer s par s — p,, donne
nl{ﬂr}m HLu(ﬂi(s —pn+ DY (s — pmt))||Lp =0.
De maniere analogue, on a aussi

HLU<ﬁ+(S + pn — 1)Yn(5 + pn,t))HLp =0.

lim
n—-+o0o
La démonstration du lemme 9.4.10 est alors conséquence directe du lemme
général suivant.

Lemme 9.4.11. Soit D : E — F un opérateur (linéaire) de Fredholm. Soit
(xn) une suite bornée d’éléments de E telle que la suite (D(zy,)) tende vers 0
dans F'. Alors il existe une sous-suite de (x,,) qui converge vers un élément x
de KerD C E.

Démonstration. Puisque D est de Fredholm, nous savons qu’il existe un
opérateur D’ tel que

D'oD =1d+K,
ot K est un opérateur de rang fini (c’est la proposition 16.2.5), ce dont il
suit que la suite (x, + K(z,)) tend vers 0. A extraction d’une sous-suite
pres, la suite (K (x,)) est convergente, ce qui fournit une sous-suite de ()
qui converge. O

Ce qui acheve la démonstration du lemme 9.4.10. O

Et nous amene & I’énoncé d’un autre lemme.
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Lemme 9.4.12. Les suites 3 (s + 1)Y,,(s,t) et 87 (s — 1)Y,(s,t) convergent
vers 0 dans WhP.

Démonstration. Soit Y € Ker L* un champ de vecteurs donné par le
lemme 9.4.10. On forme Y'#,0, qui est un élément de W,. Le lemme 9.4.10
affirme que 37 (s — p, + 1)Y,,(s — pn,t) tend vers Y (dans WHP), de sorte
que

lm |8 (s + 1)Ya(s,8) = Y5+ pus8)| |y = 0.

n—-+4oo

et qu’en particulier

lim (|87 (s+ 1)Y(s,t) — Y#pnOHWLp(]_w_l]Xsl) =0.

n—-+oo

Ensuite 87 (s+1)Y,,(s,t) =Y #,,0 est a support dans ] —o00, 0] x S et Y#,. 0
tend vers 0 au sens G, donc aussi au sens W1P([—1,0] x S1). Remarquons

loc

en effet que Y est dans le noyau de L, donc C>° (par régularité elliptique)
et que Y est un multiple scalaire de du/ds. On obtient donc, en utilisant
aussi le lemme 9.4.9 que |37 (s 4+ 1)Y,(s,t) — Y#,, 0], tend vers 0.

Comme Y est a décroissance exponentielle, il est dans LY pour tout ¢ > 1
ainsi que Y#,, 0. Avec 1/p+1/q = 1, I'inégalité de Holder donne

[5G DY) = Y, 005,00, Y, 005, 0) s
RxS?t

< |87 (s + D)Ya(s.t) = Y#,,00s.8)| 1, 1Y #5,,0ll o -

La norme ||[Y#,, 0||,, est bornée par ||Y||,, dans L9(]—oo, —1] x S*) et tend
vers 0 dans L7([—1,+o0[ x S1), de sorte qu’elle est uniformément bornée.
On obtient donc

lim (B (s +1)Yy(s,t) = Y#,,0(s,t),Y#,,0(s,t)) dsdt = 0.
=t JRrx st

Comme Y#, 0 W, etY, € WPJ;L, on a

/ (Yo, Y4, 0) dsdt = 0.
RxS?t

Par ailleurs, on a

lim (=7 (s+1)Y,(s,t) = Y#, 0(s,t)dsdt =0
n—+00 JRx gt

puisque le terme & intégrer est a support dans [—1,0] x S! et, comme ci-
dessus en utilisant l'inégalité de Holder, que le module de l'intégrale est
majoré par

||YnHLp([_17o]Xsl ’ HY#pnOHLq([_Lo]Xsl) :
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Cela tend vers 0 en application du lemme 9.4.9. Les deux relations ci-dessus
impliquent que

lim (B~ (s+1)Y,(s,t),Y#,,0)dsdt =0
n—-+o0o RxS!

et donc

lim (Y#,,0,Y#, 0)dsdt = 0.
n—-4o0o RxS!

Pour s < —1, Y#, 0(s,t) = Y(s + pp,t), donc

-1
lim // (Y (54 prs ), Y (5 + pos ) ds dt = 0,
St J -0

n—-+o0o

ou encore

—14pn )
Jim // 1Y (s, 8)|2 dsdt =0
n—-+oo St J 0o

etenfinY = 0et ||[37 (s + 1)Y, (s, 1)y 1., tend vers 0. On montre de maniere
analogue qu’il en est de méme de ||1 (s — 1)Y,,(s,t)||jy1.,- Ce qui achéve la
démonstration du lemme 9.4.12. O

Et qui va nous permettre de finir celle de la proposition 9.4.7. On a
1= [[Ya(s,t)llyrr
<187 (s + DYa(s, Ollpa + 187 (s = DYls:8) [y,
+ H(l - ﬁ_(S + 1) - 6+(8 - 1)Yn(87t)le,p .

Les deux premiers termes tendent vers 0 en application du lemme 9.4.12
et le dernier aussi, en application, pour lui, du lemme 9.4.9. Ce qui est
I’incontestable contradiction recherchée. O

Nous pouvons donc appliquer la méthode de Newton-Picard et obtenir,
pour tout p > po un élément y(p) de WPJ- qui vérifie F,(v(p)) = 0. De
plus, cet élément v(p) est unique dans Wff- N B(0,¢) ou, rappelons-le, ¢ est
indépendant de p (c’est le lemme 9.4.4). Remarquons aussi que l'on a :

Lemme 9.4.13.

I 1o =0
Jm [y (0)llws,

Démonstration. En vertu du lemme « de Newton-Picard » 9.4.4, nous avons

v ()llwrs < 21GF (0l < 2C7HIF(0)]] 1o = 2071 [F (wp)l

qui tend vers 0 quand p tend vers I'infini. O
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Continuité et dérivabilité de ~y. Nous allons appliquer le théoréme des fonc-
tions implicites. Notons

W)t = {(p,Y) | = po,Y € Wi et V] <}

et définissons F : W(e)t — LP(R x S*; R?") par F(p,Y) = F,(Y), de sorte

que nous avons

F(p,v(p)) =0 pour tout p > po.

Lemme 9.4.14. Pour tout p assez grand (et plus grand que pg), la dérivée

(d2F)pﬁ(p) - (d? )v(p)

est tnversible.

Démonstration. Fixons p. La différentielle de F, est une application linéaire
(dF,)(p) : Wy — LP(R x S'; R?™).
Considérons l'inverse G, de (dF,)¢ construit ci-dessus,
G,: LP(R x S R*™) — W
Pour la norme opératorielle, nous avons
HGP(d?p)'y(p) - Id” = HGP(drfp)w(p) - Gp(d‘rfrp)OH
< ||GpH ||(d?p)7(p) - (dgp)OH
< CTK|v(p)) s

grace au lemme 9.4.8 que nous avons déja utilisé. Comme nous avons vu
(dans le lemme 9.4.13) que la norme WP de 7 tend vers 0, nous pouvons
en déduire que G, o (dF,)(,) est inversible pour p assez grand et donc que
(dF))~(p) est aussi. O

Ceci nous permet d’appliquer le théoreme des fonctions implicites et de
conclure que 7y est continue et dérivable pour p assez grand. Démontrons
maintenant :

Proposition 9.4.15.

i 52|
p—too Wi

Démonstration. Comme F(p,v(p)) =0, on a

6;f];(/w(p)) + (dJ, m»(ZZ) =0.
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On a

v(p) 8pHW1p HG (dF0)(p) 8pHW1p
oF

< 1600~ 1| 52, + ][0 5, (070D

Puis, comme dans la démonstration du lemme 9.4.14, on a

1Go(dFp)(0) = 1d]| < CTK |1y (p) lyyrrn -

|52 . = I~ Gota

HWLP'

On utilise maintenant le lemme (un des lemmes techniques démontrés au
chapitre 13) :

Lemme 9.4.16. Soit o > 0. Il existe une constante M > 0 (indépendante
de p) telle que pour tout p > pg et tout Z € B(0,79) C WHP(R x St R?"),
on ait

< .
|5 02 - 50,0, <M1 Zls
Il permet les estimations

HGp<861;(P,’Y(P))) ‘ < C*H%(AV(/}))H
(|55 a0 - 500+ 5 00
< (MIn@lwer +] 5 00)],)

= (M1 + | 55500, )-
Mais F(w,) = 0 pour |s| > 1. Pour s € [~1,1], on a

wp(s,1) = exp, ) (87 (5) expyy (uls + p, 1)) + B () expy y (us = p.1)))

et par suite

IA

)

ow ou ov
T;(Sat) :Texpy(t) (ﬁ (s )TeXpy(t) D5 (S+P)_5+( )TeXpy(t) aS(S_P))

Il s’ensuit que

lim aau‘;p(s,t) =0 dans C>®([-1,1] x S1),

p—-+o00
. 0 , 0
donc pEI—&I-loo a—p?(wp) = pEI—‘,r-loo(dg)wp (8—pwp> =0.

Et finalement, on a I’estimation

[52]n 0= € K 1) < O (M Ol +|

qui implique que

OF( w,,)‘

)

lim =0. O

LN [
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Conclusion. Pour p > pp, nous avons construit
v(p) € W, c W'P(R x 1 R*™),

une fonction continue et dérivable de p telle que F,(y(p)) = 0 et qui vérifie
de plus

tim (o), = tim |22
p——400 ’ p—+0o0 8,0 wtp
Gréace a la trivialisation Z”, on déduit de v(p) un champ de vecteurs le
long de w,, un élément, donc, de Ty, P(z, z), encore noté y(p). Que nous

transformons en un élément de M(x, z) par ’exponentielle,

¥(p) = exp,,, v(p) € M(z, 2)

de fagon que 'application p — 1(p) est une application différentiable et que
¥(p) comme sa dérivée tendent vers 0 dans WP quand p tend vers l'infini.
En projetant 1 sur 'espace de trajectoires L(z, z), on obtient le désiré

o~

Y =mo: [pg,+oo] — L(z,2)

dont il reste a vérifier qu’il possede les propriétés attendues.

Lemme 9.4.17.

lim ¥(p) = (4,9) € L(x, 2).

p—+o0
Démonstration. Considérons en effet une suite (p,) tendant vers l'infini et

Vo, = P(pn) = exp,,, (7(pn))-

Pour s < —1, on a

wﬂn (57 t) = CXPuy(s+pn,t) Yon (87 t)'

Soit K un compact dans R x S*. Pour n assez grand et (s,t) € K, on a
Vp, (8 = pnst) = exPy(s,1) Voo (8 — pnst) et

1760 (8 = s Dll o iy < 100 (8 = 2ns Ol o = (17 (8, D[y

dont nous avons vu (dans le lemme 9.4.13) qu’elle tend vers 0 quand n tend
vers l'infini. Puisque WP (K) C €Y(K), on voit que 7,, tend vers 0 dans
CY(K) et donc v, (s — pn,t) tend vers u dans C) (R x S'; W). Comme
0

nos éléments sont dans M, la convergence dans C} . implique la convergence

dans Gy, par la proposition 6.5.3. On démontre de fagcon analogue que
lim 1, (s + pn,t) =v(s,t)
n—-+oo

dans C2°.. D’ou il suit que ?Zn tend bien vers (u, ). O

loc*
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Il reste & montrer que 1Z est une immersion injective (au moins pour p,
assez grand), ce que nous faisons dans le paragraphe suivant. Notons que le
lemme 9.4.17 impliquera que cette immersion injective est propre et donc
un plongement.

9.5. Propriétés de 12 : 1])\ est une immersion

Nous voulons montrer que 12; est une immersion. Il s’agit de vérifier que
01 /0p n’est pas dans le noyau de la projection dm. Ici 7w désigne le passage
au quotient M(z, z) — L(z, z), de sorte que le noyau de (dm), est engendré
par O /ds. Supposer que % n’est pas une immersion revient donc a supposer
Pexistence de suites (p,,) et (ay,) telles que

oY _
aip(pn) - O‘ng(pn)'

Comme 9 (p) est proche de w,, on en déduira au §13.6 le lemme :

Lemme 9.5.1. La suite (o) est bornée et l'on a

Jim [|(52 - 52)

Lp

Alors, pour s < —1, w,(s,t) = u(s + p,t), donc

Ow, _ Ou

donc le lemme implique

li Hau( + pn, t) 8u( + t)‘
1m — S ny — Op =S ny
9s 0P PP\ Lo se—1]xs1)

n—-+0o0o 0s

7

d’ou 'on déduit que «,, tend vers 1. En considérant de méme les valeurs de
s > 1, on obtient

LP([1,400[xST)

. v v
lim )—a(s — Pn,yt) — an%(s — pn,t)‘

)
n—-+oo

d’ou 'on déduit cette fois que «,, tend vers —1, la contradiction recherchée.

Ainsi, ¥ est une immersion (pour p assez grand). Mais elle est aussi
injective : son image est contenue dans une composante connexe de la variété
(de dimension 1) L(z, z), qui n’est pas compacte (puisque lim,_, 4~ zZ(p) g
L(z,2)). Cette composante est donc difféomorphe & un intervalle. Dans ce
cas, une immersion VZ est injective (par le théoréme de Rolle).
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9.6. Propriétés de 1Z : unicité du recollement

Nous venons de montrer que la trajectoire brisée (u,v) € L(x,y) x L(y, 2)
est Pextrémité d'un intervalle plongé dans L(z, ) dont l'intérieur est dans
une composante de L (z, z). Cela ne suffit pas pour conclure que L(x, z) est
une variété a bord de dimension 1, comme le montre la figure 9.

A~

__________________ (u,0)

FIGURE 9

On doit encore montrer que la seule fagon d’approcher (,?) dans L (z, 2)
(en dehors de la suite constante) est en passant par Uintervalle que nous ve-
nons de construire. C’est la derniere assertion de ’énoncé du théoreme 9.2.3
(qui paraphrase 1’énoncé correspondant dans le cas du complexe de Morse,
c’est-a-dire la proposition 3.2.8) : si une suite dans L(z, z) converge vers
(u, ), alors elle est dans 'image de 1.

La difficulté vient ici du fait que la construction que nous avons faite
du recollement et de I'application 1 repose sur plusieurs choix arbitraires.
Considérons par exemple une fonction v de classe C*°, de Ry dans Ry
et telle que lim,_, . v(p) = +00. On peut définir un pré-recollement w, ,
en remplagant v(s — p) par v(s — v(p)) dans les formules que nous avons
utilisées :

u(s + p,t) sis<—1
XDy (1) (ﬁ_(s) GXp;é) U(S + P, t)

+67%(s) expy_é) v(s —v(p), t)) sise[-1,1]
v(s —v(p)) sis>1.

Wy p(s,t) =

Les lecteurs sont invités a vérifier que, en reprenant la construction du
recollement a partir de w, ,, ils obtiennent bien une application continue

(9 [pl/» +OO[ - M(l‘, Z)
telle que

lim mo,(p) = (4,D).
p——+o00

Ils vérifieront aussi que, si v est croissante, I’application ¥, = o1, est une
immersion injective. Le cas de v est celui ou v = Id.
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Pour éviter la situation schématisée sur la figure 9, il est nécessaire de
s’assurer que l’'image de cette nouvelle application zz;,, est contenue (pour p
assez grand) dans celle du recollement zz = {b\Id construit précédemment. Ce
sera la premiére étape de notre démonstration qui en comportera quatre :

(1) La premiere étape, celle que nous venons de décrire, consiste a mon-
trer :

Proposition 9.6.1. Soit v : Ry — R une fonction croissante de classe C*°
telle que lim,_, o v(p) = +00. Il existe un nombre p, > 0 tel que, pour

P = pu, on ay(p) € Im(y).

(2) Pour la deuxiéme étape, considérons une suite (¢, )nen qui tend vers
(4,9) dans L(z,2), comme dans I’énoncé du théoréme 9.2.3, nous voulons
démontrer que ¢,, € Im()) pour n assez grand.

Remarque 9.6.2. 11 suffit de démontrer qu'il existe une sous-suite (¢, )keN

telle que ¢, € Im(qZ) pour k assez grand.

Supposons en effet que la conclusion du théoreme 9.2.3 soit fausse. On
aurait une sous-suite ¢, qui ne serait pas dans I'image de ’(Z)\ mais qui ten-
drait vers (,7) dans L(x,z). On pourrait alors en extraire une sous-suite
contenue dans Im(lZ) a partir d’un certain rang, ce qui est contradictoire.

Dans les énoncés suivants les conclusions relatives a la suite (£)nen
s’entendent donc a extraction d’une sous-suite pres. Nous démontrons dans
cette deuxieme étape la proposition :

Proposition 9.6.3. Il existe un relévement 0, € M(x, z) de £, et une fonction
croissante v : Ry — Ry de classe C et telle que lim,_. o v(p) = +00, de
sorte que, pour tout (s,t) € R x St,

ln(s,t) = expy,  (s4) Yn(s:1)
ot la suite (p,) tend vers +oo etY, € wy , TW wvérifie

lim [|Y,]|. = 0.

n—-+oo
La norme ||Yy]|, est calculée en considérant Y;, comme une application
Y, :R xSt — R™

a l'aide du plongement de W dans R™ que nous avons fixé et en utilisant
la norme euclidienne de R™.

(3) La troisiéme étape est la plus technique. Avec les notations précé-
dentes, nous démontrons :

Proposition 9.6.4. Le champ de vecteurs Y, vérifie Y, € WP (wy , TW)
pour tout p > 2. De plus lim,, o || Yo || jy1., = 0.
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Rappelons qu’ici la premiére assertion dit simplement que
Y, € W'P(R x SL; R™)

(voir les explications au §8.2).

(4) Apres les étapes 2 et 3, nous disposons d’une suite Zn qui a la méme
forme qu’une solution produite par la méthode de Newton-Picard a ’aide
du pré-recollement w, ,,. Rappelons que, pour appliquer la méthode de
Newton-Picard (ici le lemme 9.4.4) & partir de w, ,,, il faut d’abord dé-
composer W1P(R x S1; R?") en une somme directe Ker(L,, ) & Wﬁf;, qui,
ici, dépend de n ('indice du p, considéré) et dans laquelle la dimension de
Ker(L,, ) est 2 (voir les conséquences de la proposition 9.4.7). A Iaide d'une
application contractante

@ : W, N B(0,0) — W, N B(0,e0)

(pour un g9 > 0 ne dépendant pas de m), on trouve un unique 7, €
Wan N B(0,eq) tel que eXpy, , Tn € M(x, z) : ce v, est Punique point fixe
de l'application . Les lecteurs attentifs auront remarqué que nous avons
identifi¢ ici WP (R x S R?") a w} , TW =T, ,,P(z, z) en utilisant I'ap-
plication i : WHP(R x SY; R?") — wy , TW définie par une trivialisation
unitaire fixée le long de w, ,,, .

Comme |[|Y,||yy1.» tend vers 0, Y5, est dans la boule B(0,¢e¢) pour n assez
grand. En particulier, Y,, € h,, + W+ pour un h,, € B(0,¢0) N Ker L qui a
la propriété que lim, oo || Anl 1. = 0.

hp + WL

Ker(L)

B(0%1) Fn

B(O,e(/

FIGURE 10

\

Remarquons encore que si h, = 0, alors Y,, = 7,, (par la partie unicité du
lemme 9.4.4). En général, pour avoir ||hy||y1., < €1 (pour un e; positif in-
dépendant de n), nous allons devoir généraliser le lemme de Newton-Picard
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9.4.4 et trouver une application contractante
On hp + Wy — hy + W,

qui produit une solution exp,, Yn(h) € M(z, z) unique dans h,, + Wff;/‘
La figure 10 reprend et précise la figure 7 avec ces nouvelles données.

Pour n assez grand, Y,, sera donc 'unique solution produite par la mé-
thode de Newton-Picard dans la tranche h, + W=. Par un argument de
connexité, nous en déduirons :

Proposition 9.6.5. Pour n assez grand, £, € Im(zzy).

La premiére étape donnera ensuite

-~

Corollaire 9.6.6. Pour n assez grand, £, € Im(¢)).

Nous aurons donc ainsi conclu, en méme temps que la quatrieme étape,
la, démonstration du théoréme 9.2.3.

Démontrons donc maintenant tous ces énoncés.

9.6.a. Etape 1: démonstration de la proposition 9.6.1. Posons, pour
A€ 0,1],

valp) = (1 = A)p+ Av(p),
définissons le pré-recollement correspondant w,, , et faisons la construction

du recollement pour ce w,, ,, obtenant :

Proposition 9.6.7. Il existe une application continue
¥+ [po, +00[ x [0,1] — M(z, 2)
telle que, pour tout X € [0,1], Uapplication
V(- A) =m0, A) : [po, +00[ — L(z,2)
est une immersion injective qui satisfait

lim ¥(-,\) = (@,7) dans L(z, 2).

p—-+o00
Démonstration. On décompose
WIP(R x ST, R?") = Ker L, & W}h

en utilisant un analogue de la proposition 9.4.7 (qui se démontre de la méme
fagon en utilisant la compacité de [0,1]), puis on applique la méthode de
Newton-Picard (c’est-a-dire le lemme 9.4.4) dans W5, On obtient ainsi,
pour p > pg et A € [0, 1], des éléments

V(P A) € Wiy tels que expy,  ¥(p,A) € M(z, 2).
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De plus, lapplication (p, A) — v(p, A) est continue et dérivable en appli-
cation du théoréme des fonctions implicites (comme dans le lemme 9.4.14).
On démontre de maniére analogue que ¥(+, \) a les propriétés voulues. [

Fin de la démonstration de la proposition 9.6.1. La composante de L(z, 2)

qui contient Im(v) est une variété de dimension 1, sans bord, et non com-
pacte puisque

lim (p) ¢ L(z,2).

p—+o0

A un difféomorphisme prés, on peut considérer que cette variété est l'in-
tervalle |0, 1[. Regardons I'image ¢ ([po, +o0[) C ]0,1[. Comme ) est une
immersion injective, on a

o~

Im e = [(po), lim (p)[ €10, 1[.

p—to0
Mais lim QZ(p) ¢ L(z, z), de sorte que
Im ) =10,a0] ou [ag, 1.

Sans restreindre la généralité, supposons que cette image est [ag, 1[. Appli-
quons le méme raisonnement a

"/}('7)‘) : [pOa +OO[ - M(1'7Z)

Comme ¥ : [pg, +00[ x [0,1] — L(x, z) est continue, I'image de 1 est conte-
nue dans cette méme composante, que nous avons identifiée a |0, 1[. Comme

o~

d}('? A) : [p07 +OO[ - L(.I, Z)
est une immersion injective, et comme
lim A, = A, et limp, = +00 = lim ¢ (pn, An) = (4, D)

(une assertion que nous laissons en exercice aux lecteurs) on obtient
Im(¢(-, A)) = [axr, 1] pour tout A € [0,1], en utilisant la connexité de [0, 1].
En particulier,

lim ¢,(p) = lim ¢(p,1) = 1.
Jm vu(p) = lim 4(p,1)

Cela signifie que,

-~

pour p > p,,  P(p) € [ao, 1] = Im(¢))

et la proposition 9.6.1 est démontrée. O
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9.6.b. Etape 2. Pour commencer, établissons quelques résultats prélimi-
naires. Revenons a la fonctionnelle d’action Ay : L(W) — R, celle dont
les points critiques sont les orbites 1-périodiques du champ hamiltonien X;.
Nous supposons ici, comme le lemme 6.3.5 nous y autorise, que Ay prend
des valeurs distinctes en des points critiques distincts. Considérons une suite
b, € L(z,z) avec lim, 400 ¥y, = (4,7), comme dans Iénoncé du théo-
reme 9.2.3. On démontre :

Proposition 9.6.8. Soit Zn un relévement de £,, dans M(x, z). Si la suite Zn
converge vers une limite A dans M, on a

)\ 6 {:L.? a? y’ ’7‘7’ Z}
ot u et U sont des relévements de U et v (respectivement) dans M(x, z).

Pour démontrer cette proposition, nous utiliserons le lemme :

Lemme 9.6.9. Soit s, une suite réelle qui a une limite et soit A, une suite

&)
dans M. On suppose que, au sens CS.,

hIJIrl An(s,t) = a(s,t) et lilf An(s+ sn,t) = b(s,t)

pour deuzx trajectoires a € M(«, 8), b € M~,0) (a, B, v, § sont des points
critiques de Ay ). Sia # b, alors la suite s,, est divergente et on a

Ap(a) > Au(B) > Ag(y) > Au(d) silims, = +oo,
Ap(y) > Ap(6) > Ag(a) > Ag(8) silims, = —occ.

Voir la figure 11 ou la configuration de gauche correspond a une suite s,
tendant vers 400, la configuration centrale & une suite s,, tendant vers —oo
et la configuration de droite est impossible.

Démonstration. Si s, a une limite finie o, on a évidemment a(s + o,t) =
b(s,t) donc a = b. Supposons que lim s,, = 400 et fixons o, 7 € R. Pour n
assez grand, on a s, +0 > 7. Comme Ap est décroissante sur les trajectoires
de M, on a donc

Ag(An(sn +0,-) < Au(r,)).

En faisant tendre n vers 'infini, on obtient
Am(b(o,-)) < Anl(a(r,-))
et ceci pour tous o et 7 dans R. En faisant tendre o vers —oo et 7 vers +oo0,
on trouve que
An(B) = Au(v)
ce qui démontre le lemme (le cas d’une suite s,, tendant vers —oo est ana-
logue). O
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FIGURE 11

Démonstration de la proposition 9.6.8. Appliquons maintenant ce lemme a
la suite ¢,,. Comme ¢,, € M(z, 2), il est clair que A = lim ¢, vérifie

Ap(z) > Ag(A(s, ) > Ag(z) pour tout s € R.
Si A\ ¢ {u, v}, le lemme précédent implique, puisque ¢, tend vers (u, ), que
Au(N) € {An(x), An(y),An(2)}.

En particulier, Ag(A(s,-)) ne dépend pas de s, donc A est une orbite pé-
riodique de X;. Comme nous avons supposé les valeurs critiques de Ag
distinctes (lemme 6.3.5), on a bien montré que

Ae{z,y,z}. O
Remarque 9.6.10. Avec la méme démonstration, on peut voir plus générale-
ment que, si la suite £, € L(«, 3) a la propriété que

lim ¢, = (ug,...,ug) € Z(a,ﬂ) avec u; € L(vi—1,7%), Yo =, Y = 0,

n—-+4oo

alors, quel que soit le relevement Zn de £, si la suite Zn est convergente,

lim Zn S {ah...’ﬂk,%’...,yk}.

n—-+o0o
Ces préliminaires acquis, venons-en au fait.
Démonstration de la proposition 9.6.3. Fixons un réel € > 0. Le lemme sui-

vant, dont la démonstration est évidente, est une conséquence immédiate
de la compacité de la variété W.



322 CHAPITRE 9. ESPACES DE TRAJECTOIRES

Lemme 9.6.11. 1l existe 6 et 0’ tels que 0 < 6 < 0" < pin;j et tels que, pour
tout a € W, tous p,q € B(a,d"), on peut écrire

qg=exp,Y, avec |[Y| <e,
et, pour tout a € W, tous p,q € B(a,d), pour tous 5=, 5T € [0,1],
exp, (6~ exp, ! (p) + B exp, ' (q)) € B(a,d). O

Choisissons le relovement £, de £, qui vérifie Ag (£,(0,)) = Ax(y). La
suite ?n est convergente dans M (& extraction d’une sous-suite pres) et, en
vertu de la proposition 9.6.8, sa limite est .

Montrons que Zn satisfait aux conclusions de la proposition 9.6.3. Voici
I'idée de cette preuve. Notons w,, un pré-recollement de u et v, wy, = w, ,,
pour une certaine fonction v : Ry — Ry a déterminer. Fixons € > 0 et
notons B(x,d), B(y,d), B(z,0) les boules ouvertes pour la distance €° sur
Iespace de lacets(®) LW (la constante § est celle donnée par le lemme 9.6.11
et on peut supposer, ce que nous ferons, que ces boules sont disjointes).
Quand s est trés petit, Zn(s, -) et wy(s,-) sont dans B(zx,d), quand s est
proche de 0, ils sont dans B(y, d) et quand s est trés grand, dans B(z,d) et
dans ces trois cas, on peut appliquer le lemme 9.6.11 pour conclure. Pour
les valeurs autres de s, utilisons le fait que ¢,, tend vers (u,v) dans L(z, 2),
ce qui se traduit par I'existence de suites o,, et 7,, et de réels o, T4 tels que

Wm0y (s — 0y t) = u(s + 04, t) et Liml, = v(s + 7, t).
La convergence est uniforme sur les compacts de R x S'. La premiére limite
nous dit que £y, (s, t) est proche de u(s+ oy, + 04, t) sur (K —0,) x S, ot K
est un compact de R. Avec des domaines de ce type, on doit « recouvrir »
les parties non hachurées de la figure 12.

Le choix des suites o, et 7, est donc tres important. C’est lui aussi qui va
déterminer le choix de w,. Pour simplifier les notations, nous supprimons
la, variable t € S' dans ce qui suit. On a vu que y = lim ENn dans M et
en particulier que lim ¢, (0) = y. Pour n > N., on a donc £,(0) € B(y,d)
(toujours pour la distance €% sur LW). Posons

oy = sup{s >0 | Zn([—s,O]) C B(y,&)}
et Tn =sup{s >0 | 0, ([0,5]) C B(y,0)}.
Ainsi Zn(—an) et Zn(Tn) € 0B(y, 6). Remarquons que
(1) Les suites o, et 7, tendent vers +o0o. En effet, si la suite o,, était

bornée, £, ([—0y,0]) tendrait vers y, on aurait donc lim ¢, (—a,,) = y, ce qui
est absurde. Méme raisonnement pour 7,.

() Rappelons que B(y,d) = {X 2 ST — W | d(x(t),y(t) <dVte Sl}.
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FIGURE 12

(2) Posons 01 (s) = ly(s — o,) et 2(s) = l,(s + ). Alors, quitte a
extraire une sous-suite,
limz,ll(s) =u(s+oy) et lim@l(s) =uv(s+7.) dans M pour o, 7 € R.
En effet, nous avons Z}Z(O) = 0, (—0,) € OB(y, ). Donc la suite lzll ne tend
pas vers y. Elle ne peut pas tendre non plus vers = puisque £1(0) € 9B(y, §),
de sorte que ¢} (0) n’est dans B(x,§) pour aucun n. Par ailleurs,
Apt(0,0)) = Ap (ba(=00)) > An (£(0) = An (y)-

Compte tenu de la proposition 9.6.8, cela implique que

lim Z}L(s) = u(s + o4) dans M pour une constante o, € R.
On démontre de méme

lim /2 (s) = v(s + 7,) dans M pour une constante 7, € R..

Posons maintenant

ol = inf{s > 0] £,(] — o0, —s]) C B(x,0)}

et 71 = inf{s > 0| £,([s, +oo]) C B(2,0)},

de sorte quévidemment £, (—c’,) € dB(z,8) et £,(7) € OB(z,8). Remar-
quons encore que :

(1) On a o), > o, et 7,, > 7,. En particulier les suites o), et 7,, tendent
vers +o00. En effet, supposons que ¢,, > o/, et prenons un o dans [o,,0),].
La définition de o), et de o, implique alors que ¢,,(—0o) € B(z,d) N B(y, 9)
ce qui est absurde puisque ces deux boules ont été supposées disjointes. Le
méme argument vaut pour 7, et 7).
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(2) A extraction d’une sous-suite prés, on a (convergence dans M, c’est-

A-dire uniforme sur les compacts de R x S!)
limlﬁn(sfail) =u(s+0.) et limly,(s+ +7)=v(s+ 1))
pour des constantes o, 7/ € R. Pour £3(s) = £, (s —0?,), nous avons en effet
63( )€ 0B(x,6) et Ay (£3(0) € A (y), An(z)].
La proposition 9.6.8 implique alors comme ci-dessus que 3 o (s) converge vers
u(s + o). Un argument analogue s’applique a 64 =1, (s+ 7).

Nous aurons besoin d’un résultat plus fort que cette derniére remarque,
& Savoir :
Lemme 9.6.12. Les suites o, — o, et T, — 7, sont bornées.

Démonstration. Supposons au contraire que o/, — o, tende vers 400 et mon-
trons que cela aboutit & une contradiction. Comme o), et o, sont positifs,
nous avons

A (ba(=0n)) et An(lu(=07,) € [An(02(0)), An (2)] C [An(2), An ()]
Montrons par ailleurs que Ag (£, (07,)) — A g (€n(—0y)) tend vers +o00. Nous
An(En(=o) = Anllal-o) = [ 2 )

—0on

//Sl

(la norme utilisée est celle définie par la métrique sur W). Il existe alors

2
t)H dt ds

en € [0}, —on] tel que

8£

(cn,t H dt tend vers 0,

car sinon, modulo extraction de sous-suite

oy, 2 /
— t)H dt >~y pour s € [—a),,0n],

d’ott 'on déduit que
—On
/o’iL /Sl

ce qui contredit I'inclusion ci-dessus. Comme 4, est une solution de I’équa-

2
t)” dtds > v2(ol, — 0,) tend vers + oo

tion de Floer, on peut écrire de maniere équivalente

ol,,

T (nyt) = Xi(Un(cn, t H dt tend vers 0.
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Posons maintenant £3 (s) = £, (s +¢,). Comme ¢, € [~0’,, —0,], nous avons

n’

An(£(0)) = An(ln(en)) € [An(la(=00)), A (ln(—07,))).
Puis, comme

lim Ag(ln(—0n)) = limAg (£1(0)) = Ag(u(o,))

n—-+4oo
et lim A (€n(—0%)) = Ag (u(al)),
il suit que
Aw(63(0)) € JA#(y) + 0, Ar () — 0] pour un v > 0 et pour tout n.

En appliquant la proposition 9.6.8, on trouve alors que Ei(s) tend vers
u(s + ¢,) dans M et en particulier £y, (c,) = Z‘Z(O) tend vers u(c,) avec la
convergence C* uniforme sur S'. En utilisant ceci et la relation ci-dessus,
on obtient

a 2
»/Sl 877:(0*775) - Xt(U(C*,t))H dt =0
et donc )
u
E(C*)t) - Xt(U(C*7t)) = 0,

ce qui signifie que u(cy) est un point critique de Ag. Appelons ce point
critique . Nous avons, pour tout t € S,

ou ou

Se(enst) = —J(ulen 1) (G (nrt) = X(ulen 1))

= —J(a) (?(a) - Xt(oz)) = 0.
t
Par suite, 'ensemble C(u) des points critiques contient ¢, x S!, en contra-
diction avec le fait que, d’apres le théoreme 8.5.4, cet ensemble est discret.
On conclut que la suite o], —o,, est bornée. On montre de méme que 7, —7,
est elle aussi bornée, et ceci acheve la démonstration du lemme 9.6.12. [

Venons-en enfin a la fin de la démonstration de la proposition 9.6.3.
Choisissons des constantes A, B et C' € R telles que

— pour s < A, u(s) € B(x,0) et v(s) € B(y,0),

— pour s > B, u(s) € B(y,0) et v(s) € B(z,0),

—o, —0,<Cet7,—1, <C (C>0),
le § qui apparait ici est celui donné par le lemme 9.6.11, un € > 0 étant
toujours fixé. Utilisons aussi les constantes o, et 7, définies dans la deuxiéme
remarque qui suit les définitions de o, et 7, et considérons un intervalle
compact [E, F|] tel que

e E<0,E+0,<A E+71, <A,

e F>0,F+0,>B, F+ 1. > B,

e ol —o, <—FEet7, -1, <F pour tout n € N.
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On sait que Zn(s—an) converge vers u(s+o, ) uniformément sur les compacts
de R x St. Pour € > 0 fixé, il existe alors un N, tel que pour n > N, t € S*
et s € [E, F], on ait

lo(s —op,t) = €XPy(sto, 1) Ynl(s, t) avec HYnl(s, t)H <e

(pour la norme euclidienne). En changeant s en s+ o,,, on trouve que, pour
n > N,
Zn(s, t) = XDy (s+on+os 1) Y. (s, t)
avec
|Yn(s,t)|| <& pour tous (s,t) € [E — on, F — 0] x S*.

De la méme facon, on a, pour n > N,

ty, (57 t) = eXp’L)(SJrT* —Tn,t) Yy (57 t)
avec
|Yo(s,t)|| <& pour tous (s,t) € [E+ 7, F +7,] x S*.
Rappelons que les intervalles [E—o,,, F —o,] et [E+T,, F47,] sont disjoints
pour n assez grand... il n’y a donc pas de confusion entre les deux Y;, définis
par ces deux relations.
Définissons un pré-recollement w, (s, t) par

u(s + oy + o, t) sis < —1,
eXPy(4) (ﬂ’(s) exp;(lt) u(s + oy + o, t)

+ Bt (s) exp;(lt) v(s+ T — Tn,t)> sise[—1,1],
V(s + T — Tn, t) sis>1.

wp(s,t) =

Montrons que, pour tous n > N, (s,t) € R x S, on a

ln(s,t) = XDy, (s,1) Ya(s,t), avec |Yu(s,t)]| <e.

Pour cela, découpons R en plusieurs intervalles.

(1) Pour s < E — 0, < —0}, on a n(s,t) € B(z(t),8) (par définition
de o/,) et

wp(s,t) = u(s + o, + o, t) € B(z(t),9)
puisque
s+o,+o, <E+o, <A

On obtient la relation voulue en appliquant la premiere assertion du
lemme 9.6.11.

(2) Pour s € [E — 0, F — 0,), on a le résultat en utilisant la définition
de Y,.
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(3) Pour s € [F — o, E + 7], €n(s) € B(y, ) par définition de o, et 7,
(en utilisant les faits que F' > 0 et E < 0). Puis u(s + o4 + 0,,) € B(y,9)
puisque s + o4 + 0, > B et de méme v(s + 7. — 7,) € B(y,d) puisque
s+7— 1, < E+ 7, <A. La deuxiéme assertion du lemme 9.6.11 donne
que wy(s,t) € B(y(t),d"); on peut donc de nouveau appliquer sa premiére
assertion pour obtenir la relation voulue.

(4) Le casou s€[E+T7,, F+7,] est analogue a celui ot s € [E—o0y,, F —0y,].
(5) Pour s > F 47, > 7, on a {,(s) € B(z,0) par définition de 7/, et
wp(s,t) € B(z(t),d) puisque wy(s,t) = v(s + 7w — Tn,t) €t s+ Tw — 7 >
F+7,>B.

Nous avons donc obtenu la relation désirée pour tout s € R. Notons qu’on
peut supposer Yy, (s,t)|l;; < pinj (norme de Y;, pour la métrique sur W)
pour tous n > N, (s,t) € R X St quitte & avoir choisi € assez petit, et
donc

Y. (s, t) = exp;i(syt) n(s,t) est de classe €.

La démonstration de la proposition 9.6.3 est presque terminée. Posons
pPn = 0n + 04 et définissons une fonction v de classe C>* qui satisfait a
v(pn) = Tn — Tx. On peut choisir v croissante (quitte encore une fois a
extraire des sous-suites de p, et 7,) et tendant vers +00 quand p tend vers
+00. On en déduit que, pour n > N, et (s,t) € R x S, on a

gn(sa t) = expwyypn(s,t) }/"(57 t) avec ||Y7l(57 t)” < 2p

et cette fois la preuve de la proposition est vraiment terminée. ]

9.6.c. Etape 3 : preuve de la proposition 9.6.4. Nous montrons ici que
le champ Y,, produit par la proposition 9.6.3 est dans WP (RxS*; R™) pour
p > 2. Pour ceci nous utiliserons la propriété de décroissance exponentielle
des solutions de I’équation de Floer 8.9, c’est-a-dire le fait que, si £ € M,
alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tous (s,t) € R x S!,
on ait

H%(S’ﬂH < Ol

(avec, au choix, la norme de la métrique de W ou la norme euclidienne dans
R™, choix que nous ferons ici). L’étape précédente nous a donné la relation

ln(8,t) = XDy, (s.4) Yn (8, 1) ou Yy (s,t) = eXp;i(&t) L (s,1).

Les applications w,, et £, ont toutes les deux la propriété de décroissance
exponentielle (w,, est une solution de 1’équation de Floer pour |s| > 1), ce
qui va nous servir a démontrer :
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Lemme 9.6.13. Il existe une constante K > 0 (dépendant de n en général)
telle que, pour tous (s,t) € R x S, on ait

|50 =

Il est clair que ce lemme implique immédiatement la premiere assertion
de la proposition 9.6.4. Démontrons-le donc.

AYa (s, DI

max( (s,t)H) < Ke 08l

Démonstration du lemme 9.6.13. Considérons 'ouvert Q2 de W x W défini
par

Q= {(a,0) € W x W | d(a,) < pins}
Définissons @ : Q — R™ par
®(a,b) = exp, 1(b) € T,W C R™.
Soit ¢ C € défini par
Qo ={(a,b) e W x W | d(a,b) < pinj/2};

c’est un compact de W x W. Choisissons une constante A < 0 telle que,
pour tout s < A et tout ¢ € S, on ait

(Wn(8,1), ln(s, 1)) € Qo

(on s’assure que, pour s < A, d(wn(s, ), z) < pinj/6 et d(ly(s,-), )
pinj/6). Ainsi, nous avons

IN

Yo (s,t) = ®(wn(s,t), ln(s,t)) pour (s,t) €] — oo, A x S'.
Par compacité de g, il existe M > 0 tel que
| Doy ®|| <M ¥ (a,b) € Q.

Nous avons donc, pour tout s < A et tout t € S,

[20] - | otente 0 )|

= HD“I’(wn(s,t)L(s,t)) D5 “’”H + HDQ‘I)wn(s,t)ms,t))E(S’“H
Ow o,

< M| G . 0)| + M| FE 1)

- 0s (s, )] + 0s (5,1)

< 2M (el

(grace a la décroissance exponentielle). On démontre de méme que, pour
s> B,

|52

< —ds
s (s,t)H <2MCe "%,
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ce qui donne la partie « pour 9Y,,/0s » du lemme. Prouvons-le maintenant
pour Y, lui-méme. Soit toujours A < 0 comme ci-dessus. Pour s1 < s9 <

A< Oette S nous avons
=y,
e < |
0Os (s,8) dsf] < 51

S1

%l:(s,t)H ds

[Yn(s2,t) — Yo (s1,1)]| = ’

s2
< / Ke® ds = K(e9%2 — %),
51

Faisons tendre s; vers —oo dans cette inégalité et utilisons ’écriture de Y,
en fonction de ¢,, pour obtenir

lim Y,(s,t) = lim ®(wy(s,t),£Ln(s,t))
s——00 5——00
= ®o(x(t),z(t)) = exp;(lt) x(t) = 0.
Nous avons par conséquent
[ Yn(s2,1)| < Ked*2.

Procéder de maniere analogue pour les s > B donne le résultat voulu
pour Y,,. Il reste, pour finir la démonstration du lemme 9.6.13, & prouver
une égalité du méme type pour 9Y;,/0t.

En partant de I’écriture de Y,, en fonction de En, on trouve

oY, dwn
ot (wn (8,t),€n(s:t)) Ot
La constante négative A, choisie comme ci-dessus, est supposée inférieure

o,

(S,t) = D1® (w"(s’t)’zl(s’t))W(S,t).

(S, t) + ng)

a —1. Pour s < A < —1, w, est une solution de ’équation de Floer. On
peut donc écrire (en omettant le point (s,¢) pour alléger cette écriture), en
tout point (s,t)

oY, -
2 i e 52 ;
RV CCRY
et’ pour tout pOint (S7t) € ] - OO,A] X 517
oY, -~ azn
HW < Hleb(meﬂ,)J(wn)g + ’’DQ(ID(MH:ZH)J(en)E
+ D12, 7\ Xelwn) + Do, 7 Xela)]
d’ou
aYn ds -
H ot < Ke® + HD1‘I>(wn,ZL)Xt(wn) + D2(I)(wr,L,ZL)Xt(€”)H'

Pour la derniére majoration, nous avons utilisé le fait que les normes || D®||
et ||J|| sont uniformément bornées sur €y pour la premiére, sur W pour la
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deuxieme, et la décroissance exponentielle de w,, et Zn Afin de majorer le
dernier terme, considérons 'application I' :  — R™ définie par

F(CL, b) = Dltb(a, b)Xt(a) + DQ@(a,b)Xt(b)v

de sorte que le terme & majorer est Hl“(wn(s, ), 4, (s,1))

’ . Comme ci-dessus,

par compacité, il existe un M > 0 tel que 'on ait HDF(a’b) H < M pour tous
(a,b) € Qo. On a donc, pour s; < 55 < Aett e St

|0 (wn(52,1), £ (52, ) =T (w (s, 1), € (s, 1) |

/: gr(w”(sat)’gn(&t)) dsH

S
52
é /
S1

|

%F(wn(s,t), 0n(s, t))H ds

dw, oL,
- /Sl F(wnyzn) 85 +D2F(wnaz/n)§

< [ a5

s2
< MC/ €% ds = MC’(e‘S“”2 — 6551)
s1

Dl ds

Ol
+ Ha

toujours grace a la décroissance exponentielle. Faisons tendre s; vers —oo.
Nous avons

lim T'(wn(s,t), (s, 1)) = T(z(t), 2(t))
= D1®(2(t),0(t)) Xt (2(1)) + D2® 2ty (1)) Xt (2(t))
= D1 w1202 (t) + D2®(w(t) ()2 (1)
puisque z(t) est une orbite du champ X;. On obtient
~ 0
lim D(wn(s,t), ln(s,1)) = a@(x(t),x(t)) =—0=
On en déduit donc, pour so < A et t € ST,

HF(wn(sQ,t),Zn(sz,t))H < Ked*2.

On termine la preuve du lemme 9.6.13 en procédant de maniere analogue
pour s > B. O

Comme nous l'avons déja remarqué, le fait que notre Y, est dans
WLP(R x SY;R™) pour tout p > 2 s’en déduit immédiatement. Il reste a
montrer, pour finir la démonstration de la proposition 9.6.4, que Y,, tend
bien vers 0 en norme WP, Considérons donc une trivialisation unitaire
(Z1"); le long du pré-recollement wy,, choisie comme au § 9.4 (voir la figure 5).
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En utilisant le repére Z;, on écrit Y,, = i(¢,) ot ¢, € WHP(R x S1; R?™).
Ici F désigne l'opérateur de Floer
0 0
=252 H
T = o+ o+ grad(Hy),

lopérateur F: WLP(R x ST R?") — LP(R x S'; R?") est défini par

F(¢) = pli(¢), F(i(Q))
ol

F:WYPR x SLR™) — LP(R x S R™)

est donné par

F(X) = F(exp,, (X)),
Notons L la différentielle DFj. Les applications F, p, 1, g", L ci-dessus dé-
pendent de w,, et de la trivialisation Z;, donc en particulier de n. Nous

omettrons cette dépendance dans ce qui suit pour ne pas alourdir I’écriture.
Comme au §9.4, on consideére le sous-espace

Wy, ={a#w, 0| aeKer LY, 5 € Ker LV}

et son orthogonal
W, = {Y € WHP(R x SH R |
/ (Y,v) dsdt = 0 pour toutvEWn}.
RxS?t

Nous avons remarqué (en 9.4.5 et 9.4.7) que W,, et W,;- sont en somme
directe dans W1P(R x S'; R?") et que W,, est de dimension 2. En fait,
W, est engendré par (Qu/0s)#,,,0 et 04, (0v/ds). Décomposons ¢, dans
cette somme directe

Cn=Xn+wn avec xn € Wy, et w, € W,

Lemme 9.6.14.

La démonstration de ce lemme (de simples estimations), sera donnée
au §13.7. Nous l'utilisons pour trouver une majoration de ||Y5|ly1., qui
nous permettra de conclure que sa limite est nulle, c’est ce que fait le lemme
suivant, dont nous donnerons la démonstration au §13.7.

Lemme 9.6.15. 1l existe des constantes positives Ky et Ko telles que, pour
tout n € N,

X llwre + 1Yall oo + [15(0) ||

Yallwr, < K1
v 1= K [[Yal o
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Montrons que le membre de droite tend vers 0. Nous savons que
lim ||Y,|| - = 0 (par la proposition 9.6.3) et que lim ||xyn |1, = 0 (par le
lemme 9.6.14). De plus, comme F(0) = F(w,) s’annule pour s & [-1,1],
on a

H‘T(O)HUJ = ||3~(wn)||LP([—1,1]><Sl;R’") :
Puisque lim w,, = y uniformément sur les compacts de R x St et F(y) = 0,
on a lim,_ o [|F(0)||zr = 0, ce qui montre que le membre de droite de
notre inégalité tend bien vers 0 et ce qui termine la démonstration de la
proposition 9.6.4.

9.6.d. Etape 4 (et derniére). Nous commencons par une version plus gé-
nérale de la méthode de Newton-Picard, une généralisation du lemme 9.4.4,
dont nous conservons les notations.

Lemme 9.6.16. Soient X etY deux espaces de Banach et soit F : X — Y
une application continue. On écrit
F(z)=F(0) + L(z) + N(x)
ot L(x) = (dF)o(x) et on suppose qu’il existe G :' Y — X, continue telle
que
(1) LoG=1d;
(2) IGN(z) = GN()ll < C(llzll + llyl) |z — yll pour tous x,y € B(0,r) ;
(3) |GF(0)]| < €0/2 ot g = min (r,1/5C).
Soit h € KerL tel que ||h]| < eo/5. Alors il existe un unique 7y, €
(h4+ImG) N B(0,g9) tel que F(vyp) = 0. De plus
[l < IGFO)I[ + (]l
Démonstration du lemme 9.6.16. Elle est similaire & celle du lemme originel
9.4.4. On consideére Papplication ¢ : B(0,e9) — Im G définie par
p(r) = G(L(z) — F(z)) = —=G(F(0) + N(z))
qui vérifie donc L(¢(x)) = L(x) — F(z). On définit ensuite la suite
xo=h, Tpi1=p(T,)+ h.

Comme dans la démonstration du lemme 9.4.4, on a, pour z € B(0,¢&9),

€0 €0 €0
liota) + bl < o)l + 10l < 52+ 20+ 2 < e

ce qui montre que x,, € B(0, gp) pour tout n. Toujours en suivant la démons-
tration du lemme 9.4.4, on a ensuite

1
[Znt1 = znll = o(zn) = e@n-1ll < 5 ll2n = 2n-]
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(donc ¢ est contractante), d’ou il suit que
limx,, =y, € B(0,e0) N {h+Im G}
et p(yn) + h =~,. On a done

L(vn) = L(¢(vn) + h) = Le(n) = L(yn) — F(wm)
ce qui entraine que F'(y,) = 0.
Montrons l'unicité : si v € h +Im G N B(0,¢p) satisfait & F(y) = 0, on
pose v = h + G(y) et on obtient
¢(7) = GL(y) = GL(h + G(y)) = GLG(y) = G(y) =7 — h

donc v = p(y) + h. Mais cette équation admet une unique solution car ¢
est contractante comme nous ’avons vu. O]

Appliquons le lemme 9.6.16 & Popérateur F : WHP(R x S} R?") —
LP(R x SY;R?") (que nous avons défini griace a la trivialisation unitaire Z;
le long de wy,). Sin est assez grand, pour que les hypotheses du lemme 9.6.16
soient satisfaites et pour h € Ker L = Ker(DF)q avec ||h|| < £0/5, nous
obtenons des éléments v, (h) € WLP(R x S1; R?) tels que

expy,, (i(n(h))) € M(z, 2).

Nous avons besoin de la continuité de ces solutions par rapport a h :

Lemme 9.6.17. Il existe un réel £1 > 0 indépendant de n, avec 1 < g9/5 et
tel que, pour ||h|| < 1, Uapplication h — v, (h) soit continue.

Démonstration. C’est une application du théoréme des fonctions implicites.
Rappelons la décomposition en somme directe

WPP(R x S R?™) =Ker Lo W

(dépendant du pré-recollement w,, considéré) et le fait que 7, (h) € h+W.
Définissons, pour n fixé,

F:KerLoW+ — LP(R x SL; R?")
par F(h,w) = F(h +w), de sorte que F(h,v,(h) — h) = 0. Montrons que
(D2F) iy () -y = (AF) oy, 1y = W — LP(R x ST R?")
est inversible. On procéde comme dans la preuve du lemme 9.4.14 :
|G(dF),, ) —1d|| = |G(dF),, 1) — G(dF)o|
< C[(dF)y, ) = (dF)o|
< OK [y (M) llwr»
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en vertu de la proposition 9.4.7 et du lemme 9.4.4. Avec le lemme 9.6.16,
|G(dF),, ) — 1| < CK (|hllyss + [GEO)[3y1.0)
= CK (|[hllwrp + [1GF(wn) 1)
< OK ([[hllyr.r + CIF (wn)llL») -

Nous avons déja remarqué que lim ||F(wy,)||;, = 0. Les constantes C' et K ne
dépendent pas de n. Pour un €7 indépendant de n tel que 0 < 1 < g¢/5 et
pour n assez grand, I'inégalité ci-dessus montre que d(dF'),,, (») est inversible
pour |21, < €1 (G est inversible par la proposition 9.4.7). Donc Do F est
inversible. On peut donc appliquer le théoreme des fonctions implicites pour
conclure que h — 7, (h) — h est continue et donc que h +— ~,(h) Uest. [

Démontrons maintenant la proposition 9.6.5.

Démonstration de la proposition 9.6.5. Par les propositions 9.6.3 et 9.6.4,
nous savons que

l, = exp,, Y, avec nEIJIrloo 1Yallyyro = 0.

Comme dans 1’étape 3, on écrit Y,, = i((,) pour
i: WHP(R x S, R?*™) — WHP(R x SLR™).
Nous avons donc que lim ||(y /1., = 0. Décomposons
Co=hn+w, cKer Lo W+

(on a w!, = GL(¢,) et hy, = (, — GL(¢,)). Rappelons que W=, G et L
dépendent aussi de n. Nous savons que les normes opératorielles de G et L
sont majorées par des constantes indépendantes de n : pour G grace a
la proposition 9.4.7 et pour L grace au lemme 13.5.1 (encore un lemme
technique démontré au chapitre 13). Donc, la norme WP de h,,, qui est
majorée par ||Cn |y G | L) |Callypri.0» tend vers 0 quand n tend vers
l'infini. En particulier, pour n assez grand, ||hy/j1, < €1, ol €1 est celui
donné par le lemme 9.6.17. En vertu de la partie unicité du lemme 9.6.16,
on a alors ¢, = Yn(hy) et donc £, = exp,,, i(Yn(hn)) est une solution
obtenue par la méthode de Newton-Picard. Montrons que sa projection sur
L(x, z) se trouve bien dans I'image de v, : [p,, +oo] — L(z, 2).
Remarquons que, comme w,, = w, ,, et comme, par construction de 1,
Yy (pn) = exp,, (7n(0)), la conclusion est valide si h, = 0. Dans le cas
général, on utilise un argument de connexité qui s’appuie sur la continuité
de h — ~v,(h) que nous venons d’établir (lemme 9.6.17). Comme dans la
preuve de la proposition 9.6.1, on identifie la composante de L(x,z) qui
contient Im ¢, avec |0, 1] et I'image de t,, avec [a, 1[. Soit 5, > p,, et tel que

@u([ﬁy,-l-oo[) =lc, 1] avec ¢ > a.
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Pour 0 < € < &1, considérons ’ensemble U, C M(x, z) défini par

Ue = vu[p,, +oo[U U {expy, (i(ya(h))) [ IRl <€}

Pn>py,

Par ce qui précede, Zn € U. pour n assez grand. Plus généralement,
pour tout e fixé (¢ < &1), Zn € U pour n > N, en conséquence des
propositions 9.6.3 et 9.6.4 ainsi que de 'unicité dans le lemme 9.6.16. Par
ailleurs, U, est connexe par arcs, donc sa projection I, C L(z,z) est un
intervalle.

Lemme 9.6.18. 1l existe o tel que 0 < g9 < &1 et
162 C [a’ 1[ = wl/([pl/a +OO[)

Démonstration. Par construction Iy = [¢, 1], avec ¢ > a. Si la conclusion
du lemme était fausse, on aurait une suite e, décroissant vers 0 et telle
que I, D [a,1], I, # [a,1] (puisque, pour tout €, I est un intervalle qui
contient Iy = [¢, 1[). En particulier, on aurait des trajectoires Ay, € U, telles
que

Mk € la— 81,0 — 8] C L(x,2) pour 81,0, petits.
En particulier, Ay &€ 1, ([p,, +0o0[) = [¢, 1[. Posons alors
Ap = expy,, (i(m, (hr)))  avec [|hx| < ep.
On distingue deux cas :
(1) Si ny tend vers Uinfini, alors
o, () s = 0.
En effet, d’aprées le lemme 9.6.16,
s )l < Wkl + € [FO)| < e+ ClIFn)]

et le membre de droite tend vers 0 quand &k tend vers l'infini. Comme au
lemme 9.4.16, on a donc
lim A = (u,v) dans L(z, 2),
k—-+oco

ce qui est impossible puisque Xk € [a— 01,a — d2] C L(z,2). Nous avons
utilisé le fait que la topologie de L(z, z) est séparée, comme nous ’avons
démontré au §9.1.

(2) Si au contraire la suite ny est bornée, elle admet une sous-suite
constante (ng). En nous restreignant a cette sous-suite, nous avons donc

py— eXPy, (i(Yne (h))) pour tout k.
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Puisque ||hg|| < &g, on a lim hy, = 0. Comme h — 7, (h) est continue, on a

L A = expy,, (i(1n0(0))) = Yo (pno) € ¥ ([, +00D).

On en déduit que lim A, € 0, ([p,, +00[) = [ 1], ce qui est impossible
puisque

Xk €la—d1,a—3ds] et c¢>a.
Le lemme est démontré. O

Et aussi la proposition 9.6.5 : pour n assez grand, Zn € Ue, (g2 est celui
du lemme 9.6.18), donc ¢, € I., C ¥, ([py, +0]). O

La démonstration du corollaire 9.6.6 est immédiate pulsque la proposi-
tion 9.6.1 donne que 1/)1,([/)1,, +oo[) € Im ¥, done £, € Im) pour n assez
grand. O

La démonstration du théoréme 9.2.3 est elle aussi, enfin, complete.



CHAPITRE 10

DE FLOER A MORSE

Dans ce chapitre, nous démontrons que, dans le cas d’'un hamiltonien
non dégénéré ne dépendant pas du temps et assez petit (au sens de la
topologie €?), lorsque 'on peut définir le complexe de Morse et celui de
Floer, les deux coincident.

10.1. Les énoncés

Dans un souci de simplicité et de légereté, nous avons utilisé plus ou
moins la méme notation pour le complexe de Morse (au chapitre 3) et pour
le complexe de Floer (au chapitre 9). Il convient maintenant de les distinguer
(pour démontrer qu’ils coincident). Pour plus de clarté, nous notons donc ici
CF.(H,J) le complexe de Floer associé au hamiltonien H et & la structure
presque complexe J (qui s’appelait (C,,d) au chapitre 9) et CM,(H,J)
le complexe de Morse associé a la fonction de Morse H et au champ de
vecteurs grad H, gradient de H pour la métrique définie par J (et w) (qui
s’appelait (Cy(H), Ograd,,) au chapitre 3).

Et nous voulons démontrer :

Théoréme 10.1.1. 1 existe un H non dégénéré et assez petit (au sens de la
topologie C2), pour lequel

CF.(H,J) = CM, 4 (H,J).

Cet énoncé contient bien sitir le fait que les deux complexes en ques-
tion sont bien définis. En partant d’un hamiltonien Hy non dégénéré, nous
construirons H de la forme H = Hy/k pour un k assez grand.

Le fait que H soit assez petit garantit que ses trajectoires périodiques
sont constantes (c’est la proposition 6.1.5), donc Crit(Agy) = Crit(H).
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D’autre part, la proposition 5.4.5, qui compare les deux notions de non-
dégénérescence (des points critiques de la fonction H, des trajectoires pério-
diques du hamiltonien H), implique que H est de Morse et que Crit(Ag) =
Crit(H).

Gréace a la remarque 5.4.6, nous savons que la hessienne de H n’a aucune
valeur propre dans 27Z, de sorte que la proposition 7.2.1 nous permet de
comparer U'indice (de Morse) d’un point critique de H & U'indice (de Maslov)
de la trajectoire constante correspondante :

Indys(2) = () + 1,

ce qui implique que les espaces vectoriels intervenant dans les définitions
des deux complexes sont les mémes au décalage d’indices pres.

Il faut ensuite considérer les deux différentielles. Plus exactement, il faut

— pouvoir définir les différentielles des deux complexes,
— montrer qu’elles coincident.

Pour définir la différentielle du complexe de Morse, nous avons besoin
d’un champ de vecteurs X adapté a la fonction de Morse H et qui satisfasse
a la condition de Smale. D’autre part, nous voulons qu’il y ait une relation
entre les trajectoires de ce champ de vecteurs et les solutions de ’équation
de Floer

du ou ou
% + X(u) =0 et % E
Nous voulons donc que X soit le gradient de la fonction H pour la mé-

+ J(u)—= + grad H(u) = 0.

trique définie par une structure presque complexe J calibrée par w. Nous
démontrerons donc :

Théoreme 10.1.2. Soit H une fonction de Morse sur la variété symplectique
(W, w). Il existe une partie dense Jree(H) de structures presque complezes J
calibrées par w telles que le couple (H,—JX ) soit de Morse-Smale.

Nous décomposerons la démonstration en deux étapes. La premiére étape
sera consacrée a une fonction de Morse générale f et a un champ adapté X.
Nous linéariserons 1’équation

du
— + X(u)=0
75 T X
du flot du champ —X le long d’une de ses solutions en L,Y = 0, puis nous

montrerons :

Théoréeme 10.1.3. Lorsque f est une fonction de Morse et uw une trajectoire
joignant deux points critiques x et y, L, est un opérateur de Fredholm dont
Uindice est la différence des indices de Morse des deux points critiques.
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A cause de la relation entre les indices de Morse et de Maslov mentionnée
ci-dessus, le corollaire qui vient s’en déduit.

Corollaire 10.1.4. Pour un hamiltonien non dégénéré H et pour une tra-
jectoire u de —J Xy, les opérateurs de Fredholm (dF), et L, ont le méme
indice.

Nous montrerons aussi :

Théoréme 10.1.5. Le champ X est de Morse-Smale si et seulement si les
opérateurs L, sont surjectifs.

Dans la deuxieme étape, nous nous consacrerons au cas spécifique du
hamiltonien H et démontrerons le théoréme 10.1.2, un résultat de transver-
salité analogue a ceux que nous avons établis au §8.5.

La structure presque complexe et donc le champ de Morse-Smale étant
ainsi choisis, nous nous occuperons ensuite a comparer les solutions de
I’équation de Floer et les trajectoires du champ de vecteurs.

Remarque 10.1.6. 11 est bien clair que les solutions de 1’équation de Floer qui
ne dépendent pas de t sont exactement les trajectoires du champ de vecteurs
X =—grad H.

C’est ce qui donne envie de démontrer la proposition :

Proposition 10.1.7. Si H est assez petit (au sens C2),
Ker(d¥), = Ker L.

Ce que nous ferons. Les éléments du noyau de (d%F), ne dépendent donc
pas de ¢. En utilisant identité des indices (le corollaire 10.1.4 et la ca-
ractérisation des champs de Morse-Smale (dans le théoréme 10.1.5), cela
implique :

Corollaire 10.1.8. L’opérateur de Fredholm (dF), est surjectif le long de

toute trajectoire du gradient de H.

D’autre part, nous montrons que, quitte & remplacer H par Hy = H/k
(qui a les mémes points critiques avec les mémes indices) pour k assez grand,
toutes les solutions de Floer qui nous intéressent sont indépendantes de t.
C’est la proposition :

Proposition 10.1.9. Si k est assez grand, les solutions de ’équation de Floer
pour Hy, joignant des points critiques d’indices x et y tels que

Indg, (x) — Indg, (y) <2

sont toutes indépendantes de t.
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La conclusion est que, pour H = H/k, avec k assez grand, et pour
J € Jiwsg (la partie dense donnée par le théoreme 10.1.2), les trajectoires
de Floer associées & (H,J) qui joignent les deux points critiques = et y
(points critiques aussi bien de H que de Ag puisque les deux ensembles de
points critiques coincident), lorsque Ind(z) — Ind(y) < 2, sont exactement
les trajectoires du champ de Morse-Smale X = —JXpy (par la proposi-
tion 10.1.9) et Vopérateur de Floer linéarisé le long de ces trajectoires est
surjectif (par le corollaire 10.1.8). Une telle condition de régularité fait que
MEA) (z,7) est une variété, ce qui permet de définir le complexe de Floer
(voir le théoréme 8.1.2).

Cette propriété de régularité n’est établie ici que pour Ind(z)—Ind(y) <2
(et non pas en général, comme au chapitre 8 (voir le théoréme 8.1.1)), mais ce
cas suffit pour construire le complexe de Floer CF,(H,.J). On a vu qu'il coin-
cide avec celui de Morse C M, (H, J), ce qui démontre le théoréme 10.1.1.
Il nous reste a démontrer tous les résultats intermédiaires (10.1.2, 10.1.3,
10.1.5, 10.1.7, énoncés ci-dessus).

10.2. La linéarisation du flot d’un champ de pseudo-gradient,
démonstration du théoréme 10.1.3

Considérons donc une fonction de Morse f sur une variété V et un champ
de pseudo-gradient adapté X. Les trajectoires de ce champ de vecteurs sont

les solutions de

du

— 4+ X(u(s)).

T X (u(s)
Pour simplifier, supposons que la variété V' est plongée dans un espace R™
(m assez grand) de sorte que 'on peut considérer v — X (u) comme une
application a valeurs dans R™. Fixons ici une métrique g sur V' de fagon

que X soit le gradient de f pour g.

L’espace
Ju ou||2
M—{U.RHV|%+gradffOet /Rugu ds<+oo}

des solutions d’énergie finie est compact(!) et I'on a

M= U May).

z,y€Crit(f)

(1)Rappelons que, si V est compacte, toutes les trajectoires sont d’énergie finie.
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10.2.a. Linéarisation de ’équation. Fixons une solution u qui joint un
point critique x & un point critique y et fixons une trivialisation (Z1, ..., Z,)
(orthonormale pour la métrique g) de TV au voisinage de I'image de u.
A Daide de cartes de Morse, choisissons les Z; de fagon que Z;(s) ne dépende
pas de s au voisinage des points critiques = et y. Ecrivons, pour

Y =(y1,...,yn) R, Y(s) = Zyi(s)Zi(u(s)).

Linéariser 1’équation du flot le long de la solution u donne une équation
différentielle linéaire

dont la fonction inconnue s — 37(5) est un vecteur tangent a V le long de
la solution . Ecrivons, dans la trivialisation donnée,

L,(Y) = d%(z ini> + Suls) (Z ini>

n

T
= Z( di + Z(a;‘z‘ + Sji)yj)Zi
i=1 j=1

olt Sy(s) = (dX)y(s), les matrices a;; et S;; sont définies par

dz;
ds = ZCLUZ]' et SU(S) . Zi = ZSiij.

Posons A;; = a;; + S;; et appelons L,, 'opérateur linéaire

L, : WH(R;R™) — L*(R;R")

dY
Y — — 4+ A(s)Y.
ds +As)
Nous obtenons ainsi, pour le vecteur Y (s) € R"™, I’équation différentielle
dY
Ly =221 ay —o.
ds

Gréce a notre hypothese sur les Z;, a;;(s) est nulle pour s — £o00 et, a la
limite, quand s — +00, A tend vers la hessienne de f au point critique =
ou y, une matrice symétrique,
lim A(s) =Hessy(f) et lim A(s) = Hessy(f).
§— —00 s——+o00
Remarque 10.2.1. Remarquons aussi que ’espace des solutions s’interpréete
comme l'espace tangent & I'espace de trajectoires M(z,y) au point w.
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10.2.b. La décroissance exponentielle des solutions. Remarquons
tout d’abord que, si Y est une solution de L,Y = 0 dans W2(R; R"), elle
est continue, donc, satisfaisant a I’équation différentielle, est de classe C, et
ainsi de suite, les solutions dans W12 sont € (bootstrapping élémentaire).
En particulier, les solutions forment un espace vectoriel de dimension finie.
Etudions le comportement que l'appartenance & W2 impose aux so-
lutions a l'infini. Au voisinage d’un point critique, disons z, utilisons une
carte de Morse de V. Nous pouvons choisir la trivialisation de TV de fagon
standard dans cette carte et ’équation différentielle L,Y = 0 s’écrit tout
simplement
ay
o
ou A est une matrice constante que nous pouvons supposer diagonale, de
sorte que le systeme est

—AY

et ses solutions de la forme

yi(s) = yie ",
Il est bien clair que, pour quun tel vecteur soit dans W12(R;R"), il faut
qu’il tende vers 0 quand s — —o0, ce qu’il ne peut faire qu’exponentiellement
(et de méme en +00).

Interprétons en termes de 'opérateur L, les propriétés de la fonction f
et du champ de vecteurs X que nous avons utilisées pour construire le
complexe de Morse.

10.2.c. La propriété de Fredholm. Démontrons plus précisément.

Proposition 10.2.2. Si u est une trajectoire de gradient joignant deuzx points
critiques x et y non dégénérés, alors lopérateur L, est un opérateur de
Fredholm.

Il faut démontrer que l'image de L, est un sous-espace fermé de
L?(R;R"), et que son noyau et son conoyau sont de dimensions finies.
Nous voulons utiliser, comme au §8.7.c, la proposition 8.7.4 et pour cela
nous démontrons :

Proposition 10.2.3. Pour T > 0 assez grand, il existe une constante C telle
que, pour toute solution de LY =0,

Yo < CULGY N2 + 1Yl 2 —7.17))-
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Nous aurons ainsi exactement I’hypothese de la proposition 8.7.4, I'in-
clusion de L?([-T,T)) = L*([-T,T); R") dans L?(R;R") étant compacte.
La démonstration de cette proposition s’appuie sur les deux lemmes qui
viennent.

Lemme 10.2.4. Soit B une matrice inversible. Il existe une constante C; > 0
telle que tout Y € WH2(R; R™) satisfait a l'inégalité

day
¥l < €

Ce lemme est I'analogue, en théorie de Morse, de la proposition 8.7.3.
Nous l'appliquons en utilisant pour B une des matrices symétriques
Hess,(f), Hessy(f), qui sont inversibles parce que les points critiques
et y sont non dégénérés. La propriété étant clairement stable par petites
perturbations, nous obtenons, si Y(s) = 0 pour —M < s < M et M assez

GO P DRy B P

Ces intégrales sont calculées sur | — oo, —M|U[M, 4-o00|. Etudions donc, dans

grand,

le deuxiéme lemme, ce qui se passe sur I'intervalle borné [—M, M].

Lemme 10.2.5. 1l existe une constante C3 > 0 telle que

[ (1P +H H )ds<C’3/ (v +H AYH2> ds.

Choisissons ensuite une fonction g (toujours comme au §8.7.c) qui vaut 1
sur [-M, M] et 0 en dehors de [-M — 1, M + 1] et posons, pour alléger
Pécriture, T = M + 1. De Y = gY + (1 — )Y, déduisons :

1Yllwr2 < 18Y lyr2 + 1(1 = B)Y [y -
Remarquons ensuite que, pour toute fonction «,
d
Lu(aY) = dﬁ‘y +alL,Y.
S

Ainsi nous avons

— La fonction (1 — 8)Y est nulle sur [—M, M], donc satisfait &
(1= B)Y w12 < CLILu(l = B)Y| 2

<01(H75YH 0= ALY 2.
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— A BY, nulle en dehors de [T, T], nous appliquons 'inégalité du
lemme 10.2.5,

18Y s < G4 UIBY 12 + IEu(BY)]2)
ds
<} 2 - 2.
<G (I8Yll= + | Y]], +18LY 12
Et donc
¥l < G5 (18¥ s +2) Dy || +1BLLY 0 + 10— B)LY )
wi2 X L2 dS 2 u L2 u L2 )

Utilisons maintenant le fait que (3 et d3/ds sont nulles en dehors de [-T, T1,
donc
dp
18Y 1= +2|| 2=V ]|, < 81¥lary

et de méme

1BLuY (|2 + [[(1 = B)LuY |2

M 1/2 T 1/2 +o0 1/2
< ([ i)+ ([ gt as) ([ izye as)
—00 =T T
oo 1/2
<3 (/ LY |? ds) .

Finalement, nous avons obtenu que, pour T assez grand, il existe une
constante C3 telle que

Yy < Cs(IY | p2iorry + 1LaY [l 2),

ce que nous voulions démontrer, puisque c’est I’énoncé de la proposi-
tion 10.2.3, modulo les démonstrations des lemmes 10.2.4 et 10.2.5, qui
suivent.

Démonstration du lemme 10.2.4. La résolution de ’équation différentielle

dy

—+BY =7

ds
par la méthode de variation des constantes donne les solutions sous la forme

S
Y(s) = e BY,(0) + e P¢ / eB77 (o) do.
0
Nous souhaitons montrer alors que, pour Z dans L?, Y est dans W12, c’est-
a~dire que
Y w2 < CLl 2]

pour une certaine constante C;. Nous voulons donc comparer

+oo dY 112
e = [ (i + | 5] ) as
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et

Y 2 teoay 2
Hd— +BY) :/ Hd—+BYH ds
ds L? oo I ds
sous ’hypothese que la matrice B est inversible. Nous utilisons la transfor-
mation de Fourier

~

+oo
Y(v) = \/%/_ e~ Y (5) ds.

dy
Soit Z = o + BY, de sorte que, pour tout u € R,
S

Z(v) = (vId+B)Y (v).
La matrice B est réelle. Choisissons un v imaginaire pur (v = iu avec u € R),
de sorte que
loId +B|* = u* + || B|*.
Utilisons maintenant ’hypothese que B est inversible : il existe une
constante Cy > 0 telle que

1Z(6w)|)* = [liuId +B|* [ (iu)]* = (u* + C)IIY (iw)]|*

Soit C7 = max(1,1/C2), de sorte que 1+ u? < C1(CZ + u?) pour tout u,
ce qui donne

(1 +u?)[[Y () |* < Co(CF +u?) |V (iu)||* < Caf| Z(iu) |,
et, en intégrant sur R, I'inégalité espérée. O

Démonstration du lemme 10.2.5. Minorons I'intégrale

M
/ LY |? ds.
-M

Développer [|u 4 2v||> > 0 donne I'inégalité
2 12 2
lu+oll™ 2 5 flull™ = o],

et ici la minoration

/_]\;HLHYHQds:/MHdY—kAYszs>/ (2H H ||AY|\2)ds

/ H H ds—C/ Y2 ds,
et finalement

/ H H d8<0/ Iy ds+/ IL.Y|? ds

ce qui donne bien la majoration désirée. O
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Nous savons maintenant (grace a la proposition 8.7.4) que L, a un noyau
de dimension finie et une image fermée. Afin de terminer de démontrer
que L, est opérateur de Fredholm, déterminons son conoyau.

Lemme 10.2.6. Le conoyau de u est le noyau de l’opérateur
Ly WhH(R;R™) — L*(R;R™)
défini par
dz
L7 = ——+4+ A*Z
v ds +
(ot A* est la transposée de A).

Démonstration. Le conoyau de L, est
+oo
{Z € L*(R;R") | / (L,Y,Z)ds = 0 pour tout Y € WH?(R; R")} .

Soit LY lopérateur défini dans 1’énoncé du lemme. On a

/+OO<LM(Y), Z)ds = /%o <%, Z)ds + /+OO(A}/, 7Y ds

+oo dz +oo
- —/ <d—,Y> ds +/ (A*Z,Y) ds.
Si Z € Coker L,,, on a L} Z = 0 au sens des distributions, donc, a cause de la
définition de L}, dZ/ds est dans L? et donc Z € W2 et donc Z € Ker L},
Donc Coker L,, = Ker L} (I'inclusion inverse est claire). O

Le noyau de L7 est de dimension finie comme celui de L, en vertu du
méme théoréme sur les équations différentielles linéaires. Il en est donc de
méme du conoyau de L,. Ceci termine la démonstration du fait que L,
est un opérateur de Fredholm lorsque L, joint deux points critiques non
dégénérés, c’est-a-dire de la proposition 10.2.2.

Corollaire 10.2.7. Si f est une fonction de Morse, pour toute trajectoire u,
Uopérateur L, est un opérateur de Fredholm. ]

10.2.d. Le calcul de ’indice. Calculons maintenant I'indice de cet opé-
rateur.

Proposition 10.2.8. L’indice de lopérateur de Fredholm L, est Ind(x) —
Ind(y).

Démonstration. Nous avons déja remarqué que les solutions de L, Y = 0
qui sont dans W12 tendent vers 0 exponentiellement quand s — £o00. Si o
et s sont deux réels, définissons

Do) Tui)V — Tu)V
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comme la résolvante de ’équation différentielle linéaire, c’est-a-dire ’appli-
cation qui, au vecteur Y’ € T),(5)V, associe la valeur en s de 'unique solution

qui vaut Y en o. Définissons

E'(0)={Y € Ty»V | lim_ &Y =0}
et de méme

E(0)={Y € TV | SETOO‘I)(mS))N/ =0}.

Ces espaces sont les espaces tangents en u(o) aux variétés instables et stables
(respectivement) de z et y,

E%(0) =Ty W"(x) et E*(0)=T,W(y).

SiY € E*(0)NE*(0), lasolution Y (s) qui vaut Y en o est dans W-2(R; R")
et réciproquement, de sorte que

VoeR, KerL, = E"(c)NE*(0).
On a ainsi

KerL, = u(o) wH (x) N Tu(U)WS (y)

Reste & déterminer le noyau de L} . Définissons
Vios) =Pls.0) t Tuio)V — Tu(s)V-

Montrons que cette application est la résolvante de L. Choisissons Z; € R"
et définissons Zy(s) = V(4 5)Zo. Remarquons que, puisque ¥(, »y = Id, on a
Zo(0) = Zy. Choisissons aussi Yy € R". Par définition de ¥, ),

<\II((T,S)ZO7 (I)(U,s)}/o> = <Z07 YO>

Dérivons cette identité par rapport a s, obtenant :

dYy

0= <%, <I>((,,S)Y0> + <\IJ([,,S)ZO, E>'

Utilisons le fait que le champ de vecteurs Yy(s) = @, 5 Yo est solution de
L, Yo =0, et donc que Yy(s)/ds = —AYy(s), ce qui transforme notre égalité
en

(2 %0(9)) — (Zo(s), AYi(s)) =0,
soit en
(%o 4 z0(s), Yols)) = 0.

Comme on pouvait choisir pour Yy n’importe quel vecteur tangent, on a
bien montré que Zy(o) = Zy et L} Zy = 0, soit que ¥, 4 est la résolvante
de L.
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Ce calcul montre aussi que, si Z(s) est une solution de LXZ = 0,
on a lims,_ o Z(s) = 0 si et seulement si Z(o) L E“(c) et de méme
limg_, 4o Z(s) = 0 si et seulement si Z(o) L E*(c). On a donc montré que

Ker L = (TyoyW* (@) + Tuo) W* () -
Avec dim Ty W*(2) = Ind(x), dim T,y W*(y) = n—1Ind(y), on obtient
dim Ker L,, = dim Ty, (o) W* () N Ty (o) W (y)
= dim W*(z) + dim W?*(y) — dim(Ty(oy W"(2) + Ty W*(y)),
dim Ker L, = dim(Ty, o) W* (2) + Ty(oy W5 (y))
=n — dim(Ty oy W"(x) + Tuoy W* (y)),
Ind(L,) = dim W*(z) + dim W*(y) —n
=Ind(z) +n —Ind(y) — n
= Ind(z) — Ind(y),
ce que nous voulions démontrer. O

On trouvera une autre fagon de calculer I'indice de cet opérateur dans
I’exercice 46.

10.2.e. La condition de Smale. Nous démontrons ici que le champ de
vecteurs X vérifie la condition de Smale si et seulement si tous les L, sont
surjectifs, c’est-a-dire le théoreme 10.1.5.

Remarque 10.2.9. Si X est le gradient de f pour une métrique g, cette condi-
tion porte bien siir sur ladite métrique.

Démonstration. C’est une conséquence du calcul ci-dessus. Dire que L, est
surjectif, c’est dire que son conoyau est réduit a 0, c’est-a-dire que L}, soit
injectif, c’est-a-dire encore que

Ty W () + Ty oy W*(y) = Tuio)V,

la condition de transversalité des variétés stables et instables, que nous
voulons ici pour tous les points critiques x et . O

On aurait pu faire la théorie du complexe de Morse en ces termes
(voir [60, 63]).

10.3. Démonstration du théoréme (de régularité) 10.1.2

Ici H est fixé et nous considérons deux points critiques x et y. Définissons
Z(x,y, H) comme

{(u, J) | J € J(w) et u est une trajectoire de — JXp joignant = a y}.
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10.3.a. Variations infinitésimales de la structure presque complexe

L’espace J.(w) des structures presque complexes calibrées par w est une
partie de ’espace vectoriel des sections du fibré des endomorphismes de TW.
Nous avons déja remarqué (c’est la proposition 5.5.7) que 'espace tangent

Tidc.(w)={S € End(TW) | JS+ SJ =0 et w(SE,n) +w(£,Sn) =0}.

Fixons un tel S et posons J; = J exp(—tJS).

Lemme 10.3.1. Pour t assez petit, l’endomorphisme J, est une structure
presque complexe calibrée par w.

Démonstration. D’abord, J; est bien une structure presque complexe :
comme J « anti-commute » avec S, J; = exp(tJS)J et donc
J? = exp(tJS)JJexp(—tJS) = J* = —1d.

Ensuite, J; est une isométrie de w, puisque

G i) = S o(exp(-1IS)E, exp(~175)n)
= w(—JS exp(—tJS)E, exp(—tJS)n)
+ w(exp(—tJS)E, —JS exp(—tJS)n)
= w(SJ exp(—tJS)E, exp(—tJS)n)
+ w(exp(—tJS)E, SJ exp(—tJS)n)
— w(SJE, H) + w(E, SJH) = 0

(ou 'on a posé = = exp(—tJS)E et H = exp(—tJS)n) donc w(J;&, Jin) est
constant égal & w(J¢, JJn) = w(&,n). Ce calcul donne aussi

w(Ji&,n) = w(JZE, Tim) = —w(&, Jim) = w(Jin, €)

de sorte que w(-, J;-) est une forme bilinéaire symétrique. Ensuite, on a

w(&, Jin) = w(& Jn) + O(t)

de sorte que w(, J;+) est bien une métrique riemannienne, au moins pour ¢
assez petit. O

10.3.b. Démonstration du théoréme 10.1.2. Comme au §8.3, nous
utilisons ici la norme €2° sur cet espace de perturbations de J,

IS/, = e 1Sl
k=0

(pour une suite € = () assez décroissante). On a, comme au §8.3 :
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Proposition 10.3.2. Pour une suite € bien choisie, I’espace C2°(J) des sections
de End(TW) telles que

JS+SJ=0
{ et |IS], < +oo

w(S€,m) +w(&, Sn) =0

est un espace de Banach séparable et dense dans lespace des sections L? du

fibré T3e(w). O

Fixons donc une structure presque complexe Jy € J.(w) et un nombre
réel § > 0. Définissons I'image de la boule unité

d0(0) = {Joexp(—JoS) | § € C°(Jo) et ||S]. <}
et
Zo(z,y) = {(u, J) € Z(x,y) | J € Jo(d)}

(cet espace dépend du choix du rayon §, que nous n’avons pas fait figurer
dans la notation dans un souci de légereté).

Proposition 10.3.3. Le sous-espace Zo(x,y) est une variété de Banach.

Le reste de cette section est consacré a la démonstration de cette pro-
position. Nous allons, comme au §8.5, exhiber Zy comme ensemble des
zéros d’une section d’un fibré vectoriel. L’analyse est plus facile ici car nous
n’avons qu'une seule variable et pouvons rester dans L? et W2, Considé-
rons donc

P2 (z,y) ={ue W R;W) | lim u(s)=zet lim u(s)=y}

§——00 s—+00

(la limite a un sens puisque les éléments de W2 sont des applications
continues) et

&={(w,JY)|ueP"?zy),
J € 30(6),Y est un champ de vecteurs L? le long de u} ,
fibré sur PH2(x,y) x Jo() dont la fibre en (u,.J) est 'espace des champs de
vecteurs L? le long de u. Grice & une trivialisation Z; de TW (comme celle

que nous avons fixée au chapitre 8), cet espace n’est autre que L?(R; R?").
L’application

G:PL2(x,y) x Jo(6) — &

(u, J) — (u,% +graduH) = (u,% - JXH)

est une section de € qui s’annule le long de Zo(z,y). Montrons donc qu’elle
est transverse a la section nulle. Nous devons en calculer la différentielle

(dS) (u,70) : W (R;R?™) x Jo(86) — L*(R;R*").
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Nous avons déja linéarisé § a métrique constante (donc a J constant
au §10.2.a) et F (avec la variable ¢ supplémentaire) au §8.4. Le méme
calcul donne, en composant avec la projection sur la fibre :

P =70 (d9) (V:5) = (U — Jol(Xim)u, Y1) = S(Xin)a

= Lu(Y) = S(X#)u,

ou L, : WH(R;R?") — L?(R;R?) est l'opérateur défini au §10.2.a.
Nous avons dit que L, est un opérateur de Fredholm (parce que H est une
fonction de Morse), donc son image est fermée et de codimension finie. Le
méme raisonnement que dans la démonstration du lemme 8.5.1 donne le
fait que I'image de I" est un sous-espace fermé de codimension finie. Pour
montrer la surjectivité de I' en les points de Zg, il suffit de montrer, ce que
nous faisons ici (le dual de L? est L? lui-méme) :

Lemme 10.3.4. L’orthogonal de l’image de T dans L*(R; R*") est réduit a 0.

Démonstration. Soit Z un élément de 'orthogonal, c’est-a-dire tel que 'on
ait, pour tous Y et S,

+oo
/ (Z(s),I'(Y,S))ds =0,

/j (2. 2~ Jo[xu. ]} ds - /:°<Z(S)’S(XH)> o

pour tous Y et S, soit

e dy
/ <Z(s), i JO[XH,Y]> ds =0 pour tout champ Y le long de u
s

—00
et
“+oo
/ (Z(s),S(Xm))ds =0 pour toute section S.
La premicere de ces égalités, (Z, L, (Y)) = 0, revient a (L% Z,Y) = 0 pour
tout Y, soit L} Z = 0, une équation différentielle de la forme

—— + B(s)Z =
ds+ (s) 0,

ce qui garantit que la solution Z, supposée au départ seulement dans L?, est
dans W12 et donc €. Nous allons ainsi pouvoir raisonner avec les valeurs
que prend Z.

La deuxieme égalité est

250 = (2,570 ) = ~(s7.95)
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puisque S est symétrique. Nous voulons montrer que Z est nul. Supposons
donc que ce ne soit pas le cas et choisissons un sq tel que Z(sg) # 0. Utilisons
une trivialisation unitaire au voisinage de xg = u(sp) € W dans laquelle Jy
est standard. Alors, S est simplement une matrice symétrique (dépendant
du point considéré) telle que S = JySJy. Considérons le vecteur Jodu/ds(so)
est construisons une matrice Sy telle que

du
(Z(50), S0J0 1 (50)) #0.
C’est un lemme facile d’algebre linéaire :

Lemme 10.3.5. Soient U et V deuzx vecteurs non nuls de C* = R?". Il
existe une matrice symétrique réelle S, anti-C-linéaire et telle que le produit
scalaire euclidien (U, SV) soit non nul.

Ce lemme acquis, il existe une application C2°, a support au voisinage

de z¢ et qui prend la valeur Sy en xy. Ce qui donne la contradiction voulue.
O

Dans un souci de complétude, donnons une démonstration du lemme
10.3.5. Le sous-espace vectoriel complexe engendré par les deux vecteurs U
et V est (au plus) de dimension 2, il suffit donc de démontrer ce lemme dans
C2. Comme U n’est pas nul, on peut donc supposer que c’est le premier
vecteur d’une base, dans laquelle tout ce qui suit est écrit. La matrice S
doit avoir la forme

A B
S = ( B A) , ou A est symétrique et B antisymétrique.

Il n’y a donc aucune contrainte sur la premiere colonne de S, que nous
pouvons choisir égale au vecteur V. Mais alors, S(U) =V et

(U,8V) = (SU,V) = (V,V) = |[V|* £ 0,

ce que nous voulions démontrer. O]
Pour finir la démonstration du théoréme 10.1.2, considérons la projection

7 Zo(x,y) — Jo(0)

définie par w(u,J) = J. Le théoréme de Sard-Smale (ici théoréme 8.5.6)
affirme existence d’un sous-ensemble ouvert dense Jysg C Jo(0) formé de
valeurs réguliéres de 7. Nous démontrons :

Lemme 10.3.6. Si J € J.s, pour toute trajectoire w du champ —JXpg joi-
gnant x a y, l'opérateur linéarisé L,, est surjectif.



10.4. LES TRAJECTOIRES DE MORSE ET DE FLOER COINCIDENT 353

Démonstration. Si L, : WH2(R; R?*" — L*(R;R>") n’est pas surjectif, il
existe Z € L?(R;R?") orthogonal & I'image de L,. Par ailleurs, 'hypothese
affirme que (dm)(,, sy est surjectif. La démonstration de la proposition 10.3.2
donne une description de I'espace tangent T\, )Zo(z,y), comme le noyau
de I', c’est-a-dire

T(u,J)Z’O(Ivy)
={(v,9) e WH(R;R*") x T;30(6) | Lu(Y) — S(Xp)u =0} .

Puisque (L,Y,Z) = 0 pour tout Y € WL2(R;R?"), la surjectivité de
(dT) (u,.ry implique que

pour tout S € T;do(9), (S(Xg)u,Z) =0.

Nous avons vu, dans la démonstration du lemme 10.3.4, que cela implique
que Z = 0, ce qui, a la fois contredit la supposition faite et démontre le
lemme. [

En prenant I'intersection des différents ensembles .45 obtenus pour les
différents couples de points critiques de H, on obtient 'ensemble J,¢,(H) an-
noncé dans ’énoncé du théoreme 10.1.2 (on utilise aussi le théoréme 10.1.5)

O

10.4. Les trajectoires de Morse et de Floer coincident

10.4.a. Les trajectoires indépendantes de ¢ sont réguliéres. Nous
montrons ici la proposition 10.1.7 (et le corollaire 10.1.8). On a clairement
Ker L,, C Ker(dF),, : si Y(s) vérifie

dY
_— Y =
Is + 5(s) 0,
alors il vérifie aussi
)4 oY
— —_— Y =0.
3 +J o + 5(s) 0

Montrons U'inclusion inverse. Soit Y € Ker L. Notons L = (dF),, et Lo = Ly,.
Nous avons
1 1
oY
/ J——dt =0, donc / Y (s,t)dt € Ker Ly.
o Ot 0
On peut ainsi supposer que fol Y (s,t)dt = 0. On utilise un lemme élémen-

taire de fonctions de variable réelle (dont la démonstration est donnée plus
bas).
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Lemme 10.4.1. Soit f une application dérivable sur [0,1], de moyenne nulle
sur cet intervalle. Alors on a, pour tout p,

/O 1FO)P dt < / O d.

On lapplique & f(t) =Y (s,t) et & p = 2. On intégre par rapport & s :

/_4:0 /01 1Y (s,8)||? dtds < /_-:0 /OlH(?;(s,t)sztds.

Ensuite, en norme L2, on a

15 15 = (G 50+ (G 50
— —(v,AY)
= (70 G 7))

=I5+ %L

= [S(s)Y|l32
<sup [S(s)[1° Y32

(c’est la norme opératorielle de S(s) qui apparait dans cette formule). Donc,
grace a notre lemme, on trouve

2 2 2 2
1Yz < llgrad Y|Z. <sup [[S(s)[" V]| -

Le fait que H soit « C2-petite » implique que sup, ||S(s)| est assez petite et
donc que Y = 0. O

Démonstration du lemme 10.4.1. On écrit, pour ¢, t; € [0, 1],

f) = [ firr,

t

relation que 'on intégre par rapport a ¢ entre 0 et 1,

1 t1
ren= [ ([ rwar) a.
0 t
d’ou 'on déduit

/01 [l an = /0 (/o [ o ar @) an< [ el ar

ce que nous voulions démontrer. O
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10.4.b. Les trajectoires sont indépendantes de t. Montrons mainte-
nant que les trajectoires de H = H/kk comptées pour le complexe de Floer
sont exactement celles comptées pour le complexe de Morse, c’est-a-dire la
proposition 10.1.9.

Démonstration de la proposition 10.1.9. Supposons que ce ne soit pas vrai.
C’est dire qu’il existe une suite (ny) tendant vers Pinfini et une solution u,,
(dépendant effectivement de t), dont on peut supposer qu’elle relie les points
critiques x et y, de ’équation de Floer

Ju ou 1
— — + —grad H =0.
8S+J8t+nkgra 0

Posons
Un,, (8, ) = up, (Ngs, nit).
C’est une solution de I’équation de Floer pour le hamiltonien originel H,

qui est périodique de période 1/ny et que l'on peut donc considérer comme
périodique de période 1, v,, € M(z,y, H).

Considérons d’abord le cas ou la différence d’indice vaut 1,

Ind(z) — Ind(y) = 1 = p(z) — p(y).

Grace au théoréme de convergence vers les trajectoires brisées (théo-
réme 9.1.7), on peut supposer, quitte & extraire une sous-suite, que la suite
(vp,) tend vers une limite v € M(z,y, H). Si nous montrons que v ne
dépend pas de t, comme (dF), est surjective (par la proposition 10.1.7), v
devra étre dans une composante de dimension 1 de M(z,y, H), ou encore
un point isolé de L(z,y). Pour k assez grand, on aurait

Un,, (8,8) = v(s + ok, t) = v(s + op),

et vy, ne dépendrait pas de ¢, en contradiction avec la supposition faite.

Il suffit donc de démontrer que la limite v ne dépend pas de ¢t. On utilise
le fait que v est la limite d’une suite dont la période tend vers 0. Soit r € R.
Fixons s € R et ¢ € [0, 1]. Comme v,,, est périodique de période 1/ny, on a

)

Un, (8,1) = vp, (5, t+
ng

(dans cette écriture, [rng] désigne la partie entiere de rny). Quand k tend
vers linfini, [rng]/n; tend vers r, de sorte que le membre de gauche tend
vers v(s,t) et celui de droite vers v(s, ¢ + 1), donc, pour tout r,

v(s,t) =v(s,t+r)

ce que nous voulions démontrer.
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Supposons maintenant que la différence d’indice est 2,

Ind(z) — Ind(y) = 2 = p(z) — p(y).
Dans ce cas, le théoréme 9.1.7 affirme qu’une sous-suite de (v, (s + sk, t))
tend, soit vers une limite v € M(x,y, H), soit vers une trajectoire brisée

(v,w) € M(x, z) x M(z,y).

Dans la premiere éventualité, on démontre comme ci-dessus que v est indé-
pendant de ¢. Ici encore, (dF), est surjective grace & la proposition 10.1.7. On
obtient donc comme dans la démonstration du lemme 8.5.8 que M(z,y, H)
est une sous-variété de dimension 2 de Z(x, y, J) dans un voisinage de (v, H)
(on utilise ici la notation

Z(x,y,J) ={(v,H+h) | he C(H),veM(z,y,J,H+h)}

du chapitre 8). Par ailleurs, comme le gradient —JX g de H est de Morse-
Smale, ses trajectoires qui joignent x a y forment une variété de dimension 2.
Mais ces trajectoires sont aussi dans M(z,y, H), on obtient par suite un
paramétrage de cette sous-variété au voisinage de v, par des trajectoires qui
ne dépendent pas de t. Puis, comme v, (s + si,t) € M(x,y, H), et comme
cette suite tend vers v, il suit que vy, (s + sk, t) est indépendant de ¢ pour k
assez grand, une contradiction.

Reste le cas ol limv,, = (v,w), c’est-a-dire celui ol existent des suites

(s1) et (s3) telles que
lim v, (s +st,t) =v(s,t) et  lim wv,, (s+ s2,t) = w(s,t).
k—-+oo k—-oo

On démontre comme ci-dessus que v et w ne dépendent pas de t. Par la
proposition 10.1.7, les deux opérateurs (dF), et (dF),, sont surjectifs. On
peut alors appliquer le théoréme de recollement (théoréme 9.2.3). On en
déduit l'existence d’un plongement

¥ : [po, +00 — L(z,9)

tel que
lim D(p) = (3,) € L(w, ) x L(zp).

p—+00
D’autre part, v et w sont aussi des trajectoires (de Morse) du champ de
Morse-Smale —JXp. Le théoréme de recollement dans ce cadre (c’est-a-
dire le théoreme 3.2.7) affirme alors que la trajectoire brisée (u,?) est un
point du bord d’une variété de dimension 1 formée de trajectoires de Morse
qui joignent x a y. Mais celles-ci sont aussi des trajectoires de Floer, de
sorte que nous avons une application

¢ : [po, +oo] — M(x,y, H)
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telle que
@+ [po, +oo[ — L(z,y)
est un plongement. De surcroit, lorsque p tend vers 400, P(p) tend vers
(v, ) au sens de la convergence vers les orbites brisées en théorie de Morse
(celle définie au §3.2.a). En particulier, cela signifie que
Jim o(p)(sy) = v(s™)
olt s,+ et s désignent les points ot les trajectoires ¢(p) et v (respective-
ment) sortent d’un voisinage de Morse (fixé) de z. Ceci implique que, pour
la topologie C°,
lim @(p)(s+s7) =v(s+sT)
p—+o0
(pour s’en convaincre, il suffit d’écrire

p(p)(s+57) = Cs(p(p)(s,)) et v(s+sT)=2s(v(sT))
ou P est le flot de —J Xg).
Le méme raisonnement s’applique & w. Ainsi nous obtenons le fait que
Jlim_3(p) = (7,0)
au sens de la convergence vers les orbites brisées en théorie de Floer (celle

définie par le théoréme 9.1.7).

Tous comptes faits, nous avons donc trois convergences vers (U, w) (voir
la figure 1) :

— celle, que nous avons supposée, de (v, ) pour k tendant vers U'infini,

— celle de 'LZ(p) pour p — +oo donnée par le recollement « de Floer »,
— celle de @(p) pour p — 400 donnée par le recollement « de Morse ».

(v,@)

FIGURE 1

Appliquons la partie « unicité » du théoréme de recollement (théo-
réeme 9.2.3). Elle implique que, pour k assez grand, (v, ) est dans I'image
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de QZ Le méme argument d’unicité donne aussi que, pour p assez grand,
disons p > p1, P(p) € Ime). De plus, @([p1,+0o0]) est un intervalle dans la
variété L(z,y), qui est de dimension 1. Comme

lim ¢(p) = lim +(p) = (v, W) & L(z,y),
p——o0 p—+o0
c’est donc que @(p) € Im @ pour p assez grand. En particulier, v, € Im @
pour k assez grand, ce qui contredit le fait que v,, dépend de ¢. O

On a bien montré que toutes les solutions de Floer liant deux points cri-
tiques consécutifs sont des trajectoires de Morse et que (dF), est surjective
le long de ces trajectoires. Donc on a bien 1’égalité désirée des complexes.



CHAPITRE 11

HOMOLOGIE DE FLOER : INVARIANCE

Nous venons de définir 'homologie de Floer HF,(H,J) comme I"homo-
logie du complexe CF,(H,J). L objectif de ce chapitre est de montrer que
I’homologie HF,(H,J) ne dépend pas du couple régulier (au sens du §8.1)
(H,J) € (H X J)reg choisi.

Pour le démontrer, nous allons utiliser une méthode analogue a celle qui
nous a permis de démontrer I'invariance de I’homologie de Morse au § 3.4.
Nous procédons de la maniére suivante : soient (H?¢,J?) et (H®, J?) deux
couples de (H X J)req. Considérons une homotopie lisse I' = (H, J) qui joint
(He,J%) a (H", J®), et plus précisément

H:RxS'xW-—R et J:R— End(TW)
avec J(s) € J pour tout s et
H(s,-,-)=H* sis<—-R . J(s)=J* sis<—R
e
H(s,-,-)=H" sis>R, J(s)=J" sis>R.
Ici R est une constante (qui ne sera pas forcément la méme pour toutes
les homotopies). L’existence de telles homotopies découle du fait que J est
contractile (c’est la proposition 5.5.6).
La démonstration se fait en deux étapes :
(1) A partir d’une homotopie T', nous définissons aux §§11.1 et 11.2 un
morphisme de complexes
o' . CF,.(H®,J") — CF,(H", J®)

et nous vérifierons que, pour ’homotopie stationnaire I' joignant (H®, J%)

A lui-méme, ce morphisme ®! est I'identité (c’est la proposition 11.1.14).
(2) Si(He,J%), (H®, J) et (H¢, J¢) sont des couples de (H X J)yeq €t si T,

I et T” sont des homotopies joignant respectivement (H?, J*) a (H¢, J¢),
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(H%,J%) a (HY J?) et (H",J?) & (H®,J¢), nous démontrons que les mor-
phismes

" 0@ et O : CF.(H®, J*) — CF,(H,J°)

sont homotopes et en particulier induisent le méme morphisme en homolo-
gie. Cette deuxiéme étape comporte a son tour deux sous-étapes :
(a) Nous démontrons d’abord que les deux homotopies T'; et 'y
définissent des morphismes homotopes ®' et ®2 (c’est la proposi-
tion 11.2.8, démontrée aux §§11.3 et 11.4).
(b) Nous démontrons ensuite I’existence d’une homotopie I' pour
laquelle les morphismes de complexes O o®!" et ®T coincident (c’est
la proposition 11.2.9, démontrée au §11.5).

Comme au § 3.4, nous en déduirons I'invariance de I’homologie de Floer
en considérant le cas particulier ou (H*,J%) = (H J%) et ou I' = Id. Il
est clair qu’alors " et ®' induisent des isomorphismes inverses I'un de
I’autre en homologie.

11.1. Le morphisme &'

11.1.a. L’équation de Floer & parameétre. Posons I'(s) = (Hs 4, Js) et
considérons 1’équation

ou ou
— + Js(u)— d,Hsy =0
0s +Js(w) ot +grady, o
qui peut s’écrire aussi
ou ou

o+ I (57— Xea(w) =0,

ot X+ est le dual symplectique de dH ;. Si u est une solution, définissons

son énergie par
+oo
-1 |
— 00 Sl

La norme utilisée ici est celle associée a la métrique w(-, Js-) — elle dépend
donc de s.

ou |2
%H dt ds.

Considérons 'espace
M' = {u:R x S — W | u est une solution contractile et E(u) < o0} .

Rappelons que I'homotopie I" a été définie comme stationnaire pour |s| > R.
Ce qui permet de démontrer de fagon (& peu prés) analogue les versions a
parametre des énoncés du chapitre 6 que voici.

D’abord une version a parametre du théoreme 6.5.6 :
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Théoréme 11.1.1. Soient X® et X les duaux symplectiques des formes dH®
et dH® respectivement. Supposons que toutes les trajectoires 1-périodiques
de X% et X sont non dégénérées. Alors, pour tout uw € MV, il existe un
point critique x de Apga et un point critique y de Agv tels que

lim wu(s,")=z() et lim wu(s,-)=y().

S— —00 s——+o00
Définissons

M (z,y) = {ue MU | lim w(s) =z et lim u(s) = y}.
§——00 s—400

Un élément de MY (2, %) est donc une trajectoire qui part de z en suivant
une trajectoire du gradient de Aga. pour s < —R et arrive a y en suivant,
pour s > R, une trajectoire du gradient de Apgs. Toute solution d’énergie
finie joint donc deux points critiques respectivement de Ay« et de Ags.

Pour s < —R (resp. s > R), notre équation coincide avec 1’équation de
Floer (sans paramétre) pour (H®,J?) (resp. (H?,.J%)). Ce qui fait que le
théoréeme 11.1.1 se démontre de maniere similaire au théoréme 6.5.6 : on
reproduit d’abord la démonstration de la proposition 6.5.7 pour montrer
que, pour tout u € M, il existe deux points critiques z € Crit(Aga) et
y € Crit(Ags) tels que

sEmOOAHa(u(s)) =Apa(z) et lim Ago(u(s)) = Ags(y).

s—+00

Ensuite, on démontre le résultat :

Proposition 11.1.2. 1 existe une constante k telle que, pour tout u € MY vé-
rifiant les conditions ci-dessus pour certains points critiques x € Crit(Aga)
ety € Crit(Ags), on ait

E(u) < Aga(x) — Ags(y) + k.

Démonstration. Nous avons

2
E(u) :/ —u‘ dsdt
RxS?t
/ au 8u>d gt
8u
/ IS )d dt
8u ou
— X ) dsdt
/qu 8t t’)
/ ou

e - dHts( )dsdt
RxS

0Os
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Choisissons, comme la contractilité de x nous y autorise, un prolongement
de u, c’est-a-dire une application

:Rx D?* — W telle que U|gp> = u
et évaluons I’énergie de u a l'aide de ce prolongement :

ou
E = i *w—dHs | — ) dsdt
(U) J_{TOO [—o,0]x St e ! ( 0s ) i

7] OH
= lim / “*Wr/ ——Hg(u) + —(u dsdt>
cr~>+oo< [—a,0]x S (—0,0]x 51 s ,t( ) s ( )

lim (/ Upw — / U w— HY (uy) dt + Hi (u_y) dt>
o—+00 D2 D2 g1 S1
H
+ / 8—(u) dsdt,
[7

R.R)xs! 08

ol
Uty (t) = u(+o,t) pour t € S' et Uy, (2) = U(+o,z) pour z € D%

On a utilisé le fait que 'homotopie Hy; est stationnaire pour |s| > R. On
en déduit que

0H
BElw) = lim (Age(u_o) — Ags(ug)) + / O ) ds dt
o—=Foo [-R,R]x51 US
OH
— A (o) = A (o) + [ Oy ds dt
[-R,R]x St 0s
en utilisant 'hypothese. Posons
OH
k= sup —I(s,t,2
s€[—R,R] Js ( )
tes?
zeW
pour obtenir que
E(u) < Apge(z) = Am(y) + k
et achever la démonstration de la proposition. O

De la finitude du nombre de points critiques de Ay« et Ags suit un
corollaire (analogue au corollaire 6.5.11) :

Corollaire 11.1.3. Il existe un réel C > 0 tel que pour tout u € MV,
E(u) <C.

Ce résultat permet de démontrer une propriété de compacité, analogue
au théoreme 6.5.4 :

Théoréme 11.1.4. L’espace de trajectoires MU est compact au sens de la
topologie C° (R x ST, W).

loc
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La démonstration est en tous points semblable a celle de 6.5.4, elle s’ap-
puie sur la proposition (analogue & 6.6.2) :

Proposition 11.1.5. 1 existe une constante A > 0 telle que
VueM", V(s,t) e R x S', |grad ,ul < A

Remarque. La démonstration, comme celle de 6.6.2, utilise le corollaire 11.1.3
(analogue de 6.5.11) et se fait par I’absurde. Si la conclusion était fausse,
on en déduirait I'existence d’une application v : R?2 — W telle que

v ov

— 4+ J(s)— =0.

Js +J( )815
Ce n’est pas exactement une courbe holomorphe comme dans la démons-
tration de 6.6.2 puisque J dépend de s, mais la démonstration se fait de

manieére analogue en utilisant les métriques

gs(+5) = w(- J(s)).
En particulier, pour calculer 'aire de v(R?) et la longueur de v(9B(0,7%)),

comme dans la démonstration du lemme 6.6.5, on doit utiliser la métrique g
définie par

Gu(s,t) ('7 ) = wv(s7t)('a J(S))

En utilisant le théoréeme 11.1.4, on acheve la preuve du théoreme 11.1.1
de la méme fagon que celle de 6.5.6. On a besoin pour le faire d’un résultat
analogue a celui du lemme 6.5.13 qui se démontre, de facon similaire, a I’aide
du lemme 11.1.12 ci-dessous.

11.1.b. La transversalité. Nous reprenons ici les résultats du chapitre 8
et les adaptons a 1’équation de Floer a parametre. La dépendance en s
va simplifier certaines des démonstrations, comme nous allons le voir : un
espace de départ plus grand va donner la surjectivité plus facilement. Soit
toujours I' = (H,.J) une homotopie qui joint (H%,J%) et (H”, J°). Nous
introduisons 'espace C2° des fonctions (perturbations)

hiRxS'xW —R

a support compact telles que [|h|. < 4o0. Ici, comme h est & support

compact (en s), les trajectoires de Floer de I'homotopie perturbée sont les

mémes que celles de I’homotopie non perturbée pres des points critiques.
Nous démontrons une version paramétrée des théoremes 8.1.1 et 8.1.2 :

Théoréme 11.1.6. 1l existe un voisinage de 0 dans C° et une intersection
dénombrable d’ouverts denses de H,eg dans ce voisinage tels que, si h €
Hoeg, alors, pour T'(h) = (H +h, J), Uespace de trajectoires MY M) (z,y) est,



364 CHAPITRE 11. HOMOLOGIE DE FLOER : INVARIANCE

pour tout x € Crit Aga et pour tout y € Crit Ags, une variété de dimension
w(x) — u(y). De plus, pour tout u € MY (z,y), la différentielle

(dFV)y : WEP(w*TW) — LP(u*TW)
est surjective.

Pour ne pas alourdir I’écriture, nous n’incluons pas dans la notation le
fait que les indices de Maslov u(x) et u(y) sont calculés avec les flots de X
et X° respectivement.

La démonstration du théoréme 11.1.6 est & peu prés analogue a celle de
8.1.2. Notons

FUWP(R x 8L, u*TW) — LP(R x S, u*TW)

défini par
ou ou
F — — —_—
T (w) = g, 7 (G~ Xea):

L’ingrédient principal de la démonstration du théoréme 11.1.6 est le théo-
reme 11.1.7, analogue du théoreme 8.1.5 :

Théoréme 11.1.7. Pour tout u € MY (x,y), Uopérateur linéarisé de F* est un
opérateur de Fredholm d’indice p(z) — u(y).

La démonstration est identique a celle de 8.1.5 et ceci parce que, puisque I'
est stationnaire pour |s| > R, Popérateur linéarisé (dF1),, écrit dans une
base unitaire le long de u, a la méme forme

(dF"), (V) =0Y + SY
que le linéarisé (dF),, avec S(s,t) une matrice qui tend vers une matrice
symétrique quand s — +o0.

Suivant le modele du chapitre 8 et plus précisément le plan dessiné
page 214, le théoreme 11.1.7 sert a prouver la version a parametre de la

proposition 8.1.3, qui est une conséquence immédiate de ’analogue suivant
de la proposition 8.1.4, via le théoréme des fonctions implicites :

Proposition 11.1.8. Soit T' = (Hy,Jy) une homotopie entre (H®,J*) et
(H®, J?). Siu € M (z,y), alors 'application

O WhHP(u*W) x C°(Hy) — LP(u*W)
(Y, h) — (dF")u (V) + grad, h
est surjective.

Démonstration. La dépendance en s des hamiltoniens de €2°(Hy) rend la
preuve de la surjectivité considérablement plus simple que celle de la pro-
position 8.1.4 : ’espace de départ est plus grand. Nous n’avons plus besoin



11.1. LE MORPHISME &V 365

de la régularité (c’est-a-dire de 8.5.4) ni du §8.6 qui explique cette notion.
Voici les détails.

On commence, comme au §8.5, par démontrer de maniére analogue
a 8.5.1, que, si ® n’est pas surjective, alors il existe un champ non nul
Z € Li(u*TW) (q est tel que 1/p+ 1/q = 1), de classe €, tel que, pour
tout h € €°(Hp) et pour tout Y € WHP(u*TW), on a

(Z,(dF")u(Y)) =0 et (Z grad,(h)) =0.
Ensuite on remplace le lemme 8.5.3 par le résultat plus fort :
Lemme 11.1.9. Si Z € LY(w*TW)NC®(Rx S, TW) vérifie (Z,grad, h) =0
pour tout h € C(Hy), alors Z est identiquement nul.

Ce lemme étant en contradiction avec ce qui précede, on en déduit, par
I’absurde, que ® est surjectif, et la proposition 11.1.8 est démontrée. O

Démonstration du lemme 11.1.9. La relation qui est 'hypothese du lemme
se réécrit

/ dh(Z)dsdt =0 pour tout h € C°(Hyp).
R x St

Considérons ’application
7:RxS' —WxRxS!
(s,t) — (u(s,t),s,t).
On montre facilement que @ est un plongement. On voit Z comme un champ
de vecteurs le long de u sur W x R x S', qui n’a pas de composante dans
les directions 9/9t € TS et 9/0s € TR. En particulier, Z n’est pas dans
le plan tangent & u en les points ou il n’est pas nul.

Supposons par 'absurde qu’il existe un tel point (sg,tg) € R x S'. On
procede exactement comme dans la preuve de 8.5.3 : on considere un pe-
tit voisinage Cs de (so,tp) dans R x St tel que Z(s,t) n’est pas nul (et
donc transverse & @ pour (s,t) dans ce voisinage). On prend une fonction a
support dans ce voisinage

B:RxS'—R
et on définit h € C2°(Hj), & support dans un voisinage tubulaire B de u(Cs),
de sorte que, si V(S,t)(U) est la courbe intégrale de Z qui passe en u(s, t) pour
o =0, on ait :
hst (Vs () = B(s,t) -0 pour |of <7

(n > 0 est assez petit). Comme Z est transverse a u(Cs), la fonction h est
bien définie. On suppose également que

BNIm(w) = a(Cs)



366 CHAPITRE 11. HOMOLOGIE DE FLOER : INVARIANCE

ce qui signifie en particulier que
Supp(h) NIm(u) = u(Cy)

(voir la figure 1).

FIGURE 1

On obtient alors

/ dh(Z(s,t)) dsdt = [ dhes(Z(s,1)) ds dt
RxS! Cs

_ 975,1(9)
—/Cédhs,t( 5o oo ) dsdt

)
- /ca %L:Oh”(%@ (0))dsdt

= O(s,t)dsdt.
Cs
11 suffit de choisir 3 de sorte que cette intégrale ne soit pas nulle pour aboutir
A une contradiction, qui montre que Z(s,t) = 0 pour tous (s,t) € R x S'.
Ce qui termine la démonstration du lemme. O

La fin de la démonstration du théoréme 11.1.6 est analogue a celles de
8.1.1 et 8.1.2.

Nous appellerons homotopie réguliere une homotopie satisfaisant a la
conclusion du théoreme 11.1.6.

Remarque. La perturbation h étant & support compact, ’homotopie I'(h)
joint (H,J?) et (H® Jb) et elle est stationnaire pour |s| > R (pour un R
assez grand).
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11.1.c. La compacité. Soit I' une homotopie réguliére reliant (H®, J*) &
(H", J). Le morphisme

o' : CF.(H®,J%) — CF,(H", J®)

que nous avons en vue sera défini comme suit. Pour 2 un point critique de
Apa d’'indice p(z) = k, nous poserons

op(@)= > (),
y€eCrit A
w(y)=k

nl'(x,y) désignant le nombre (modulo 2) d’éléments de M' (x, )... dont nous
devrons, pour que ce ®' soit bien défini, montrer la finitude. Nous devrons
aussi vérifier que ce ®' est bien un morphisme de complexes, c’est-a-dire
que

(I)F o a(Ha,Ja) = 8(Hb,Jb) o] (I)F.
A ces fins, nous avons besoin du résultat de compacité énoncé dans le théo-
réme suivant, qui est une version paramétrée du théoréeme 9.1.7 :

Théoréme 11.1.10. Soit (u,) une suite d’éléments de MY (x,y). Il existe

— une sous-suite de (uy),

— des points critiques T = xg,x1,...,Tr de Aga,

— des points critiques Yo, Y1,-..,y¢e =y de Agv,

— des suites réelles (si), pour 0 <i < k — 1, tendant vers —oo, et (s'7),
pour 0 < j < {—1, tendant vers o0,

— des éléments u' € Mga joy(x;,i41) (pour 0 < i < k —1) et des
éléments v/ € Mpv_yo) (Y5, Y1),

— un élément w € MY (z, yo)

tels que, pour 0 <i<k—1 et pour0<j<~l-—1,

. 2 3 . /. 1 y
lim wy,-s;, =u’, lim u,-s 31 =/
n—-+oo n—-+4oo

et tels que
lim w, = w.
n—-—+o00

Ce théoréme affirme que les suites de trajectoires dans M ont, & extrac-
tion de sous-suites pres, des limites, qui sont des concaténations entre (au
plus) une trajectoire brisée correspondant au couple (H®, J%), exactement
une trajectoire de M et (au plus) une trajectoire brisée correspondant au
coupe (HY,Jb).

Avant de donner une démonstration du théoréeme 11.1.10, énongons-en
une conséquence immédiate (une majoration du nombre de brisures) :
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s<—R trajectoire brisée
pour (H®,J%)

lim u,,

trajectoire brisée
pour (H®.J%)

-- -

FIGURE 2

Corollaire 11.1.11. Sous les hypothéses du théoréme 11.1.10,
(@) — p(y) = k+ L.

Démonstration. D’aprés le théoréme 8.1.2 (et le §9.1.a), nous savons que

{M(Ha,Ja)(xul‘iﬂ) =0 sip(x) — plzipr) <1
Mge, o) (Y5, yj+1) = D siply;) — plyj+1) <1
donc nous avons, pour 0 <i<k—1let0<j</l—1,

plxi) — p(@ipr) 21 et p(y;) — pyj+1) = 1.
Par le théoréeme 11.1.6, MY (2, yo) # @ implique que pu(zx) > p(yo). En
sommant toutes ces inégalités, on trouve I'inégalité voulue (rappelons que
xo=2x et yp = y). O

Démonstration du théoréme 11.1.10. Elle commence par un lemme.

Lemme 11.1.12. Soient (u,) une suite dans MY (x,y) et (s,) une suite de
nombres réels tels que lim s,, = +o00. Alors il existe une sous-suite de (uy,)
(encore notée (uy)) et un élément v € Mg _yvy tels que limuy, - s, = v. De
méme silim s, = —oo, il existe un u € M(ga sy tel que (modulo extraction
d’une sous-suite) lim u,, - s, = u.

Démonstration. Comme précédemment, nous omettons la variable ¢ dans
Pécriture de u, = u,(s,t). Il suffit bien entendu de considérer le cas d’une
suite (s,) tendant vers 4+o0o. Comme u,, € M, la conclusion de la proposi-
tion 11.1.5, a savoir le fait que ||grad(syt) u” < A, est vraie pour u, et donc
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aussi pour u, - s, de sorte que la famille (u,, - s,,) est équicontinue et qu’il
existe, d’aprés Ascoli (voir au besoin le §16.1), une sous-suite de (u, - $y)
qui converge, pour la topologie €

Mais v,, = u,, - 8, est solution de I’équation de type Floer

%L: + Jors, (%L: - Xs+sn,t> =0.

La régularité elliptique (toujours la proposition 6.5.3) implique alors que v
et de classe C* et que (v,,) converge vers v dans G}

Il reste a vérifier que v € Mg yv). Considérons un intervalle fermé
[-r,7] C R et le compact K = [—r,7] x S* dans R x S!. Pour n assez
grand, s, > R+ r, de sorte que, pour (s,t) € K et n assez grand, nous
avons s + s, > R et donc

vers une limite v continue.

Ovy, b [ Ovp b B
T+ (G~ Kw)) =0

En faisant tendre n vers I'infini dans cette équation, nous obtenons bien que
la limite v est dans Mg o). O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 11.1.10 proprement dit.
Comme dans la démonstration du théoreme 6.5.6, choisissons € > 0 assez
petit pour que les boules ouvertes

B(z,e) ={y € LW | doo(z,7) < &}

soient disjointes pour z € CritAg. (la méme propriété étant vraie pour
z € Crit Agp).

Dans ce qui suit et pour simplifier les notations, nous ne faisons pas
figurer les nécessaires extractions de sous-suites. Comme MY est compact
(théoréme 11.1.4), nous avons w = limwu, € M!. En vertu du théoréme
11.1.1, il existe des points critiques =’ de Apga et ¢y de Age tels que w €
M(2',y"). Reprenons 'argument de la démonstration du corollaire 9.1.9. 1l
existe s* € R tel que w(s) € B(y',¢) pour s > s*. Comme w = lim u,,, nous
avons aussi

un(s*) € B(y',e) pour n assez grand.

Siy' # y (sinonm, il n’y a rien & démontrer), la trajectoire doit sortir de la
boule B(y',€) pour un s > s*. Appelons s,, son premier point de sortie

sp =sup{s > s* | u,(0) € B(y,e) pour o € [s*,s]}.

Montrons que la suite (s,,) tend vers +00. Supposons en effet qu’elle soit
bornée et donc, modulo extraction d’une sous-suite, qu’elle tende vers un
s, € R. Comme la convergence de (u,) vers w a lieu dans €
Se > 8%,

o0

loc €6 comme

lim wu,(sn) =w(s,) € By, ¢).

n—-+4oo
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Mais, par définition de s,,, nous savons que uy,(s,) € 0B(y', ) pour tout n,
ce qui est contradictoire avec 1’assertion précédente.
Il est donc acquis que lim s,, = +00, donc (d’apres le lemme 11.1.12),

nl_l)I}_loo Up - 5p =00 € Mo, vy
Soit s < 0. Pour n assez grand, s* < s+s, < s,, de sorte que, par définition
de s,,

Un(s+ 8,) € B(y'e) pour n assez grand,
ce qui implique que v°(s) € B(y', ). Donc
0" € Mgo oy (y', 1) pour un y; € Crit App.

La démonstration se déroule ensuite (et se termine) de maniere totale-
ment analogue a celle du corollaire 9.1.9, elle conduit a une limite qui est
une trajectoire brisée (v°,v1,...,v%) avec v € Mo oy (y5, Y1) (Yo = ¥/
et yo = y).

Supposons maintenant que =’ # x. Un raisonnement analogue utilisant s,
tel que w(s) € B(x',e) pour s < sy, puis le dernier point d’entrée s, < s,
de uy(s) dans B(z',¢) produit une suite s/, qui tend vers —co et telle que
lim u,, - s, = u* € M(z1,2’). Puis, comme dans la démonstration de 9.1.9, la
limite est une trajectoire brisée (u’, u', ..., u") avec u’ € Mga, o) (@5, 2it1)
(xg =y, z, = x). Et le théoréme est démontré. O

Corollaire 11.1.13. Si p(x) = u(y), Uespace MY (x,y) est compact.

Démonstration. Le corollaire 11.1.11 montre qu’une suite (u,) de M (z,y)
ne peut pas tendre vers une trajectoire brisée. O
L’application
L CFL(H®,J) — CF(H", J°)
est donc bien définie par la formule

p(x) = Y 0 @y

y€Crit A ;p
w(y)=k

Vérifions aussi :

Proposition 11.1.14. Si (H®,J%) = (H®, J®) et =1d, alors ®% est l’identité
pour tout k.

Démonstration. Sous I'hypothese, MY (z,y) = Mg, joy(z,y). Si en plus
u(x) = p(y), nous savons (voir la remarque §9.1.6) que

1%} six#y

M(Ha,ﬁ)(%@/) = {{x} siz=y
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Donc &L =1Id. O

Pour finir de remplir les objectifs que nous nous sommes fixés pour ce
paragraphe, il nous reste & prouver que ®' est un morphisme de complexes,
c’est-a-dire que

oL o O, gy = Ocpo, vy © oL,
Il nous faut montrer que, si x € Crit Aga, pour tout z € Crit Ags tels que
w(x) — p(z) = 1, Iégalité qui suit a lieu (modulo 2)

Z na(x,y/)nl“(y/’z) - Z nr(x’y)nb(y’z)
y' €Crit Aga y€Crit A
n(@)—pu(y')=1 n(@)=p(y)
(il va sans dire que dans cette écriture, n® et n® sont les coefficients qui
apparaissent dans les différentielles Ofya jo) €t Ogo vy respectivement). Il
nous suffira de vérifier que le nombre de points de la variété compacte de
dimension 0

" (z,2) = U Le,ge(zy) x My, 2)u
y'€Crit Aga
p(z)—p(y")=1

U U Mr(x7y) X L(Hb,Jb)(:%Z)
yECrit/{Hb
w(@)=p(y)

est pair. Ce sera une conséquence du théoreme :

Théoréme 11.1.15. Pour x € Crit Ag. et z € Crit Ags avec p(x) —p(z) =1,
Uespace MY (x, ) UTIY (0, 2) est une variété a bord compacte de dimension 1
dont le bord est 1" (z, 2).

Nous savons (en vertu du théoréme 11.1.6) que MF (x, 2) est une variété
(sans bord) de dimension 1. En utilisant la convergence vers des trajectoires
brisées décrites dans I’énoncé du théoreme 11.1.10, définissons une topologie
sur MY'(z, 2) UTIY (z, 2), compatible avec celle de MY (z, z) (c’est-a-dire la
topologie de la convergence Cf.). Comme dans la proposition 9.1.2, cette
topologie est séparée et le théoréme 11.1.10 nous assure donc que cet espace
est compact. Il reste a démontrer la partie « variété a bord » du théoreme,
c’est-a-dire & étudier la structure de M (z, z) UII' (z, 2) prés des points de
Y (z,2). C’est ce que nous faisons maintenant.

11.1.d. Le recollement. Pour u(x) — ju(z) = 1, les éléments de 1% (z, 2)
sont des trajectoires brisées (u,v). Une de ces trajectoires est solution de
I’équation de Floer a parametre et 'autre de ’équation de Floer sans para-
métre associée & (H?, J%) ou & (H?, J®). Pour démontrer le théoréme 11.1.15,
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il suffira de recoller les trajectoires u et v comme au §9.2. Nous démontrons
le théoréme ci-dessous, analogue au théoreme de recollement 9.2.3.

Théoréeme 11.1.16. Soient x un point critique de Aga et y, z des points
critiques de Agv tels que

w@) = ply) = p(z) + 1.
Soient u € M"(x,y) et 0 € Ligo v (y,2). Alors

— il existe un plongement
¥ [po, +o0] — M (z, 2)
(pour un certain pg > 0) tel que

lim o(p) = (u,0);

p——+o00

— de plus, si (£,) est une suite d’éléments de M (z, 2) qui tend vers (u,v),
alors £, € Im vy pour n assez grand.

Remarques.

— Les indices u(y) et u(z) correspondent & H® alors que ju(z) correspond
a H*, une dépendance que nous avons omise dans la notation.

— La convergence de ¢(p) vers (u,?) affirmée dans cet énoncé est a com-
prendre au sens du théoreme 11.1.10.

— Pour démontrer le théoréme 11.1.15, il faut aussi recoller des trajec-
toires

W € Lya joy(z,y) et v e M (Y, 2)

(pour u(y') = p(z) = p(x) —1). Un tel recollement se fait de maniére
analogue a celle décrite par le théoreme 11.1.16 et on montre ainsi qu’au
voisinage des points de IT'(x, z), 'espace M' (x, ) UTIY (, 2) est une variété
de dimension 1. On a ainsi une démonstration compleéte du théoreme 11.1.15.

Nous consacrons la section qui suit a cette démonstration.

11.2. Démonstration du théoréme 11.1.16

Pour démontrer le théoréme 11.1.16, nous fixons un relevement v €
Mg, 50y (y, 2) de v. Nous voulons définir, pour p > py, une application

Y,  Rx S — W
qui soit, pour tout p, une solution de I’équation de Floer a parametre

%+JS%

s T + grad,pp H,;=0.
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La convergence vers (u, V) pour p — oo sera démontrée si I'on a prouvé
que

I ) =u(s,t) et i 2p,t) = v(s, t
S (s, t) =wulst) et lm 4p(s +2p,1) = v(s, 1)

uniformément sur les compacts. Pour pouvoir procéder comme dans la
démonstration de 9.2.3, il convient d’utiliser la substitution

Pp(s,t) = V(s + p,t).
Ainsi ¢, € € (z, z) sera solution de

90
Os

et satisfera aux conditions

0
+ Js+p% + grad% Hgipr =0

S (s —pt) =uls,t) et Hm gy(s+p,t) =v(s,1)
(c’est-a-dire a la propriété de convergence voulue pour 1,).

Nous allons, comme dans la démonstration de 9.2.3, procéder en trois
étapes :

(1) Pré-recollement, au §11.2.a.

(2) Construction de ¢ (et donc de ), au §11.2.b.

(3) Vérification des propriétés de 1, au §11.2.c.

11.2.a. Pré-recollement. Soit py > 0 tel que 'homotopie I'(s,t) =
(Hs+, Js) soit stationnaire et égale & (H?, J®) pour s > po. En utilisant les
mémes notations qu’au §9.3, définissons le pré-recollement w, de u et v
pour p > po par la (méme) formule(®)

u(s+ p,t) sis<—1
eXPy () (ﬁ_(s) exp;(lt) (u(s + p,t))
wp(s,t) = + 87 (s) eXp;(lt) (v(s — p, t)))
sise[—1,1]
v(s — p,t) sis>1

(on a supposé py assez grand pour que w, soit ainsi bien défini). On
peut alors de méme définir, pour Y € T, P(z,y) et Z € T,P(y,z), le
pré-recollement

Y#,7 € Ty, P(x, 2)

(L Rappelons la convention faite sur la notation p > po, énoncée page 295, et qui signifie
« p assez grand ».
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par la méme formule qu’au §9.3. Puisqu’elles utilisent les mémes formules,
ces constructions fournissent des objets ayant toutes les propriétés énoncées
dans le §9.3. Remarquons également que, si 3”5 est 'opérateur

o 0
?)I; _ 5 + JS'H’& +grad Hyq 4,

nous avons
?g(wp)(s,t) =0 pour |s|>1:
— pour s < —1, cela vient du fait que u est solution de ’équation de Floer
a parametre,
— pour s > 1, on remarque que
0 0
U= — 4 "= rad H® pour p >
P as+ at+g pour p > po
et v(s — p,t) est une solution de I’équation de Floer associée au couple
(Hb, Jb).
Le dernier argument donne aussi le fait que
: r
pl{gloo F, (wp(s,t)) =0 dans €5,

puisque lim,_, 1 o wy(s,t) = y(t).

11.2.b. Construction de . Nous voulons construire ¢(p), vérifiant
F,(¢(p)) = 0, & partir du pré-recollement w,. Pour le faire, nous utilisons
la méthode de Newton-Picard, comme au §9.4.

L’opérateur ?E. Comme au §9.4, partons de trivialisations unitaires
(Z3(s,t))i=1,....2n €t (Z7(5,t))i=1,...2n du fibré tangent TW le long de u
et v respectivement. Une trivialisation unitaire (Z!(s,t))i=1,.. 2, le long
de w, s’en déduit, que I'on prolonge par transport parallele (voir le §14.5)
en une trivialisation orthonormale de TWW dans un voisinage de w,(s,t)
(pour tous (s, t)). Cette derniére trivialisation est notée (Z7(s,t))i=1....2n,
avec
ZP(s,t) € Texp,,, (s)¢W 0t € € Ty (5.0 W

(et la norme de ¢ est inférieure au rayon d’injectivité de la métrique sur W).
Gréce a ces trivialisations, définissons un opérateur (non linéaire)

F} :B(0,r) c WP(R x S R*") — LP(R x S, R*")

pour 7 convenablement choisi (r = ro/K, o 7y est le rayon d’injectivité de
la métrique et K la norme de I'injection WP C L® convient).
Par définition, si £ est écrit

§= Zinf dans la base (Z!),

FY(y1,. - Yan) est ?g(expwp (€)) écrit dans la base (Z/%).
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Les propriétés de FE . La construction de FpF est analogue a celle du F),

du §9.4. L’opérateur de Floer qui le définit dépend de I' mais, une fois FE

écrit en coordonnées, cette dépendance n’est plus visible. Autrement dit,

les opérateurs F 5 et F, ont la méme forme et les mémes propriétés. Pour

simplifier la notation et clarifier la lecture, nous renongons donc, a partir

d’ici, & indiquer la dépendance en I'. Récapitulons les propriétés de F), :
(1) F,(0) = [?E(wp)]zf, en particulier

F,(0) =0pour [s|>1 et pgrfoo F,(0) = 0 dans Cf,..

(2) Considérons les opérateurs
F.,F,: B(0,r) c W"?(R x S R?") — LP(R x S*; R?")

définis de maniére analogue & partir des opérateurs de Floer 1 et J & aide
des trivialisations Z;* et Z. Posons

L* = (dFu)Q,LU = (dFv)O et Lp = (de)O

Le méme calcul qu’au §9.4 donne

oY oY

LUY) = 5o+ Jogy +5(Y)
oY oY

L) =55 +dogy #5°1)
oY oY

Ly(Y) = s thar Tt SH(Y)

ou Jy désigne la structure complexe standard de R?" et les opérateurs
S, 5,8y : R x §* — End(R*")

satisfont a

lim S*(s,0) = $°(1),  lim_S"(s,) = (1
lim S%(s,t) = $U(1),  lim S"(s,t) = 5*()

(ot S*, SY et S* sont les lacets de matrices symétriques définis par les points
critiques z, y et z), ainsi qu’a
S,I;(s,t) = S%(s+p,t) pours<-—1
S}:(s,t) SY(s—p,t) pours>1letp>R
lim Sg(s,t) = SY(t).

p——+o00

La derniére relation nécessite une petite démonstration que voici. Fixons
un compact K C R x S*. Pour p > py, la restriction de 5’5 AWLP(K;TW)
est l'opérateur de Floer associé a (H”, JP). Ecrite dans la trivialisation
(Z!)i, sa différentielle (dF}),, est (dF,)o, que nous avons notée L,.
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Comme lim,_, ;o w, = y dans CfF,, la partie d’ordre 0 de L, = (dF,)o
(restreinte & W1P(K;R?")) tend vers la partie d’ordre 0 de (dF°), écrite
dans la base Z!, c’est-a-dire vers SV.

(3) Nous savons, grice au théoréme 8.1.5, que L*, LY et Lg sont des

opérateurs de Fredholm d’indices respectifs
Ind(L*) = p(z) — p(y)
Ind(L") = p(y) — n(2)
Ind(L,) = p(x) — p(z)
Par ailleurs I'homotopie I' et la paire (H?, J®) sont régulieres, donc,

compte tenu du théoréme 8.1.1 et du théoreme 11.1.6, les opérateurs L*
et LV sont surjectifs et en particulier

KerL* =0 et KerL”={adv/0s|aeR}.

0
1
1

Considérons maintenant les sous-espaces

W, = {O#pﬂ | B € Ker LV}
et

Wt = {Y e W'P(R x SY; R |

g (Y, Z)dsdt =0 VZeWp}.

Rx St
La reproduction de la démonstration de la proposition 9.4.7 donne le résultat
analogue :

Proposition 11.2.1. I existe une constante C > 0 tels que, pour tout p > po,
on ait
VY e W, ||L,(Y)

e = ClIY [y

Comme au §9.4, on en déduit que L, est surjectif et qu’il admet un
inverse a droite
G,: LP(R x SHR*™) — W,- c WHP(R x S R?™).
Nous sommes donc maintenant en position d’appliquer la méthode de

Newton-Picard et précisément le lemme 9.4.4. En utilisant les mémes
arguments qu’au §9.4, on démontre :

Théoreme 11.2.2. 11 existe pg > 0 tel que, pour tout p > pg, il existe
v(p) € W,- c WHP(R x S1; R*")
tel que F,(y(p)) = 0. Un tel vy est unique dans B(0,e) N WpL pour un € >0
indépendant de p. Il satisfait de plus a
(1) lim, .y ”'V(p)le,p =0,
(2) Uapplication p — ~(p) est dérivable,
(3) lim, 40 ||8’Y/8PHW14: = 0.
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Démonstration. Pour démontrer le théoreme, il faut vérifier que Fj, = F pr sa-
tisfait aux propriétés que nous rassemblons dans le chapitre 13. La différence
entre les situations étudiées ici et dans ce § vient du fait que 'opérateur de
Floer est maintenant 9’,1:.

Comme I' est stationnaire pour |s| > R, on obtient les mémes estima-
tions de fagon semblable (et sans beaucoup de mal) : il suffit de réécrire le
lemme 13.2.3 pour des applications

A RXxWxR™"xR™ —R™ et B:RxWxR"xR™xR™ — R™

qui sont constantes (par rapport & la premieére variable s € R) lorsque
|s| > R (avec une preuve complétement analogue).

Quant a I’énoncé analogue a celui du lemme 9.4.16, sa démonstration
demande une modification plus sérieuse : il faut ici tenir compte de la dé-
pendance en le parametre p de H et de J. Voir la démonstration de cette
variante au §13.8. O

Nous pouvons maintenant définir les applications ¢, et 1, désirées :
posons

o =expy, Y(p) et Pp(s,t) = pp(s — p,1).
Par définition, ¢, est solution de

dpp
+PW

I,

D5 + Js

+grad Hyp1(pp) =0
et satisfait a

lim @,(s,t) =2a(t) et lm p,(s,t) = 2(t),

S§— —00 s——+o00

de sorte que ¥, € M (z, 2) pour tout p > po.

11.2.c. Les propriétés de 1),. Nous vérifions maintenant que 1), a bien
les propriétés attendues.

(1) Elle tend bien vers (u,v). On utilise les propriétés du pré-
recollement w, et celles de 7(p) (énoncées dans le théoreme 11.2.2)
pour obtenir, comme au §9.4, que

I —pt)=uls,t) et i t) = v(s, t
Jm @p(s —pt) =uls,t) et lHm (s +p,t) = v(s,1),

autrement dit,

I t)=u(s,t) et i 2p,t) = v(s, t
S pp(sit) =ulst) et lm pp(s+2p,t) = v(s, 1),

de sorte qu’en effet

hr}rl wl) = (U,i)\) S MF(I,y) X 'E’(Hb,Jb)(:%Z)'
pP—T 00
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(2) C’est une immersion. Montrons que ¢’(p) # 0. Sinon,

gf(pvs _p7t) - %5(0,8—/),75) = Ov
donc dp/dp = Op/ds. La méme démonstration qu’au §9.5 (dans laquelle
ay, est remplacé par 1) meéne & une contradiction.

(3) Elle est injective. En effet, son image est contenue dans une compo-
sante de la variété M!' (z, z) dont la dimension est 1. Cette composante n’est
pas compacte, puisque

lim (o) & M (3, 2).
p——+00
C’est donc un intervalle de R et l'injectivité de v est conséquence du fait
qu’elle est immersive (et du théoréme de Rolle...).

Il reste & démontrer la propriété d’unicité de la maniére de tendre vers la
limite, c’est-a-dire la derniére assertion du théoréme 11.1.16. Comme dans
cet énoncé, considérons donc une suite (¢,),, tendant vers (u,?) et montrons
que, pour n assez grand, £, € Im . Comme dans la remarque 9.6.2, il suffit
de le démontrer pour une sous-suite de (£,,) (et les énoncés qui suivent sont
a comprendre « & extraction d’une sous-suite pres »). Comme dans le §9.6
(et comme d’habitude), nous allons procéder en plusieurs étapes (mais nous
n’aurons pas besoin de la premiére étape de 9.6) :

(1) Nous démontrons une proposition, analogue simplifié de 9.6.3 :
Proposition 11.2.3. 11 existe une suite réelle (py,) tendant vers +oo et, pour
tout n, un vecteur Y, € w; TW, tels que, pour tout (s,t) € R x ST,

ln(s+ pn,t) = CXPuw,,, (s,t) Ya(s,1).

De plus, lim,,_, 4 o || Y0, = 0.
(2) Nous faisons de méme avec un analogue de 9.6.4 :

Proposition 11.2.4. Le champ Y, est dans Wl’p(w;nTW). De plus,
limy, oo [|Yallypro = 0.

(3) Enfin, nous achevons la démonstration.

Démonstration de la proposition 11.2.3. Rappelons que R désigne un nom-
bre réel positif tel que pour s > R I'homotopie I'(s) est stationnaire, égale
a (H®, J?). Pour simplifier ’écriture, nous supprimons dans cette démons-
tration la mention de la variable ¢t € S dans I’expression des applications
définies sur R x S1t.

Et nous commencons la démonstration par un analogue du lemme 9.6.9 :



11.2. DEMONSTRATION DU THEOREME 11.1.16 379

Lemme 11.2.5. Soient (\,,) une suite dans MY (x, 2) et (sy,), (o) deuz suites
réelles tendant vers +00. Supposons que

lim A,(s+s,)=a(s) et lim A, (s+0,)=0b(s)

n—-+o0o n—-+o0o

pour
a € Mgo goy(a, 3), b€ Mgp vy (7,6)
(a, B, v et § étant des points critiques de Agv ). Alors
— s limy, 1 o0 (8y, — o) = —00,
A () = A (B) > Ao () = A (0),
— st limy,— oo (85, — o) = 00,
Apo(7) =2 Ape(8) = Ape(a) = Ao (B).
Démonstration. Les deux assertions se montrent de maniere completement
analogue. Montrons donc la deuxiéme. Supposons donc que lim(s,, — o,) =
+00. Pour s > R, \,(s) est solution de I’équation de Floer pour (H?,J?),
de sorte en particulier que s — Ags(£,(s)) est une fonction strictement
décroissante sur [R,+oo|. Fixons o et 7 € R et choisissons n assez grand
pour que
Spn+7>0,4+0>R.
Nous avons
Ay An(sn + 7)) < Ags(An(on + 7).
Faisons tendre n vers 'infini, obtenant
A (a(r)) < A (b(0)),

une inégalité valable pour tous 7 et o. Il suffit de faire tendre o vers +oo
et 7 vers —oo pour finir la démonstration du lemme. O

Lemme que nous utilisons pour démontrer :

Lemme 11.2.6. Soit (¢,) une suite dans M (z,z2), tendant vers (u,?) €
MY (2, ) X Lgo, oy (y, z). Alors

(1) Il existe une suite réelle (s,) avec s, > R et tendant vers +oo telle
que Ago(bn(sn)) = Ao (y),

(2) de plus, limy, o0 £ (s + 8p) = y.

Démonstration. Comme dans la démonstration du lemme précédent, la fonc-
tion s — Ags(£,(s)) est strictement décroissante pour s > R. Puisque
u € MY(z,y), la méme conclusion vaut pour s — Apgs(u(s)). Fixons un
s > R. Puisque lim ¢,,(s) = u(s), nous avons

L A (,() = Ao (u(s)) > Arps ().

En particulier A g (£,(s)) > A (y) pour n assez grand.
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Nous avons fixé un relevement v € Mg, Jb)(y7z) de v. La convergence
de (¢,,) implique D'existence d’une suite (o,,) qui tend vers +o00 et vérifie

liI_E lo(s+on) =0v(s).

En particulier, pour le s fixé ci-dessus, nous avons

lim Ags (bn(s+00)) = Ags(v(s)) < A (y),

n—-4o00
ce qui implique que
pour n assez grand. D’olt I'existence pour n assez grand de s, € |s,s + oy
tel que Apge (en(sn» =Am (y)
Supposons que la suite (s,,) soit bornée. Quitte & en extraire une sous-
suite, supposons qu’elle tend vers une limite s* > R. Alors,

11111 lo(s+ sp) =u(s+s*) dans G

En particulier, lim ¢, (s,,) = u(s*), donc
i Agp(Ea(50)) = A (0(") > A (),

ce qui est une contradiction puisque la suite du membre de gauche est
constante égale & Ags (y). Par suite (toujours & extraction d’une sous-suite
pres), lim s, = +00.

Nous avons ainsi montré la premiere assertion du lemme. La deuxiéme
en est une conséquence. Utilisons le lemme 11.1.12, pour obtenir que

lirf ln(s+sn) =a € Mgs yoy(a, 3) pour a, 8 € Crit(Ags).
Remarquons que
Age (a(O)) = lim ‘AH”(ﬂn(Sn)) = Ay (y)
n—-+oo

(et rappelons que lim 4, (s + 0,,) = v). Supposons que ¢, — s, soit bornée,
donc (modulo extraction de sous-suite) convergente vers s*. Alors v(s) =
a(s + s*), en particulier,

Ape(v(=s%)) = Age(a(0)) = A (),
ce qui n’est pas possible puisque v € Mg ) (y, z). C’est donc que o, — s,
n’est pas bornée. Le lemme précédent implique alors que
Appo(a(s)) = Age(y) pour tout s.

Donc a ne dépend pas de s, donc c’est un point critique de Ags. Comme
les valeurs critiques de Ape sont distinctes (voir au besoin le lemme 6.3.5),
on a donc a =y, ce qui termine la démonstration du lemme. O
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Reprenons les notations de la proposition 9.6.3. Fixons € > 0 et choisis-
sons un § > 0 qui satisfait au lemme 9.6.11. Considérons les boules ouvertes
(pour la distance €°) B(x,§), B(y,d) et B(z,§) dans I'espace LW des lacets.
Quitte & prendre § plus petit, nous supposons qu’elles sont mutuellement
disjointes et que u(0) & B(x,d) U B(y, ). Grace au lemme précédent, nous
savons que £, (s+sy,) tend vers y done, pour n assez grand, £,,(s,) € B(y, 9).
Définissons les nombres

o1, = sup {5 | £a(] — 00,5]) C B(z,0)}

on =1nf {s < s, | £n([s,sn]) C B(y,d)}

Tn =sup{s > s, | {n([sn,s]) C B(y,0)}

7, = inf {s | £,([s, +00]) C B(z,9)}.
Remarquons que

ln(o)) € O0B(x,8), {n(on) et b, (1,) € OB(y,0) et £,(7)) € 0B(z,9).
Comme ces trois boules sont disjointes, nous avons
U%SannggT,/L.
De plus, comme lim,, 1 o £, (s) = u(s), pour n assez grand,
n(0) & B(x,0) U B(y,9),

donc

Q
s~

IN
o
IN
Q
3

Démontrons maintenant :

/

Lemme 11.2.7. Les suites (o),

existe un 7 € R tel que

), (on) et (7}, — 1) sont bornées. De plus, il

lim £,(s+7,)=v(s+ 7).

n—-+oo

Démonstration. Supposons que (o/,) ne soit pas bornée donc, & extraction

prés d’une sous-suite, que lim,,_, o, o/, = —co. Posons
An(8) = ln(s+al).
Le lemme 11.1.12 assure 'existence de w € M(ga, ja) tel que

lim A,(s) = w(s).

n—-+oo
Comme A, (s) € B(xz,0) pour tout s < 0, w € M(ga, yay(x,2") pour un

certain x’, et x # x’ puisque

w(0) = lim A\,(0)= lim ¢,(0},) € 0B(z,0).

n—-+o0o n—-+4oo
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Montrons que ceci est absurde. On sait que, pour s < —R, ¢,, et u sont solu-
tions de I’équation de Floer associée & (H®, J*). En particulier, les fonctions

s+— Apga(ln(s)) et s— Apga(u(s))

sont strictement décroissantes pour s < —R. Il en est de méme de la fonction
s +— Apga(w(s)). Choisissons donc s; et so < —R tels que Age(u(sy)) >
Apa(w(sz2)), ce qui revient a

1ir4r_1 Apa(ln(s1)) > hI}_l Apa(ly(sg+0h)).

Pour n assez grand, 'hypotheése faite sur o], impose que ss + 0/, < $1 < —R
et donc que

Apa(ln(s1)) < Ane(ln(s2 +07,)),
ce qui est la contradiction recherchée. Donc (07,) est bornée.

Passons maintenant & (0,) et montrons que cette suite est, elle aussi,
bornée. Supposons donc qu’elle ne 1’est pas et donc (toujours & extraction
d’une sous-suite pres) qu’elle tend vers +o0o. Nous obtenons de méme que

lim £, (s +0,) =w' € Mgy v
n—-oo ’

avec
w'(0) = lim ¢,(0,) € 0B(y,0).

n—-+o0o
En particulier, la suite (s, —0o,,) tend vers 400, puisque, si nous la supposions
bornée, de lim,,— 1o £, (s + ) = y, nous déduirions que

lim ¢,(s+o0n)=y

n—-+oo

et donc que w’ = y, ce qui est absurde. Donc tout s > 0 est tel que s+, €
|0, $n] pour n assez grand et donc £, (s + o) € B(y, ). Ainsi

w'(s) = lim £,(s+0,) € B(y,d),
n—-+oo
en particulier w’ € Mg sy (y',y) pour un certain point critique y’ # y de

Age. Une contradiction sera mise en évidence comme ci-dessus en prenant
s1 et so > R tels que

Ape(u(s1)) < Age(w'(s2)).

Venons-en maintenant & la suite (1), —7,,). Pour n assez grand, nous avons
$n > R (par le lemme 11.2.6), donc 7/, > 7, > s, > R. En particulier
Le lemme 11.2.6 donne le fait que Ags (€r(sn)) = Ags(y), donc

Apge(ln(mn)) et Age(ln(ry)) € JAme (2), A (y)
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/

et la restriction de ¢,, & Uintervalle [r,,7)] est solution de 1’équation de

n
Floer associée & (H®, J). Les mémes arguments que dans la démonstration

du lemme 9.6.12 montrent alors que (7, — 7;,) est bornée.

Montrons enfin la derniére assertion. C’est toujours 11.1.12 qui assure
que

lim £, (s +7,) = w” € Mg sy,

n—-+00
avec, comme ci-dessus, w” € Mgs )(y,y"”) pour un y” # y (en utili-
sant le fait que (7, — s,) tend vers +oo, fait qui, lui aussi, se démontre
comme ci-dessus). L’hypothése faite sur ¢, entraine par ailleurs I’existence
d’une suite (p,) tendant vers +oo et telle que lim,_ oo €, (s + pp) = v. Le
lemme 11.2.5 implique alors que la suite (7, —py,) est bornée, donc (& extrac-
tion preés d’une sous-suite) convergente, vers une limite que nous notons 7*.

Mais alors
lim 4,(s+7,) =v(s+7%)
n—-+o0o
et le lemme est démontré. O

Achevons maintenant de démontrer la proposition 11.2.3. Posons
Tp —TF
2

(7* est celui dont nous venons de démontrer l’existence) et montrons que

Pn =

(pn) satisfait bien aux propriétés annoncées. Considérons donc le pré-recol-
lement w,, défini, rappelons-le, par
u(s+ pp) sis < -1
exp, (57 () expy (u(s + pn))
+ 7 (s) exp, H(v(s — pn))) sise[-1,1]
v(s — pn) sis>1.

Wy, (8) =

Montrons que
&L(S + pn) = expwpn (s) X($)7 avec HX”oo <e.

Choisissons A et B € R tels que

- A-7<0,B—7">71), — T, et [o,,0,] C[A, B,

— pour s < A, u(s) € B(x,0) et v(s) € B(y,9),

— pour s > B, u(s) € B(y,0) et v(s) € B(z,0).
Nous allons démontrer la relation voulue pour tout s € R en découpant R
en plusieurs intervalles (de fagon similaire & ce que nous avons fait pour
démontrer la proposition 9.6.3) :
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(1) Sur | — 00, A — p,]. Comme s+ p, < A,
wp, (8) = u(s + pn) € B(z,9),
et, comme s + p, < A < o},
Ln(s+ pn) € B(x,0).

Dans ce cas, la relation suit de 9.6.11.

(2) Sur [A—py, B—py]. Cette fois, s+ p,, € [A, B], nous avons w,, (s) =
u(s+ pr). Puis, £,(s) tend vers u(s) uniformément sur [A, B], donc, pour n
assez grand et s € [A, B],

ln(s) = expy(s) Y(s), avec ||V <e.
Posons donc X (s) =Y (s + py), de sorte qu’évidemment, || X||_ < ¢ et que
bn(S + pn) = €XPy(sqp,) Y (8 + pn) = €xp,,, () X ()

(3) Sur [B — pn, A+ py]. Ici

S+ pn €[B,A+2p,)=[B,A+71, —7"] et s—p,€[B—2py, 4],
ce qui implique que

u(s + pn) € B(y,0) et wv(s—py) € B(y,0).
Et, comme B >0, et A+ 7, — 7" < T,
Ln(s+ pn) € B(y,0).

La relation désirée découle alors de 9.6.11.
(4) Sur [A + pn, B + py]. Cette fois,

S+ pn € [A+2/)mB+2Pn]: [A+Tn_7-*7B+Tn_T*]a §$—pn € [A7B}

et wp, (s) = v(s — pyp). Sur le compact [A — 7%, B — 7*], la suite £,,(s + 7,)
converge uniformément vers v(s + 7*) en vertu du lemme 11.2.7. En parti-
culier, si n est assez grand et si s € [A — 7%, B — 7*],

gn(s + Tn) = eXpU(S+T*) Y(s)v avec ”Y”OO <Ee.

Remplacons s par s — 7 — p,, dans cette égalité pour obtenir, pour s €
[A+ pn, B+ pl,

bn(s +Tn = 7" = pn) = eXPy(s—p,) Y (s = 7" = pn),

ce qui s’écrit encore £,,(s + pn) = exp,, (5 X(s) pour s dans l'intervalle
voulu, avec X (s) = Y (s—71*—p,,) satisfaisant & || X ||, < € sur cet intervalle.
(5) Sur [B + py, +ool. Ici

s+2pp € [B+2py,+o0[=[B+ 71, —7,4+00[ s—p, € [B,+00],
et w,, (s) = v(s — pp). Ainsi, comme B + 7, — 7% > 7/,

W, (s) € B(z,6) et {£,(s+ pn) € B(z,6),
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de sorte que, cette fois encore, la relation voulue est conséquence de 9.6.11.

La proposition 11.2.3 est ainsi démontrée. O

Démonstration de la proposition 11.2.4. Elle se fait de facon analogue a
celle de la proposition 9.6.4 au §9.6.c, en utilisant les lemmes 9.6.13, 9.6.14
et 13.7.1. Ces trois lemmes restent en effet valables dans le contexte présent :

— pour 9.6.13, la démonstration est identique, fondée sur le fait que /,,,
solution d’'une équation de Floer, satisfait une propriété de décroissance
exponentielle,

— la démonstration de 9.6.14 est simplifiée par le fait qu’ici W, est de
dimension 1,

— enfin 'analogue de 13.7.1 se démontre de fagon identique puisque les
opérateurs de Floer 3'“}: et F, jouissent des mémes propriétés. O

Fin de la démonstration de la propriété d’unicité. Ici encore, elle est com-
pléetement analogue a la démonstration de la propriété correspondante 9.6.5,
cette fois au §9.6.d. En appliquant les lemmes 9.6.16 et 9.6.17 a I'opérateur

Fl - WHP(R x S5 R*™) — LP(R x S R*™),
nous obtenons 'existence d’un 1 > 0, indépendant de n et d’une application
continue

Yo : Ker(L) )N B(0,61) — W"P(R x S'; R*")
tels que pour tout h, F} (vu(h)) = 0 et que 7, (h) soit I'unique élément

de h + W N B(0,&1) possédant cette propriété. En utilisant les proposi-
tions 11.2.3 et 11.2.4, nous obtenons, pour n assez grand, ’existence de

h, € B(0,e;) C W'P(R x SY; R*")

telle que
In(s+ pn) = expy,, () (ip, (1n(hn(s))))

(c’est-a-dire que £,(s + p,) est une solution obtenue par la méthode de
Newton-Picard). D’autre part, la formule

B (exbu,, (i, (3 (n)) ) (5 = pus)

définit une application continue de B(0,£1) N Ker(L) ) dans l'espace de
solutions MF (z, z) qui est de dimension 1.

Soit py un réel plus grand que le py donné par la premiére partie du
théoréme 11.1.16. Pour ¢ € [0,¢;], appelons I. lintervalle contenu dans
MY (, 2) et défini par

L = ([po, +oo) U U {exp,, (ip, (3a(h))) | 1]l < e}

Pn >ﬁ0
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Pour tout € > 0, par ce qui précede, ¢,, € I. pour n assez grand. L’analogue
du lemme 9.6.18 (qui se démontre lui aussi de fagon identique) montre qu’il
existe €5 > 0 tel que

I, C9([po, +00[)-

Et ceci acheve la démonstration du théoreme 11.1.16. O

Par conséquent, le théoreme 11.1.15 est lui aussi completement démon-
tré. Avec cette démonstration, nous avons achevé la premiere partie du plan
établi au début de ce chapitre, a savoir la définition du morphisme de com-
plexes

o' CF . (H®,J") — CF,(H",J%).
La deuxieéme et dernieére étape de ce plan a pour but de démontrer que ce
morphisme induit un isomorphisme en homologie. Elle se décompose a son
tour en deux étapes correspondant aux deux énoncés suivants.

Proposition 11.2.8. Le morphisme ®' induit au niveau de I’homologie un
morphisme qui est indépendant du choix de I’homotopie réguliére T' entre
(H®, J%) et (H®,Jb).

Proposition 11.2.9. Soient (H®,J%), (H®,J%) et (H, J°) € (H X J)reg €t
soient T', T deux homotopies réguli¢res joignant (H®,J*) a (H®, J®), res-
pectivement (H®, J®) a (H¢,J¢). Il existe alors une homotopie réguliére T
joignant (H*,J%) a (H®,J°) telle que

o o™ et O : CF.(H®, J*) — CF.(H,J°)
induisent le méme homomorphisme en homologie.

Ces deux propositions impliquent la relation
" o ®" = & en homologie

quelles que soient les homotopies régulieres I', TV et I' comme ci-dessus.
Ceci est ’énoncé de I’étape 2 du plan de ce chapitre, tel qu’énoncé en son
début. On en déduit que ' est un isomorphisme en homologie en prenant
(He,J%) = (H¢,J¢), T =1d, et en utilisant le fait que ®'¢ = Id.

Les deux sections qui viennent contiennent les démonstrations des deux
propositions.

11.3. Invariance de ®' : démonstration de la proposition 11.2.8

N

Considérons deux homotopies régulieres T'g et I'; joignant (H<%, J%) a
(H®, J). Nous voulons démontrer que ®'° = &It au niveau de I’homologie.
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Pour ce faire, nous allons construire une homotopie
S:CF,(H* J%) — CF, (1 (H", J®)
entre 10 et 1, autrement dit un S vérifiant la relation
ot —plo = §o 8(Ha’Ja) + 8(Hb”]b) oS
(qui implique égalité désirée).
A cette fin, considérons une « homotopie d’homotopies » I' = (Tx)xefo,1)
qui joint 'y et I';, que nous supposons stationnaire pres de A = 0 et de

A = 1. Elle peut étre choisie de fagon qu’il existe R > 0 avec la propriété
que, pour tout A € [0, 1],

((He,J%) s<-R
La(s) = {(H”,Jb) s> R

Voir la figure 3. Nous utilisons ici le fait que J est contractile (plus exacte-
ment, le fait qu’il est simplement connexe).

A S
i (H®,J") i
R | |
IV r . oY
1 : 1 A
R | |
IO

FIGURE 3
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On voit T' comme une application (H,J), ou
H:[0,1]xRxS"'xW —R,
J:10,1] x R — End(TW),

avec J2 € J pour tous (A, s) € [0,1] x R. On peut supposer que H et J sont
de classe C*°. Ces données définissent pour chaque A € [0, 1] une équation
de Floer a parametre. En utilisant ces équations, nous démontrerons la
proposition 11.2.8 en suivant a peu pres le méme plan qu’au §11.1.

11.3.a. Les équations de Floer. Pour I'y(s) = (H2,,J2), avec A € [0, 1]

s,t7“s
fixé, considérons I’équation

ou A\

du
ot

et I'espace de solutions correspondant

+grad, H), =0

M™ = {u:R x S" — W | uest contractile, avec E(u) < 00} .
Nous savons, grace au théoreme 11.1.1, que

Mr= U M (z,y).
z€Crit Aga
yECritAHb
Définissons, pour x € Crit Ag. et y € Crit Age espace
M (z,y) = {(u) [ X € [0,1],u € M (2,)} .

Remarque 11.3.1. On peut voir M (z,y) comme un cobordisme entre les
variétés MIo(z,y) et MI1(z, y). En effet, si

7 MU (z,9) — [0, 1]
désigne la projection (sur I’espace des A), on a

7 A) = M (2, y).
Il faudrait aussi montrer que MF (z,y) est une variété. Ce sera fait des le
paragraphe suivant.
11.3.b. La transversalité. Nous utiliserons l’espace (de perturbations)
C2° des applications

h:[0,1]xRxS'xW —R

a support compact dans ]0,1[ x R x W telles que ||h||. < +oco. Notons

hit(z) = h(A, s,t, 2).

Fixons I' = (H, J). Démontrons le théoréme suivant.
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Théoréme 11.3.2. I existe un voisinage de 0 dans C° et une intersection
dénombrable d’ouverts denses H.ey dans ce voisinage telle que, si h € Hieq,
alors, pour T'(h) = (H + h,J), Uespace M M) (z,7) est, pour tout x €
Crit Agae et tout y € CritAge une variété a bord, de dimension u(x) —
w(y) + 1, dont le bord est

M) (2, ) = ({0} x ME (2,9)) U ({1} x MT2 (x, ).

Dans cet énoncé, nous utilisons la topologie sur M'(") (z,y) induite par
celle de R x G2 (R x SY; W).

Commengons par regarder ce qui se passe pres du bord. Soient z €
CritApgae et y € CritAgs. Pour un h € €2° arbitraire et fixé, analysons
la structure de M) (x, y) pres de ses points (X, u), avec A € {0,1}.

Soit § > 0, assez petit pour que

Supp(h) C [6,1 =] x R x ST x W
et pour que lisotopie I' = (H,J) soit stationnaire pour A < ¢ et pour
A>1-6.0nadoncT'(h) =Tp pour A< et '(h) =T pour A >1—4.1
est alors clair que

MU (2, y) N {A < 8} = [0,8] x MM (z,y)

et MW ()N {A>1 =0} =1 —6,1] x M (z, ).
Cela montre qu’au voisinage des points de

{0} x M (2, y) U {1} x M (2, ),
I'espace M) a une structure de variété a bord, comme dans 1’énoncé du

théoreme.

Nous suivons ensuite le méme plan qu’au chapitre 8 (voir & nouveau le
schéma & la fin du §8.1). Notre point de départ est un analogue du théo-
reme 8.1.5, c’est une version du théoreme 11.1.7, valide pour les homoto-
pies I'y, pour A fixé dans [0,1] :

Théoréme 11.3.3. Pour tout \ € ]0,1[ fizé, pour tous points critiques x €
Crit Aga, y € Crit A et pour tout u € MU (x,y), Uopérateur (dF>), est
un opérateur de Fredholm d’indice p(x) — u(y).

A Taide de ce théoréme, on établit un énoncé analogue & 8.1.3. A cet
effet, on fixe J = (J’\),\e[o71] et on considere, comme au §8.5, le fibré
£ — PO (a,y) x €

ou
€={(u,h,Y) | (u,h) € P'P(z,y) x €Y € LP(Ww*TW)} .
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On définit une famille de sections (o'x)re[o,1] Par

0
on(u,h) = 5=+ I w)

Ju
ot
Exactement comme au §11.1 (en utilisant l’analogue de la proposi-
tion 11.1.8), on démontre que, pour tout A € ]0,1[, 'application o) est
transverse a la section nulle du fibré € ci-dessus. Il s’ensuit que la méme

+ grad, (H* + h?).

propriété est vérifiée par 'application C*°
o]0, 1] x PYP(2,y) x € — &
(A u, h) — ox(u, h),
ce qui implique, en vertu du théoreme des fonctions implicites, I’analogue
de 8.1.3 :
Proposition 11.3.4. Pour z € Crit Aga, y € Crit Age, Uespace Z(x,y,J) des
{O\u,H~+h)|X€]0,1[, h € €, ue M™(z,y, (H+h)*, JY)}

est une variété de Banach.

La présence du parameétre A oblige & modifier (par rapport au §8.5.c)
Pexpression de I'espace tangent a Z(x,y, J) en un point (A, u, H + hg). Dans

notre nouveau contexte, cet espace, qui est le noyau de (do)(xu,m+he), st
constitué de tous les (a,Y,h) € R x WP x € qui vérifient I’équation

aJ>  du O(H + ho)*
aﬁ(u)a + agrad, -

Pour démontrer le théoreme 11.3.3, nous utilisons :

+ (dF™) (V) + grad, (b)) = 0.

Proposition 11.3.5. Soit 7 : Z(x,y,J) — C° la projection. L’ensemble des
valeurs réguliéres de m situées dans un voisinage de 0 dans C2° est un ouvert
dense de ce voisinage.

Démonstration. L’énoncé est une application directe du théoreme de Sard-
Smale (ici le théoréme 8.5.6), a condition que nous prouvions que 7 est une
application de Fredholm. Montrons donc que pour tout (A, u, H + hg) €
Z(z,y,J), Popérateur

(A7) (nu, H o) * Tvu, Htho) 2(2, Y, J) — Tho €,

qui est de la forme (a,Y,h) — h, est un opérateur de Fredholm. Notons V'
le champ de vecteurs

A A p)
V:ai(u)%Jrgrad OH” + hi)

D[, *
N 5 “ B\ € LP(u*TW).
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D’aprés 'expression de l'espace tangent a Z(x,y,J), nous voyons que le
noyau de (dm)(x,u,H+ho) €st 'espace

{(a,Y,0) | (a,Y) € R x WHP(W*TW) et aV + (dF'™),(Y) =0} .

Montrons donc que cet espace est de dimension finie. On distingue deux
cas :
(1) Si V ¢ Im((dF™),). On trouve dans ce cas
Ker(dm) (s u,ir+ho) = {(0,Y,0) | Y € Ker(dF,*)}

qui est de dimension finie par le théoreme 11.3.3.
(2) Si V € Im((dF"*),). Choisissons un Yy € WHP(u*TW) tel que
(dFT2),(Yy) = V. On en déduit

Ker(dm) (xu,fi+ho) = {(a,Y,0) | a(dF"™),(Yo) + (dF")u(Y) = 0} .

Cet espace est isomorphe & RY{ + Ker(dF™),,, qui est aussi de dimension
finie.

Ensuite, I'image de (dm)(xu,#+hy) st fermée et de codimension finie,
toujours en vertu du théoreme 11.3.3. En effet, c’est I'image réciproque du
sous-espace fermé de codimension finie

RV + Im((dF.*) ¢ LP(u*TW)
par I'application linéaire h — grad, h vue comme une application
C® — LP(u*TW).

Par conséquent, 7 est bien une application de Fredholm, ce qui démontre la
proposition 11.3.5 (grace au théoréme de Sard-Smale). O

Notons donc Hyee C C2° le voisinage donné par cette proposition. Nous
venons de démontrer que, pour h € H,es, 'homotopie I'(h) a la propriété
que, pour tous points critiques x € Crit Aga, y € Crit Agv, 'ensemble

77 (h) = MY W (2, y) N {X €]0, 1}

(oo}

> (voir la remarque 8.5.9)). On en

est une variété (avec la topologie C
déduit, en utilisant le méme argument qu’au début de la démonstration du
théoreme 11.3.2, que MM (, y) est une variété & bord.

Pour finir la démonstration de ce théoreme 11.3.2, déterminons la dimen-
sion de cette variété. Elle est égale a la dimension du noyau de (d7)(x,u, H+he)
pour un hy € H,es. Nous avons décrit cet espace vectoriel dans la démonstra-
tion de la proposition 11.3.5. Pour déterminer sa dimension, nous utiliserons

le lemme suivant.
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Lemme 11.3.6. Soit hy € H,eq et soit (A, u) € MI(h) (2, y). L opérateur
Y: R x WHP(w*TW) — LP(u*TW)
défini par Y(a,Y) = aV + (dFTAH+00)), (V) est surjectif.

Dans cet énoncé, V' désigne toujours le champ de vecteurs défini et utilisé
dans la démonstration de la proposition 11.3.5.

Démonstration. Remarquons d’abord que Ker Y = Ker(dr)(x,u,m4r,) st de
dimension finie et que ImY = RV +Im(dF"*),, est fermé et de codimension
finie dans LP(u*T'W'). Autrement dit, Y est un opérateur de Fredholm. Sup-
posons qu’il ne soit pas surjectif. Il existe donc, comme dans le lemme 8.5.1,
un champ de vecteurs non nul Z € LY (uw*TW) (ici 1/p + 1/q = 1) tel que
(Z,ImY) = 0, ce qui revient & :

(Z,V)=0 et (Z,Im(dF"™),)=0.
La deuxieme condition implique que Z est de classe C*°, en vertu de la ré-
gularité elliptique, comme dans la démonstration de 8.5.1. Utilisons mainte-
nant ’hypothese que hg € Hyeg. Elle implique que (d7)(x.u, 74hy) €St surjec-
tive, ce qui signifie que pour tout h € €, il existe (a,Y) € RxWLP(u*TW)
tel que

aV 4 (dF™), (V) + grad, h = 0

(autrement dit, (a,Y,h) € T(x u, mH+ho)2(2,y,J)). On en déduit que

(Z,grad, h) =0 pour tout h € C°,
ce qui est contradictoire, compte tenu du lemme 11.1.9. Le lemme est dé-

montré. O

On trouve alors, avec les notations du lemme précédent,
dim MY (2, y) = dim Ker(dm) au,H+he) = dimKerY = Ind Y.
Pour calculer 'indice de Fredholm de Y, considérons le chemin d’opérateurs
(Yo )oefo.1]
Y, : R x WHP(w*TW) — LP(u*TW)
(a,Y) — acV + (dFT>EH+M)Y (7).
Ce sont des opérateurs de Fredholm puisqu’ils ont la méme forme que Y.

En particulier, leur indice ne dépend pas de o (d’aprés 16.2.11), il est donc
égal a celui de Yy, mais

Yo(a,Y) = (dF")u(Y),

donc
IndY = IndYo = Ind(dF"™), + 1 = p(z) — ply) +1
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d’apres le théoreme 11.3.3. Le théoreme 11.3.2 est maintenant complétement
démontré. O

Nous supposerons désormais que les homotopies I' = (H, J) sont régu-
lieres, ce qui implique que les espaces M (,y) sont des variétés de dimen-
sion u(z) — u(y) + 1, comme dans la conclusion du théoréme 11.3.2. Nous
supposerons de plus que 'opérateur Y défini dans le lemme 11.3.6 est sur-
jectif, ce que le théoreme 11.3.2 nous autorise a faire, en perturbant au
besoin H par un h € €°.

11.3.c. Compacité, orbites brisées. Soit I' = (H,.J) comme ci-dessus.
Notons

M= U My= U {a}xM.
2€Crit Aga A€[0,1]
y€Crit A ;p

Nous démontrons :

Théoréme 11.3.7. Il existe une constante C > 0 telle que E(u) < C pour
tous (\,u) € MY, L’espace M est compact pour la topologie Cre..

Dans cet énoncé, I'énergie E(u) est calculée avec la norme associée a la
métrique w(-, J2).

Démonstration. Montrons d’abord que I’énergie est bornée. Soit (A, u) € M".
Il existe deux points critiques x et y (respectivement de H et de H) tels
que u € M (z, ). La proposition 11.1.2 affirme que

E(u) < Age — A + k

ot k est le maximum sur [~R, R] x S* x W de H*/0s(s,t,z). 1l suffit de
définir K comme le maximum de cette méme fonction quand A varie lui

aussi,
OH? 1
K =sup a—(s,t,z) | (A, 8,t,2) €[0,1] x [-R,R] X 8" x W |
S
de poser
C= max Apga—Apgp +K
z€Crit Aga
y€eCrit H®

pour avoir E(u) < C.

Montrons maintenant 1’énoncé de compacité proprement dit. Soit
(AnsUn)nen une suite dans ML, A extraction d’un sous-suite prés, (An)
converge vers un A € [0,1]. En utilisant le fait que I'énergie est bornée, on
démontre de fagcon analogue a 11.1.5 :
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Proposition 11.3.8. 1 existe une constante A > 0 telle que
Y (u,\) € MM, V(s,t) € R x S, ngad(syt) ul| < A

Cet énoncé implique que la famille (u,,) est équicontinue, d’ott 'on conclut
a l'aide du théoreme d’Ascoli et de la régularité elliptique 12.1.1 que la
suite (u,) tend vers une limite u dans la topologie Cf%,. Cette limite u est
solution de

Ju ou

87 + JS)\E + gradu Hs t(u) = Oa
elle vérifie que E(u) < C, donc u € M et par conséquent (A, u) € M.
Et le théoreme 11.3.7 est démontré. O

Analysons maintenant le comportement des suites (A, u,,) d’éléments de
MY (2, ). Voici pour commencer un analogue du lemme 11.1.12.

Lemme 11.3.9. Soient x € CritAge, y € Crit Age et (An,uyn) une suite
dans MY (z,y). Soit (s,) une suite de mombres réels qui tend vers +oc.
Alors il existe une sous-suite (encore notée (A, uy)) et un élément (A, v) €
[0,1] x ME"T) gels que

limA, =\, et limu,- s, =nv.
De méme, silims, = —oo, il existe une sous-suite et un élément (A, u) €
[0,1] x MUY tels que

lmA, =\, et limu,-s, =u.
Démonstration. Quitte & en extraire une sous-suite, on peut supposer que

la suite des A, converge, vers un A, € [0,1]. Puis, v, = u, - s, est solution
de I’équation de Floer

3'Un An 3vn
Bs ey

En appliquant la proposition 11.3.8, on montre, a ’aide du théoreme

+ grad,, H;\_ﬁsn =0.

d’Ascoli et de la régularité elliptique 12.1.1, que u,, - s, converge, pour la
topologie €2, vers une limite v € €*°(R x S'; W). En faisant tendre n vers
400 dans I’équation de Floer, on trouve bien que v est solution de

v ov

—+J— d,H* =0

ds + ot +grad,

(parce que I' = (H®, J®) pour s assez grand), autrement dit, v € MU,

Le cas ol (s,) tend vers Uinfini est analogue. O

Nous allons utiliser ce lemme pour démontrer un théoréeme de convergence
vers les orbites brisées, analogue a 11.1.10.
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Théoréme 11.3.10. Soit (\,,u,,) une suite d’éléments de MY (z,y). Il existe

— une sous-suite de (A, up),

— des points critiques T = xg,x1,...,Tr de Aga,

— des points critiques Yo, Y1, ---,Ye =y de Agw,

— des suites réelles (si) pour 0 < i < k —1 (tendant vers —oc) et (sl)
pour 0 < j <{—1 (tendant vers +00),

— des éléments u® € M(HQ’JG)(xi,xiH) pour 0 < i < k—1 et des éléments
vl e M(Hb’Jb)(yj,yjH) pour 0 < j<l—1,

— un élément (A, w) € MY (21, o)
tels que pour 0 <i<k—1 et pour 0 < j</{—1, on ait

limu, -s =u’ et limu, - s} =’
et
Hm (A, up) = (Mg, w).
De plus, on a l'inégalité

plr) —p(y) +1 > k40

Démonstration. La preuve de 'assertion d’existence est en tout point ana-
logue a celle de I'assertion analogue 11.1.10. Elle s’appuie sur I'assertion de
compacité du théoreme 11.3.7 et sur le lemme 11.3.9. L’inégalité finale se
démontre de la méme facon que le corollaire 11.1.11. O

Voici un énoncé conséquence du théoréme 11.3.10 :

Théoreme 11.3.11.

(i) Soient x ety des points critiques de H® et H® respectivement et soit
I' = (H, J) une homotopie réguliére. Si p(x) — p(y) +1 =0, alors M* (z, y)
est une variété compacte de dimension 0 (c’est-a-dire un nombre fini de
points).

(ii) Soient x et z des points critiques de H® et H® respectivement et soit
I = (H,J) une homotopie régulicre. Si p(x) = u(z), et si ' (z,2) désigne

o= (U Semled) <00.5)
y' €Crit Aga
() —p(y')=1

U ( U Mr(l‘vy) X L(Hb,Jb)(yaz))'
yECritAHb
w(y)—p(z)=1

Alors MY (x, 2) UTIY (z, 2) est une variété a bord compacte de dimension 1
dont le bord est

I (z, 2) U ({0} x Mrg(x,z)) U ({1) x M (2, 2)) .
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Supposons pour le moment ce théoréeme démontré. Nous pouvons alors
atteindre le but de ce paragraphe, qui était la démonstration de la proposi-
tion 11.2.8.

Démonstration de la proposition 11.2.8. Définissons I’homotopie
S: CF.(H* J%) — CF, 1 (H, J".
Si x est un point critique de Ag« d’indice p(x) = k, posons
Sp@)= Y. mi(zy) -y

y€eCrit Aga
w(y)=k+1

ot m''(z,y) est, bien sfir, le nombre d’éléments de M' (x, %) comptés mo-
dulo 2. Nous voulons montrer que

Pl —plo = G0 8(Ha,Ja) + 8(Hb7Jb) oS.

Evaluons le membre de droite pour un z € Crit Age. avec u(z) = k. Nous
avons

S [0} 8(Ha,Ja)(x) + 8(Hb7Jb) [¢] S(J})
=SL_1 Z n(zx, y’)y’ + a(Hbe) Z mF(CE, Y)Yy

y' €Crit Aga y€Crit A
ply")=k—1 p(y)=k+1

= > > 0 ey )mt (Y, 2)z

2€Crit A 1y y' €Crit Apga
w)=k  ply')=k-1

Y Y wlaynte)-

2€Crit A 1, yeCrit A p
w(z)=k  p(y)=k+1

Z (#1 (z, 2))2.

z€Crit A 1
n(z)=k

D’autre part,

Oro(z) + 0T (2) = Y FEM(e, )z + > (#M(z,2))x
z€Crit A z2€Crit A p
n(z)=k n(z)=k

Comme, d’apreés le théoréme 11.3.11, le bord de la variété M (z, 2)UIT" (z, 2)
(qui est compacte de dimension 1) est la réunion

" (z, 2) U ({0} x Mro(m,z)) U ({1) x Mrl(x,z)) ,
le nombre total de points de cette réunion est pair, d’ou

S0 8(pa, oy (@) + v gy © S(x) = (@Y + o) (x),
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ce qui modulo 2 est bien 1’égalité
So a(HayJa) + a(Hb’Jb) 08 =o — glo,
Nous avons démontré la proposition 11.2.8. O

Il nous reste encore une démonstration, celle du théoreme 11.3.11.

Démonstration du théoréme 11.3.11.
(i) L’homotopie I' est réguliere, donc M! est une variété de dimension 0.
La compacité de MY (z, y) résulte du théoréme 11.3.10.

Remarque 11.3.12. Sous les hypothéses du théoreme 11.3.11, notons
(A1, 1), .. (Mg, ug) les éléments de M (z,y). Alors les homotopies T'; cor-
respondantes joignant (H?,J%) & (H® J®) ne peuvent pas étre régulieres.
En effet, si I'; par exemple était réguliere, M!' (z,y) serait vide (puisque sa
dimension p(z) — p(y) = —1 serait négative). Cela serait en contradiction

avec le fait que u; € M (z,y).

Revenons a la démonstration du théoreme 11.3.11 et démontrons-en la
partie (ii). La compacité de M (z, y)UIT" (x, 2) est elle aussi une conséquence
immeédiate du théoréme 11.3.10. Ensuite, comme I' est réguliere, M (z, 2)
est une variété a bord de dimension 1 dont le bord est

({0} x M (z,2)) U ({1} x M (2, 2)) .

Pour finir cette démonstration, il reste & étudier la structure de M! (z, 2)U
Y (z, 2) pres des points de la variété (compacte, de dimension 0) II'' (z, 2).
Nous le ferons au paragraphe suivant, par une méthode de type « recolle-
ment ». Avant cela, mettons en évidence un cas particulier ou cette étude
est inutile parce que IT" (x, 2) est vide. O

Remarque 11.3.13. Si ’homotopie d’homotopies I' se fait a travers des homo-
topies ') qui sont toutes régulieres, alors M! (x, z) est compact : c’est un
cobordisme compact entre M0 (x, z) et MU' (x, 2) (voir la remarque 11.3.1
et les figures 4 et 5 ci-dessous). Par conséquent, les nombres d’éléments
de MY (z,2) et de MI1(z, 2) ont méme parité et en particulier les deux
morphismes
o' o . CF (H®, J*) — CF,(H" J?)

coincident.

Cette remarque est une conséquence facile de la remarque 11.3.12. Si
toutes les homotopies I'y sont régulieres, alors II'(z, z) est vide puisque
les espaces M (3, z) et M (z,y) qui interviennent dans sa définition sont
vides. Donc le cobordisme M (z, 2) est compact.
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M1 (2,2)
MTo(2,2)

>\ /<

z,z

PSS

N

o
—_
>

FIGURE 4

La figure 4 représente le cas ou I'y est réguliere pour tout A € [0,1],
cas ott II''(z, 2) est vide. La figure 5 représente, elle le cas général ot I est
réguliere mais pas chacune des I'y.

/

FIGURE 5
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11.3.d. Le recollement. Lorsque p(x) = p(z), un point de I (x, 2) est
une orbite brisée, qui peut-étre

— de la forme [@', (N, v")] € L(ga joy(2,3y") X MY (y, 2),
~ ou bien de la forme [(A, u), 0] € M (z,y) x Lo, v)(y, 2),

pour un y’ € Crit(Ag.) qui vérifie u(x)—p(y) = 1 ou pour un y € Crit(Ags)
qui vérifie p(y) — p(z) = 1.

Pour finir la démonstration du théoréme 11.3.11 (ii), nous utilisons un
procédé de recollement analogue & celui du §11.1.d pour construire, pour
chaque point de II'(z,2), un plongement p +— v(p) dans M (z,2), qui
donnera un paramétrage de la variété a bord MY (x, z) UTIF (x, 2) pres du
point de I (x, ) considéré.

Nous nous contenterons de le faire seulement pour les points de la forme
[(A\,u),7], la démonstration pour les autres étant analogue. L’énoncé précis
est :

Théoreme 11.3.14. Soit x un point critique de A, et soienty, z, des points
critiques de Ao tels que

(@) = p(z) = ply) — 1.
Soient (A, u) € MY (2,y) et 0 € Ligs yo)(y, 2). Alors :
— Il existe un plongement 1 : [pg, +oo] — MY (x, 2) (pour un certain po)
tel que lim,—, 4o ¥(p) = [(As, u), V).
— i [An, £n] est une suite d’éléments de M (z, 2) qui tend vers [(\,u), 7],
alors [\, £, € Im ) pour n assez grand.

La convergence dont il est question dans ce théoreme est celle définie
dans le théoreme 11.3.10. La démonstration est donnée dans la section qui
suit.

11.4. Démonstration du théoréme 11.3.14

Nous reprenons la démonstration (donnée au §11.2) du théoréme 11.1.16,
en soulignant les modifications & opérer.

Notons d’abord que le A, de I’énoncé est dans 'intervalle ouvert ]0, 1[. En
effet, la variété (de dimension 0) M (z,y) est formée de couples (A, u) pour
lesquels les homotopies I'y ne sont pas réguliéres (c’est la remarque 11.3.12).
Cela exclut les valeurs A, = 0 ou 1. Notre objectif est de définir, pour p > py,
une application

Y, Rx S — W
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et une constante A, telles que ¢, soit une solution de I’équation de Floer a
parametres

My | o,
95 + J

0,
ot

+ grad,, Hs’\”; =0
avec les conditions

lim 9,(s,e) =2, lim 9(s,s) = 2.

§——00 s——+00

Remarque 11.4.1. Une solution naive serait de prendre A\, = A, et d’essayer
de définir ¢, comme au §11.2, a partir du pré-recollement de u et d’un rele-
vement v € Mg yo)(y, 2) de v. Cette méthode est vouée a 1’échec puisque,
comme 'homotopie I'y, n’est pas réguliere (encore la remarque 11.3.12),
nous ne pouvons pas déduire que l'opérateur linéarisé L, = (dF'>), est
surjectif. Nous ne pouvons donc pas construire l'opérateur inverse G, qui
est indispensable pour la méthode de Newton-Picard des §9.4 et 11.2. ici
Coker L,, est de dimension 1. C’est la variation de A qui va fournir la di-
mension manquante.

Suivant toujours le §9.4, faisons la substitution

QDP(S) t) = wﬂ(s +p, t)'
L’application ¢, devra satisfaire a 1’équation

0 0
ﬂ + J>‘p Pp

ds TP ot

Nous conservons le méme plan qu'aux §9.4 et 11.2, c’est-a-dire

+ grad,,, HS’\J';IJJ5 =0.

(1) pré-recollement ;
(2) construction de ¢ (et donc de 1, via la substitution ci-dessus) ;
(3) propriétés de 1.

11.4.a. Pré-recollement. Fixons un relevement v € Mg yv)(y, 2) de v.
La formule du pré-recollement w, = u#,v est inchangée :

u(s+ p,t) sis<—1
exp, i (B (5) expyy (uls + p, 1))

+ 87 (s) exp;(lt) (v(s—p, t))) sise[—1,1]
v(s — p,t) sis>1

wy(s,t) =

et ses propriétés sont analogues a celles données au 9.3.
De méme, la version linéaire du pré-recollement

Y#,Z, powY € TP,(z,y) et Z € TP,(y,2)

est définie par la méme formule et a les mémes propriétés que son analogue
du 9.3.
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11.4.b. Construction de ¢. Nous utilisons encore une fois, comme
aux §9.4 et 11.2.b, la méthode de Newton-Picard. En nous inspirant de la
remarque 11.4.1, nous reproduisons le début du §11.2.b pour A = A,. Nous
définissons les opérateurs (non linéaires)

F,,F,,F)* : B(0,r) C W"?(R x S';R?") — LP(R x S';R?")
et leur linéarisés (différentielles en 0) respectifs
LU L", L™ : W'P(R x S5 R?") — LP(R x S';R?").

Comme au §11.2.b, ces opérateurs sont de Fredholm. En revanche, leurs
indices sont modifiés comme suit :

Ind L* = p(z) — p(y) = -1

Ind L = p(y) — p(z) =1

Ind L, = p(x) — p(z) = 0.
Nous avons observé (remarque 11.4.1) que nous ne pourrions pas
construire ¢ en maintenant A constant égal a A,. Considérons alors,

pour A € ]0, 1[, 'opérateur de Floer 3"5* défini par

0 0
r A A
I = 35 + J5+pa +grad H, ;.
En utilisant les trivialisations du §11.2.b, Stp définit un opérateur (non
linéaire)

F*: B(0,r) c W'P(R x SY;R*") — LP(R x S} R™").
Toujours a 'aide des mémes trivialisations, cela définit un opérateur (non
linéaire)

FY 00,1 x W'P(R x SY;R*") — LP(R x S'; R*")
par la formule
FY(A\Y) =FNY).

Remarquons que, si (A,,Y,) est un zéro de FPF, alors 3"‘1:* (expwp Y,) =0,
ce qui signifie que ¢, = XDy, (Y,) satisfait bien a I’équation de Floer désirée.
Notre objectif est donc de trouver un tel zéro... par la méthode de
Newton-Picard. A cette fin, déterminons d’abord l'opérateur linéarisé
L;F) = (dFE)(A*,O% Remarquons tout d’abord que Lg (0, .) est, par définition,
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lopérateur LFA* = (dS'“FA* )o. Puis

Ly(@,0) 8/\|A 007 exp, (0))

ow, A tax 0w Astar
J axY ™ d H +a )
P)Y |A 0( 0s st ot Tera SOt ) (20)icn o an

a7 w on
(aA ()\*;S—'_p)T +gradw o\ (A*7S+p’ ))(Zf)izl ,,,,, 2n

= a(vp)(Zf)i=1,...,2n

ot la formule définit V,, champ de vecteurs le long de w,. Sa forme res-
semble beaucoup a celle du champ V défini dans la démonstration de la
proposition 11.3.5 le long de u € M!' (z,y) (ici I' = T'y, ). Nous omettrons

dorénavant la mention du repére (Z”);=1 . 2, dans I'écriture de la formule

pour Lg.
Ces deux champs de vecteurs satisfont a la relation
Vo(s,t) =V (s+p,t) sis<—1.

Remarquons également que, comme I' = (H?, J%) pour s > R et A € [0, 1],
nous avons

Vo(s,t) =0 sis+p>R,
ce qui inclut le cas s > 1 et p > R. Nous avons finalement obtenu
r _ I,
L, =a(V,)+L,> (Y).

En raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 11.3.5,
nous trouvons que L, est un opérateur de Fredholm, dont nous calculons
I’indice en utilisant le chemin d’opérateurs de Fredholm

Lyo(a,Y) =acV, + L, (Y) pour o € [0,1].
Nous obtenons
Ind LY =Ind L5 ) = Ind L, +1 = 1.
Rappelons que, d’apres le lemme 11.3.6, I'opérateur
Y R x WHP(R x SL; R?™) — LP(R x S1; R?")
défini par
Ya,Y)=aV + L“(Y)
est de Fredholm et d’indice (calculé comme ci-dessus)

IndY* =1+1Ind L* = 0.

De plus, comme 'homotopie I" est réguliere, le lemme 11.3.6 affirme que Y*
est surjectif, donc KerY* = 0 et Y* est bijectif.
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D’autre part, I’homotopie (H®, J%) est également réguliére, donc LV est
surjectif, donc son noyau est de dimension 1 et nous avons

Ker LV = {a(g;})(zg) |ae R}.

Suivant toujours le 11.2.b, définissons, pour p > pg, les espaces

W, = {0#,8 | B € Ker L'}
et

W = {Yer”’(RxSl;RQ”H (Y, Z) = 0 pour toutZEWp}.

RxS?t
Ici nous avons considéré que W, C LY(R x S;R*") (avec 1/p+ 1/q = 1),
a l'aide du repére (Zf) et de la décroissance exponentielle (du §8.9 et plus
précisément de la remarque 8.9.3), comme au §9.4.

Afin d’appliquer la méthode de Newton-Picard (le lemme 9.4.4) nous
devons définir un inverse a droite pour l'opérateur Lg. Pour ce faire, nous
avons besoin de ’analogue de la proposition 9.4.7 que voici :

Proposition 11.4.2. 1l existe un py > 0 et une constante C' > 0 telle que,
pour p = po,

VY e Wy, VaeR, ||Ly(a,Y)],, = CUYly, +lal).

Sur la signification de p > pp, nous maintenons la convention de la
page 295 (autrement dit, il n’est pas nécessaire de préciser po).

Démonstration. Supposons le contraire (comme au début de la démons-
tration de la proposition 9.4.7). Il existe alors des suites p, — 400 et
(an,Yn) € R x WHP(R x S1; R?™) tels que

lan| + Yallyro =1 et lim ||L} (an, Y], = 0.

n—-+oo

Posons r,, = p, /2. Nous avons

V,.(5,t) =0 pour (s,t) € [y, 7] x S* et n assez grand

n

(en général, nous avons vu que V,(s,t) = 0 pour s+ p > R, ot R est la
constante au dela de laquelle Iy est stationnaire). Nous avons donc, pour n
assez grand

125 @ Yo | o sty = 1o Yall Loty

et donc, en particulier, ce dernier terme tend vers 0 lorsque n tend vers
Pinfini. On peut alors utiliser le méme argument que dans le lemme 9.4.9
pour démontrer le lemme suivant.
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Lemme 11.4.3. Pour tout compact K de R x S', on a
L Yallw o) = 0- =

Ensuite, en suivant a son tour la démonstration du lemme 9.4.10, consi-
dérons la fonction réelle 8~ utilisée pour fabriquer le pré-recollement w, :
elle est & support dans | — 0o, 0] et vaut 1 sur | — oo, —1]. Nous utilisons,
comme pour le lemme 9.4.10,

1Ly, (an, B~ (s + )Y (s, )|
= HB*Yn(s +1L,t)+08 (s+ 1)L;1:n (an,Yn(s,t))HLP
< (supf™) 1Yollpo(—1,1xs1) ||L;F)n(a"’yn)”m ’
de sorte que

lim_ L, (4, 8 (s + D¥a(s. )], = O,

n—-+oo

ce qui équivaut a

Hm [yt (a,, 87 (s + 1) V(s t) e =0

n—-+oo

c’est-a-dire a

nl{r—ir-loc Hyu(anug_(s — Pn + 1)Yn(s - p*rut))HLp = 0
Mais, nous 'avons dit, Y* est un opérateur de Fredholm bijectif. Autrement
dit,
— d’abord lim a,, = 0 (ce qui implique que

lm |[Yally, =1

n—-+4oo

puisque la somme des deux vaut 1)
— et, dans WHP(R x S R2"),

lim 87 (s — pn+ 1)Yn(s — pn,t) =0,
n—-+400

ce qui est la premiere partie du résultat du lemme 9.4.10.

Obtenir la deuxiéme partie de ce résultat et la fin de la preuve de la propo-
sition 11.4.2 se fait comme au §9.4. O

Corollaire 11.4.4. Pour p > py, LU

, €st surjective et admet un inverse d

droite
G,: (R x SHR*) — R x WHP(R x SH; R?™).

Démonstration. Nous avons vu que la dimension de W, est 1 et il est clair
que
W, & W, =W (R x SL;R*™).
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Par ailleurs la proposition 11.4.2 implique que
Ker L) N (R x W) = {0},

donc dim Ker Lg < 1 et donc, puisque Lg est d’indice 1, cet opérateur doit
étre surjectif et son noyau de dimension 1. D’ott nous déduisons

Ker Ll & (R x W;7) =R x W"P(R x S";R*"),

ce qui nous permet de définir I'inverse a droite G, dont la proposition 11.4.2
implique qu’il est continu et de norme inférieure a une constante indépen-

dante de p. O

Nous appliquons maintenant la méthode de Newton-Picard, c’est-a-dire
le lemme 9.4.4, a I'opérateur

F,:RxW"(R x S R*) — LP(R x S';R*")
défini par
F,(\Y) =F, > (Y).
Notons d’une part que
FPFO(Y) siA+ A <0

Fp(/\,Y) =
FIvY) sid+A>1,

et d’autre part que notre opérateur Lg est exactement la différentielle en 0
de Fp (raison pour laquelle nous avons modifié FE par la translation de A,).
Vérifions maintenant que les hypotheses du lemme 9.4.4 sont satisfaites.
L’hypothese (1) est exactement la conclusion du corollaire 11.4.4.
Vérifions ’hypothése (3). Avec la constante C' donnée par la proposi-
tion 11.4.2, nous avons d’abord

HGP(FP((LO))HV[AP S C_l HFP(O70)HLP ’

puis
HFﬂ(QO)HLP = HFPFM (O)HLP = ||(5'~£

ott F)* est I'opérateur de Floer
0

)
Fhr — 5t ij;a +grad H); , ;.

Or ?E** (wy)(s,t) = 0 pour |s| > 1 et S’EA* (w,) tend vers 0 uniformément
sur [—1,1] x S, ce qui implique que

(W) z0)| 1o

},E%HSFEA* (wP)HLp = 0 et donc que })Lmo HFP(OvO)HLp =0.

Et ceci implique que ’hypothése (3) du lemme 9.4.4 est satisfaite.



406 CHAPITRE 11. HOMOLOGIE DE FLOER : INVARIANCE

L’hypothése (2) se vérifie comme au §9.4 (lorsque nous avons vérifié
I’hypothése (2) du lemme page 305), en utilisant la proposition 11.4.2, &
cela prés qu’il est nécessaire d’adapter le lemme 9.4.8 ainsi :

Lemme 11.4.5. Soit rq > 0. Il existe une constante K > 0 telle que, pour
tout p > po et pour tous (A, Z) € R x WIP(R x SY; R2??) (avec || Z]| < o),
on ait

dF )52 — (@F )00 |7 < K(1Z v + IAD.

La démonstration de cette version se trouve au §13.8.

La méthode de Newton-Picard (le lemme 9.4.4) nous produit alors un

couple (A,,7,) tel que

Fp()‘pv'yp) =0,
ce qui, par définition de Fp, équivaut a
FPF(XP + Ay 7p) = 0.

Ainsi, ¢, = eXPy,, Vp €st solution de I’équation

3’"?”() =0 (avec A, =X, + Ay).

Dans notre division en trois parties de la démonstration du théo-
réme 11.3.14 (page 400), la construction de ce ¢ nous a amenés & la fin de
la deuxieme partie. Nous posons

wﬁ(sat) = SDP(S - P t)
et obtenons le fait que

% 4 JSAP 81?,;

0s ot
cest-a-dire que (\,,¢,) € M (z, 2). Nous définissons

+grad, H; =0,

(U [,00,—|—OO[ - Mp(xvz)
p — ()‘p7 wp)
et il nous reste (troisieme et derniére partie de la démonstration du théo-

réme 11.3.14 d’apres le plan établi page 400), a établir les propriétés désirées
de 1.

11.4.c. Les propriétés de v. Comme dans le lemme 9.4.13, nous obte-

nons
pl{{ﬁm Ap=0 et pl{r_ﬁx 1Yollyy1s = 0.
La premiere égalité implique que lim, .1 A, = A,. En utilisant la

deuxiéme, nous raisonnons comme aux §9.4 et 11.2.c pour montrer que

pllgloo ©p(s—p,t) =u(s,t) et pll)gloo ©p(s+ p,t) =v(s,t)
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dans la topologie C£° . Il s’ensuit que

Jlim_(p) = [,

pour la convergence définie par le théoreme 11.3.10.
Montrons maintenant que lapplication ¢ est (continue et) dérivable. Il

loc*

s’agit de démontrer ces propriétés pour I'application p — (A,,7,) et ceci se
fait a l'aide du théoreéme des fonctions implicites, comme au §9.4. Il faut
montrer que, pour p assez grand, 'opérateur (dfp) Forrs) est inversible, ce
qui se fait exactement comme dans la démonstration du lemme 9.4.14, en
utilisant le lemme 11.4.5.

Montrons maintenant que ¢ est un plongement. Nous aurons besoin du
résultat que nous énongons ici, analogue de la proposition 9.4.15 et du théo-
réme 11.2.2 (3).

Proposition 11.4.6.
o,
H H =0 et lim = 0.
p—>+oo opllwip p——+oo 5;7
Démonstration. Comme A\, = A, + Xp, la deuxieme relation équivaut a

OX,/0p = 0. Notons
F(p,\Y) =F,(\Y)
de sorte que
f(p, Xpa%)) =0.
Dérivons cette identité par rapport a p pour obtenir
aa}; ()‘p”Yp) (dfp)(X,,,%) (%/\pp’ %) =0
Cette relation implique, comme dans la démonstration de la proposi-
tion 9.4.15,

o\, 0,

1522 s < 1 s | (52 52

dp’ Op )HRqu)

ol i),

pour des constantes ki et ko positives et indépendantes de p. Nous utilise-
rons :

Lemme 11.4.7. Il existe une constante C' > 0 indépendante de p telle que,
pour p > po, on ait
OF, -
H pa’Yp 8[) (O’O)HLP S CH(Apy’Y/J)HRxwLP'
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La démonstration de ce lemme se trouve bien siir, comme ses semblables,
au §13.8.

En utilisant ce lemme 11.4.7 dans I'inégalité qui en précede I’énoncé, nous
obtenons

12,2 (= B 1 )

< koC H(va'YP)HRxWW T Hgiw’m‘

e

Le dernier terme est

Lp

— r

[ 00l,, = (%)
op L» Jdp z*

et il tend vers 0 lorsque p tend vers +o0o exactement comme dans la démons-

tration de la proposition 9.4.15. Notre inégalité implique alors, en utilisant

le fait que lim,_, 4 ||(Xp,’yp)||Rleyp =0, Iégalité

o, Oy
i |5 %)
p—rtoo (c’)p Bp) RxW1Lr

Et ceci achéve la démonstration de la proposition 11.4.6. O

Pour terminer de démontrer les propriétés de 1, il reste & montrer que
c’est bien un plongement et, pour ce faire, il suffit de montrer que c’est une
immersion (d’aprés un argument déja utilisé au 11.2.c). Mais, si w; =0,
alors, comme dans le §11.2.c, nous devrons avoir

O¢pp _ 9pp

dp 0s

(puisque 9¥,(s,t) = @,(s — p,t)). La contradiction espérée suit par la mé-
thode du §9.5 (pour «,, = 1), en utilisant la proposition 11.4.6.

Il reste a démontrer la derniére partie du théoreme 11.3.14, I’« unicité »,
a savoir le fait qu'une suite [\, £,] d’éléments de MF (z,2) qui tend vers
[(As,u),v] a la propriété d’étre contenue dans I'image de ¢ pour n assez
grand.

Pour ce faire, nous avons besoin des résultats analogues a ceux contenus
dans les propositions 11.2.3 et 11.2.4 :

Proposition 11.4.8. 11 existe une suite réelle (p,) tendant vers 400 et, pour
tout u, un vecteur Y, € w, TW tels que, pour tous (s,t) € R x ST,

ln(s+ pp,t) = eXPyy, (s,t) Y. (s,t).

De plus, limy,—, 4o | Y|l = 0.
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Proposition 11.4.9. Le champ Y,, est dans WP (wy TW) et
i [Vl = 0.

La démonstration de la proposition 11.4.8 est en tous points analogue a
celle de la proposition 11.2.3. Elle utilise le fait que £, est dans 'espace de
solutions M!'"*» (z, 2) pour une homotopie 'y, = (H t , J2) qui est station-
naire pour s < —R et pour s > R, ainsi que la convergence de ¢,, vers (u, )
(au sens du théoréme 11.1.10), cette derniére découlant de la convergence
de A, 0n] vers [A., (u,D)].

La démonstration de la proposition 11.4.9 se fait comme celle de la pro-
position 11.2.4, & ceci prés que la formule de Taylor utilisée dans la démons-
tration (page 473) s’écrit dans ce nouveau contexte

T (V) = T (0) + (dF™ )o(Ya) +N(Vr)-
Le membre de gauche ne s’annule pas puisque

b = exp,, (Yn)€ M (2, 2)

(autrement dit nous avons 1’égalité FTan (Y,) =0, pour A, et pas \,). Pour
compléter la preuve, il faudra majorer comme suit :

Lemme 11.4.10. 11 existe des constantes positives C' et k, indépendantes de n,
telles que

||§FA* ClAn = Al IYallwrs + E[An = Al

Mz» <

Démonstration. Nous avons

157 Vo)l = 57 (V) = T (V)|
oF
< o = Ml [sup S 02,
= |An supV"()\,Yn)
A Lr

Puis, en appliquant le lemme 13.8.1,

!|Sl;p‘7n(/\7Yn) < C|Yallwrs + Hsgpvn(/\ 0

HLP )HLP

Comme, par définition,
8wpn oH

oJ

Vpn (A, 0) est borné en norme infinie. Son support est [—R— p,,, R—p,] x S1.
Il s’ensuit que

V. (A,0) =

n

[V, (X, 0)[| e < k.

Et le lemme est démontré. O
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A Taide de ce lemme et de I’analogue du lemme 13.7.1 pour f}r**, la
proposition 11.4.9 se démontre comme au §11.2, en utilisant le fait que
lim A, = A

La fin de la démonstration de la propriété d’unicité se fait en appliquant
les lemmes 9.6.16 et 9.6.17 a 'opérateur

F,:Rx W'"P(R x S, R*) — LP(R x S, R*™)
et en procédant exactement comme au §11.2.c.
La démonstration du théoréme 11.3.14 est ainsi terminée. O

Ainsi que celle de la proposition 11.2.8. O

11.5. Fin de la preuve de l’invariance de I’homologie de Floer :
démonstration de la proposition 11.2.9

Soient IV = (H',J') et T" = (H"”,J"”) deux homotopies réguliéres joi-
gnant (H%, J%) a (H® J®) pour la premiere et (H®, J®) & (H¢, J¢) pour la
deuxieme. Comme dans les sections précédentes de ce chapitre, ces homo-
topies sont choisies stationnaires pour |s| > R, ou R > 0 est une constante
qui n’est pas fixée une fois pour toutes (elle pourra augmenter au cours de
la démonstration).

La concaténation de I'V et I définit une homotopie I', = (H,, J,) par
les formules

H'(s+p,t,p) sis<0

H,(s,t,p) =
ol ) {H”(s—p,tp) sis>0

J'(s+p,p) sis<O0
Jp(sap) = 7" .

J"(s—p,p) sis=0.
L’homotopie I',, est définie pour p assez grand (p > R) et elle joint (H®, J?)
a (He,J°). Elle est stationnaire pour |s| > R + p. Remarquons qu’a priori,
elle pourrait ne pas étre réguliere. Nous démontrons :

Lemme 11.5.1. Aprés une petite perturbation de I et T (parmi les homo-
topies réguliéres), on pourra supposer que I, est réguliére pour des valeurs
arbitrairement grandes de p.

Il existe donc une suite p,, tendant vers l'infini et telle que I',, est régu-
liere pour tout n.
Pour ces valeurs de p, on pourra définir le morphisme de complexes

@' . CF,(H*, J*) — CF,(H®, J°)
du §11.1.
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Notons que, par la proposition 11.2.8, les perturbations de IV, T du
lemme 11.5.1 définissent les mémes morphismes que o et T respecti-
vement au niveau de I’homologie. Nous garderons donc la méme notation
IV, T pour ces homotopies.

La proposition 11.2.9 est évidemment une conséquence de :

Proposition 11.5.2. 1l existe p tel que I, soit réguliere et tel que les mor-
phismes de complexes O o @ et ®r coincident.

Démonstration du lemme 11.5.1. Considérons I'espace C2° défini au §11.1.b.
Notons €25 le sous-espace formé des fonctions

hiRxS'xW —R

telles que h(s,t,p) = 0 pour |s| < §, § étant un nombre positif quelconque.
Fixons un p; assez grand pour que I',, soit définie. A une fonction h € €%
sont associées deux fonctions h' et h” € C2°, définies par les formules

h(s — p1,t, is<
K (s, t,p) = (s—p1,t,p) sis<p
0 sis>pp

0 _
W'(s,t,p) = o
h(s+p1,t,p) sis=>—p

de sorte que '’homotopie I',, définie par (H' + R/, J') et (H" + 1", J") est
exactement (H,, +h, J,,). Ce qui fait que, pour rendre I',,, réguliere, il suffit
de refaire la démonstration de la transversalité du §11.1.b pour ’espace de

IV IA

perturbations (plus petit) qu’est C2%. La seule petite modification apparait
dans la démonstration du lemme (analogue &) 11.1.9. Si le champ Z n’est
pas nul, alors il existe un point (sq,tg) € (R—{0)} xS tel que Z(so,t9) # 0.
Le reste de la démonstration est identique.

On peut ensuite refaire cette démonstration pour un ps > p1, en choisis-
sant des perturbations h' et h” assez petites pour que I, reste réguliere,
alors I',, et I',, seront régulieres. De fagon analogue, on construit ainsi une
suite p, tendant vers I'infini et telle que I',,, soit réguliere pour tout n. [

Démonstration de la proposition 11.5.2. Soit z € Crit(Ag.). On a, avec les
notations du §11.1.c,

‘1>F"°<I>F'(x)—‘1’ru< > ”F'(Ly)-y>
y€Crit(A ;)
r(y)=p(z)

Z Z ”F/(%y) nr//(y,z) - Z.

2€Crit(Age) yeCrit(Ayp)
n(@)=p()  ply)=p(z)
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Ici, comme au §11.1, n' (z,y) et n' (y,z) sont les nombres (modulo 2)
d’éléments dans MF,(QT, Y), M (y, z) respectivement. Il est bien clair que

la proposition 11.5.2 découle de la suivante. O

Proposition 11.5.3. Soient © € Crit(Apa) et z € Crit(Ape) tels que p(x) =
w(z). Pour tout p assez grand, les ensembles
M (2,y) x M7 (y,2) et M2(2,2)

y€Crit (‘AHb )
w(y)=p(z)

sont en bijection.

Nous allons donc maintenant démontrer la proposition 11.5.3. Voici les
idées de la démonstration. Elle revient (et ce n’est pas surprenant) a

(1) définir, pour p assez grand, une application

Xp U M (z,y) x M (y,2) — M7 (z, 2),
y€ECrit(A ,p)
n(y)=p(z)

(2) montrer qu’elle est injective pour p assez grand,

(3) montrer qu’elle est surjective pour p assez grand.

Pour définir x,(u,v) pour un couple (u,v) € M (z,4) x M (y,2), on
utilise un procédé de recollement, comme aux §§9.4 et 11.3.d : & partir
d’un pré-recollement w, = u#,v, on fabrique une solution ¢(p) € MPe par
la méthode de Newton-Picard.

Comme pour les autres solutions de Floer obtenues par cette méthode,
on obtiendra que ¢, tend vers (u,v) (au sens de la convergence vers les
orbites brisées) quand p tend vers 'infini. Voir le §11.1.c.

Pour démontrer linjectivité de ¢, nous procédons par réduction a
l’absurde. S’il n’est pas vrai que x, est injective a partir d’une certaine
valeur de p, il existe une suite p, tendant vers l'infini et des couples
(Un,vpn) # (U, v),) tels que x,, (Un,vn) = Xp, (ul,,v,,). Comme les suites
(un,vy,) prennent leurs valeurs dans un ensemble fini, en en extrayant si
nécessaire des sous-suites, on peut supposer qu’elles sont constantes, disons
égales & (u,v) et (uv/,v"). En faisant tendre n vers I'infini dans 1’égalité

Xpn (u’ U) = Xpn (ula Ul)7

on trouve que (u,v) = (u',v"), une contradiction.

Pour la surjectivité de ,, le raisonnement est du méme type. Si, pour une
suite p, tendant vers I'infini, il existe £,, qui n’est pas dans I'image de x,, ,
on montre d’abord que lim¥¢, = (u,v) pour un certain couple (u,v) €
MY (2, ) x MT (y, 2) (y € Crit Age, u(y) = p(z)). Puis on applique une
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propriété d’unicité du recollement (comme celle du §9.6) pour montrer que
£, € Im x,, pour n grand et aboutir a une contradiction.
Voici maintenant les détails de cette démonstration.

11.5.a. Définition de x. Soit y € Crit Ay tel que p(y) = p(x). Consi-
dérons un couple (u,v) € M (z,9) x M (y, 2). Le pré-recollement w,
de u et v est défini par la méme formule qu’au §9.3. Comme w,(s,t) =
u(s + p,t) pour s < —1 et wy(s,t) = v(s — p,t) pour s > 1, la définition de
I', =(H,,J,) implique que
ow, ow,
(—as + Jp—at + grad,,, Hp)(s,t) =0 pour |s| > 1.
Cette expression tend vers 0 lorsque p tend vers +o00 en norme €. (et dont
aussi en norme L?). En effet,
li ) =y(t) et lim (H,,J,) = (H J°
ol wp(s,t) =y(t) e p_l)ﬂr_loo( pr o) = ( )
(en norme G2, dans les deux cas).
La solution ¢(p) € MY (z, z) sera obtenue & partir de la solution appro-
chée w, par une formule du type

©(p) = expy,, (7p)-
C’est donc un zéro de
T 0 0
Y (o4 e
s "ot
A Taide de reperes (Z!) construits (& la source et au but de F,) exactement

comme au §9.4, on peut considérer F, comme une application

F,: WHP(R x SL; R?™) — LP(R x S} R™).

+ grad Hp) (exp,, Y).

L’opérateur linéarisé L, = (dF,)o est de la forme

Yi—)%—};+JQ%+Sp~Y,
ot S, est une application de R x S' dans Ms,(R). C’est un opérateur de
Fredholm d’indice 0 puisque p(x) = u(z).
L’analogue de la proposition 11.2.1, qui se démontre de facon identique,
implique alors que L, est bijective, avec un inverse

G,: L’(R x SHR*™) — WHP(R x SY; R*™)

dont la norme est bornée par une constante indépendante de p. Les condi-
tions d’application de la méthode de Newton-Picard (lemme 9.4.4) sont
réunies ; l'estimation analogue a celle contenue dans le lemme 9.4.8, qui
permet de vérifier 'hypothese (2) de 9.4.4, se démontre elle aussi de fagon
identique.
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On obtient ainsi un v, € WH?(R x S'; R?") tel que

@(p) = expy,, Vp € MEe(, 2).

On peut donc définir x,(u,v) = @(p). Et l'on obtient, comme dans le
lemme 9.4.13,

pl{{ﬁw ||’Y,OHW147 =0.

Ce qui implique, exactement comme au §9.4 :

Proposition 11.5.4. L’élément p(p) vérifie

p——+o0 p——+o0

dans CfS.. O

11.5.b. Injectivité de x. Supposons que x ne soit pas injective, c’est-
a-dire qu’il existe des p arbitrairement grands pour lesquels X, n’est pas
injective. Soient donc trois suites py,, (un,vy,), avec

(n o) et (u,vf) € U M (@) x MY (y,2)
y€Crit(A ;)
w(y)=p(z)

et ngrfoo pn =400, (Un,vn) # (u{nvv:z)v Xpn (Un,vn) = Xpn (U;NU;L)

Les suites (u,,v,) et (u),,v!,) prennent leurs valeurs dans un ensemble fini,

n»-n

on peut donc supposer, quitte a en extraire des sous-suites, qu’elles sont
constantes, égales disons & (u,v), respectivement (u',v’), avec

(ua ’U) 7é (u',v/) et Xpn (U7U) = Xpn (u/a vl)'

En utilisant la proposition 11.5.4, on obtient

u(s,t) = lim (x,,(u,v))(s = pn,1)

n—-+oo

lim_(xp,, (@', 0"))(s = pn 1)

n—-+00

=/(s,t)

et de méme v(s,t) = v'(s,t). D’ou linjectivité de x,.

11.5.c. La surjectivité de x. Supposons (toujours en raisonnant par
I'absurde) que, pour des valeurs arbitrairement grandes de p, x, ne soit
pas surjective. Considérons une suite (p,,) tendant vers 'infini et une suite
d’éléments £, € M e (z,2) telle que £, ¢ Im(x,,) (pour tout n). Nous
démontrons la proposition suivante.
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Proposition 11.5.5. 1l existe y € Crit Ay, avec u(y) = p(z) et
(u,v) € M (2,y) x M (y, 2)
tels que, da extraction prés d’une sous-suite,

lm £,(s— pn,t) =u(s,t) et lm £,(s4+ pn,t) =v(s,t)

n—-+00 n—-+00

pour la topologie Cyy,.
Pour la démonstration, nous avons besoin du résultat :

Proposition 11.5.6.

(1) Soit (sn) une suite de nombres réels. Alors la suite £, (s+Sn,t) admet
une sous-suite convergente dans la topologie CY..

(2) Soit £ la limite d’une telle sous-suite. Il existe une constante s, telle
que (s + sx,t) soit solution de l’équation de Floer correspondant a l'un des

couples (H*,J*), (H',J'), (H*,.J*), (H",J"), (H*, J°).

Démonstration de la proposition 11.5.6. Démontrons d’abord le point (2),
en supposant le point (1) démontré. L’application (s,t) — £, (s + sp,t) est
solution de I’équation de Floer correspondant au couple

(Hm Jn) = (Hpn(s + sn,t,p), Jon (3 + Sn,p)).

Rappelons que, par définition, H,, et .J, sont donnés par :

H/(S +pn + 57ut7p) bl S S —Sn
H"(s = pn+ 8n,t,p) sis>—s,

Hn(svtap) = {

J(s4 pn+ sn,p) sis<—s,
J"(s = pn+ Sn,p) sis>—sp.

Jn(S,p) = {

Analysons les différentes limites possibles (pour la topologie C2.) de
(Hy, J,) en fonction du comportement de la suite (sy,).

Dans la cas particulier ou s,, = —py,, il est évident que (H,,, J,,) tend vers
(H',J'). De méme, lorsque s, = pp, (Hy, Jy,) tend vers (H”, J"). La limite ¢
sera donc une solution de I’équation de Floer correspondant & IV = (H', J’)
dans le premier cas et & I'" = (H”,J") dans le deuxiéme.

Comme ’énoncé de (2) permet d’ajouter une suite convergente a (s,,), il
reste & analyser les cas ou les suites (s, & p,) sont divergentes :

— si lim(s,, + pn) = —00, c’est-a-dire si s, € —py,, on obtient facilement

lim (anJn) = (Ha,Ja)’

n—-+4oo
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— sl limy— oo (Sn + pn) = +00 et limy, 4 oo (S5 — prn) = —c0 (autrement
dit si —p, < 8, < pn, en analysant séparément les cas ol (s,) tend vers
—00, est convergente ou tend vers +00, on trouve

lim (H,,J,) = (H® J),

n—-+o0o
— si lim(s,, — pn) = 00, cest-a-dire si s, > py, on a

lim (Ho,Ju) = (H",J°).

Nous avons ainsi démontré le point (2), passons maintenant au point (1). On
reproduit tout d’abord la démonstration de la proposition 6.6.2 (borne sur le
gradient dans la démonstration du théoréme de compacité) pour démontrer
qu’il existe une constante A > 0 telle que

Vp, VEe M (x,2), V(s,t) e R xS, |gradg,, | < A

(ici, ||-|| désigne n’importe quelle norme sur TW — elles sont toutes équi-
valentes puisque W est compacte — par exemple celle venant de R™).

Si une telle constante n’existait pas, on obtiendrait, comme dans la
démonstration de la proposition 6.6.2, une courbe J-holomorphe v, ce qui
conduirait a une contradiction comme dans le lemme 6.6.4. La structure J
re.) d’'une suite J, ,
elle est donc, soit égale a J,, pour un p, > 0 (et dans ce cas dépend de s),
soit égale & JP. L’inégalité ci-dessus est donc satisfaite par £,, pour tout n et
également par les éléments de la suite (€,,(s + sn,?)). Ces derniers forment
une famille continue, ce qui permet d’appliquer le théoreme d’Ascoli et de

dont il est question ici est la limite (pour la topologie €

[ee]

trouver une une sous-suite qui converge pour la topologie C{¥,

limite /.

Le point (2) montre alors qu’il existe une constante s, € R telle que
£(s+s,) soit solution, au sens faible, d’une des équations de Floer énumérées
dans Iénoncé de la proposition. La régularité elliptique (le lemme 12.1.1)

vers une

implique alors que £ est de classe C*° et que la convergence de £,,(s + sp,t)
vers £ a bien lieu au sens C..
La démonstration de la proposition 11.5.6 est ainsi terminée. O

Pour finir de démontrer la proposition 11.5.5, nous utiliserons un ar-
gument de convergence vers une orbite brisée analogue a celui qui nous
a déja servi au §9.1.c. Plus précisément, une démonstration analogue a
celle du théoréme 9.1.7 donne l'existence de suites (s¥) pour 0 < k < m,
telles que — a extraction preés d’une sous-suite — pour tout k, la suite
0, (s + sk t) converge vers une limite £ € C(zy,Txr1) OU g = T et
Tm+1 = z. L’énoncé (2) de la proposition 11.5.6 montre que, quitte & chan-

ger les suites (s¥),, en leur ajoutant des constantes, les limites ¢¥ sont des
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solutions des équations de Floer correspondant & un des couples (H®, J%),
(H',J"), (H®,J°), (H",J"), (H¢,J¢). Les lacets x;, sont donc des points
critiques de Aga, Age ou Age.

D’autre part, s’il existe une limite ¢, qui est une solution non constante
en s de 1'équation de Floer associée a (H?,J%), (H®, J*) ou (H®,J¢), on
déduit que p(zx) — p(zk41) > 1 (comme dans le corollaire 11.1.11) et done
que p(xz) — u(z) > 1, contrairement & 'hypothése faite (u(x) = p(z)).

Remarque 11.5.7. 11 faut remarquer ici que ’on ne peut pas écarter d’éven-
tuelles solutions de I’équation de Floer qui seraient constantes par rapport
a s, puisqu’on ne peut pas exclure le cas ot I'une des homotopies I, T"”
ouI', est triviale.

Il se pourrait aussi qu’il y ait une égalité entre des couples (H®, J%),
(H®,J?), (H¢,J¢) (sans que ’homotopie joignant deux couples identiques
soit nécessairement triviale). Cela force a considérer des cas d’égalité
entre x, y et z.

Revenons a notre démonstration. Supposons que, parmi les limites
', ..., 0™, il y en ait une, disons ¥, qui ne soit pas constante en s. D’apres
la démonstration du point (2) de la proposition 11.5.6, on peut supposer
k)n) que £% est solution de
I'équation de Floer associée a IV ou I', et que s* = —p, ou sk = p,.
D’autre part, la démonstration du théoréme 9.1.7 donne des suites s* qui

ont la propriété

(quitte & ajouter une constante a la suite (s

k1 k

lim s, s, = +o00.
n—-+oo
Il y a donc au plus deux limites /% comme ci-dessus, une pour s¥ = —p,,,

I'autre pour s¥ = p,, : en effet, de telles suites devraient (d’aprés Iénoncé (2)
de la proposition 11.5.6) différer de —p,, ou de p, par des suites bornées
(rappelons qu’il n’existe pas de ¢¥ non-constante en s, solution de Floer
associée a (H?, J%), (H®, Jb) ou (H¢, J°)).

Donc la trajectoire brisée vers laquelle converge la suite ¢,, est composée
de solutions de I’équation de Floer constantes en s et d’au plus une tra-
jectoire associée & T (pour la suite s, = —p,) d’une associée & T (pour
Sn = pn). Toujours grace & la proposition 11.5.6, si

u = lir+n lo(s— pn,t) et v= liIJIrl Lo (s 4+ pn,t),

alors
we MY (2, y) et veM T (y", ")
pour
x € CritAge, o,y" € CritAgs, 2" € CritAge.

Nous voulons montrer que ' =z, y' = 3" et 2" = 2.
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Si, dans la trajectoire brisée qui est la limite de £,,, il y a deux trajectoires
¢ € C(z,y) et £ € € (y, z), non constantes en s, alors, d’apres ce qui
précede, £ = u et £ = v, donc

ue M (z,y) et wve M (y, 2),

ce qui finit la démonstration (comme il ne peut y avoir plus de deux trajec-
toires non constantes en s, le point d’arrivée de ¢ coincide avec le point de
départ de ¢").

Supposons maintenant qu’il n’y ait qu’une trajectoire de Floer non
constante ¢ € C>(z,z) dans la limite de £,. Cette trajectoire £ est donc
égale & u ou a v. Supposons, sans restreindre la généralité, que £ = u. Ainsi,

lm £ (s — pn,t) =u e M (z,2).
n—-+00

Avec les notations de la démonstration du théoreme 9.1.7 sur les trajectoires
brisées, il existe s* € R tel que le lacet u(s,-) € B(z,¢) pour s > s* et par
conséquent le lacet £,,(s* — pp,-) est lui aussi dans la boule B(z,¢) pour n
assez grand.

La démonstration du théoréme 9.1.7 implique alors que £,,(s,-) € B(z,¢)
pour tout s > s* — p,. Autrement, il y aurait une autre trajectoire non
constante dans la limite (construite comme dans cette démonstration). Cela
implique que, pour v(s,t) = limy,— 400 €n (S + pn,t), v € JV[F”(z, z) (en fait,
cette trajectoire est constante égale & z si 'on choisit € assez petit). Ceci
termine la démonstration de la proposition 11.5.5 dans ce cas aussi.

Remarque 11.5.8. La difficulté vient ici du fait que la seule définition de
la convergence vers une trajectoire brisée, telle que donnée dans 1’énoncé
du théoréme 9.1.7, ne garantit pas ici une limite unique(®. Il faut donc
ici faire appel a la démonstration de ce théoréeme pour construire la limite
(01, ..., 0™) considérée ici.

Enfin, si toutes les trajectoires dans la limite de £, sont constantes, dans
C>®(x, z) (en particulier, alors, = z), la démonstration du théoréme 9.1.7
dit que ¢,,(s) € B(x,¢) pour tout s. En particulier,

u(s,t) = lirf ln (s — pn,t) € MF/({E,Z)
et v(s,t) = lirf Un(s+ pn,t) € MY (2, 2).

Ici on pourrait aussi montrer que u est constante égale a x et v aussi, en
choisissant € assez petit pour que toutes les trajectoires non constantes en s
de M (z,z) et MY (z, ) quittent B(z,e).

La démonstration de la proposition 11.5.5 est terminée. O

(2) Contrairement au cas traité par le théoréme 9.1.7.
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Nous avons maintenant une suite ¢, ¢ Im(x,, ) et telle que
Hm £y (s — pn,t) = u(s, t) € MY (2,)
n—-4o0o

et Hm £y (5 + pn,t) = v(s,t) € MY (y, 2).

n—-+oo

Pour obtenir une contradiction, montrons :
Proposition 11.5.9. Pour n assez grand, £y, = X,, (u,v).

La démonstration suit le schéma de celle de I'unicité du recollement (dans
le théoréme 11.1.16). Nous montrons un analogue de la proposition 11.2.3 :

Proposition 11.5.10. Pour n assez grand, il existe Y, € wy T'W tel que

gn = expwpn Yn et nll}liil:loo ”Y"”oo =0.

Puis nous montrons, comme dans la proposition 11.2.4 :

Proposition 11.5.11. Le champ Y, est dans lep(w;nTW). De plus,
hmn—>+oo HY;L”WLP =0.

Enfin, nous terminons la démonstration en utilisant la partie unicité de
la méthode de Newton-Picard (lemme 9.4.4).

Démonstration de la proposition 11.5.10. Commengons par un lemme :

o0
loc*

Lemme 11.5.12. La suite (¢,,(s,t)), converge vers y(t) dans la topologie C

Démonstration. Remarquons que, pour s € [—p, + R, p, — R], on a

(H,,,J,,)=(H" J).

pn Y pn
Donc, la restriction de £,, & € [—pn + R, p, — R] x S* est une solution de
I’équation de Floer associée a (H?, J%). En particulier, la fonction

s ‘AHb(gn(S))

est décroissante sur cet intervalle.

Notons a la limite (d’une sous-suite convergente) de ¢,,, dont ’existence
est assurée par 'assertion (1) de la proposition 11.5.6. La démonstration de
lassertion (2) de cette méme proposition implique que

a € MIT(y,y") pour des ',y € Crit Ag.
Fixons s > R et ¢ < —R. Pour n assez grand, on a o+ p,, > s. On en déduit
Am(a(s) = Tm Ay (6a(s))
> lim A (bo(o + pn))

n—-+4oo

= Ape (v(0)).
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En faisant tendre s vers +o0o et o vers —oo, on trouve

A (") > Ao (y).
De méme

Amo(a(o)) = Tim_ A (6 (o))

n—-+4oo

< lim Aps(a(s — pn))

n——+00
= Ag (u(s)).

On fait de nouveau tendre s vers +0o et o vers —oo et on trouve

A (y') < A (y)-
Mais Ay (y') > Ags (y"), de sorte que

Apgpo (Z/I) =Am» (y") = A (y),

donc a est constante en s (et plus précisément a(s) = y) puisque les valeurs
critiques de Agv ont été supposées distinctes. O

Supposons que les solutions u et v ne soient pas constantes en s. Choisis-
sons des boules B(x,¢), B(y,d) et B(z,0) dans 'espace des lacets LW, qui
satisfont aux propriétés du lemme 9.6.11. Quitte & diminuer § si nécessaire,
on peut également supposer que les lacets u(0) et v(0) ne sont contenus dans
aucune de ces boules. Elles ne contiennent pas d’autres lacets de Crit Aga,
Crit Agev et Crit Age que z, y et z respectivement.

Gréce au lemme que nous venons de démontrer, nous savons que £(0) €
B(y,0) pour n assez grand. Comme dans la démonstration de la proposi-
tion 9.6.3, définissons

o, =sup{s>0]¢,([-s,0]) C B(y,d)}

Tn =sup{s > 0] ¢,(]0,s]) C B(y,0)}

o, =inf{s > 0] ¢,(] — o0, —s]) C B(xz,8)}

71 =1inf {s > 0] £,([s, +o0]) C B(z,6)}.
Comme lim ¢,,(—py,) = «(0) et lim ¢, (p,,) = v(0), on déduit que

—0l < —pn < —0p et Ty < pn < T
La construction de ces suites implique également que
ln(0n), bn(T0) € 0B(y,98), Ln(o)) € OB(x,8), L,(7),) € B(z,9).
D’ou 'on déduit :
/ !/

Lemme 11.5.13. Les suites (pn, — 0y), (pn —00,), (pn — Tn) €t (pn — 7)) sont
bornées.
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Démonstration. Supposons que (o), — p,,) tende vers +oo. Alors, par la pro-
position 11.5.6, la suite ¢, (s — o7,) converge vers ¢, solution de I’équation
de Floer associée a (H®, J*) (voir au besoin la démonstration du point (2)
de 11.5.6). Par ailleurs, la définition de o/, implique que £(s) € B(z,d) pour
tous les s négatifs, ce qui entraine que

0e MU (2,y') pour un y € Crit Ay

Comme £(0) € 9B(x,d), on sait que y' # x. Mais ce n’est pas possible,
puisque nous avons démontré (lorsque nous démontrions la proposi-
tion 11.5.5) que la trajectoire brisée vers laquelle tend ¢, ne peut pas
contenir de trajectoires non constantes de 1’équation de Floer associée a
(H*, J%).

Supposons maintenant que o,, — p,, tende vers —oo. Toujours en utilisant
la proposition 11.5.6, la suite (£, (s—0,)) converge vers une limite ¢ solution
de I’équation de Floer associée a (H?, J®). Nous avons

(0) = lim ¢,(0,) € 0B(y,9).

n—-+4oo

Par ailleurs o, tend vers +oo (sinon, si o, est bornée, comme £,, converge
>, £n(0y) ne peut pas appartenir & 0B(y, 9)).

Soit s > 0. Pour n assez grand, on a s —o,, € | —0,,0], donc £, (s—o0y,) €
B(y,9), d’ou £(s) € B(y,d). On en déduit que ¢ est une solution non
constante de I’équation de Floer associée a (H®,J?). Elle apparait dans

la trajectoire brisée qui est la limite de ¢,, (cette trajectoire commencerait

vers y dans C

par u, £). Cela est impossible, comme précédemment.
On procede de maniére analogue pour démontrer les assertions sur 7,
/
et 7). O

Soit A > 0 et tel que toutes les suites de 1’énoncé précédent prennent
leurs valeurs dans [—A, A] et tel que
u(s) € B(x, ) pour s < —A, u(s) € B(y,d) pour s > A,
v(s) € B(y,d) pour s < —A et w(s) € B(z,06) pour s > A.

Comme dans la démonstration de la proposition 9.6.3, on découpe R en
plusieurs intervalles et on définit Y,,(s) pour s dans chacun des intervalles :

(1) Si s < —pp, — A< —0), alors £,(s) € B(x,?),
W, (s) =u(s+ pn) € B(z,0)

et on utilise le lemme 9.6.11.
(2) Si—p,—A<s<—p,+A, on utilise le fait que ¢,,(s — p,) tend vers
u(s) uniformément sur s € [—A, A].



422 CHAPITRE 11. HOMOLOGIE DE FLOER : INVARIANCE

(3) Si—pp,+ A< s<p,—A,alors —o, < s < T,, donc ¢,(s) € B(y,0).
Puis
u(s+pn) et v(s—pn) € B(y,d),

donc w,, (s) € B(y,d) (toujours par le lemme 9.6.11). On utilise ce lemme
pour définir Y,.

(4) Si p, — A < s < pp+ A, on utilise le fait que £,(s + p,) tend vers
v(s), uniformément sur s € [—A, A].

(5) Sis > pn+A>71),0nal,(s) € B(z,0) et wy, (s) =v(s—pn) €
B(z,0) ce qui nous permet de définir Y, en utilisant, toujours, le
lemme 9.6.11.

Cela termine la preuve dans le cas ot u et v ne sont pas constantes en s.
Si I'une des deux solutions (ou toutes les deux) est (sont) constante(s), la
preuve se simplifie. Supposons par exemple que v soit constante en s (en
particulier, alors, y = z). La preuve du théoréme 9.1.7, qui construit la
trajectoire brisée limite de £, implique alors que ¢,,(s) € B(z,d) pour tout
s > s* — p, (pour une certaine constante s*). Le pré-recollement w,, (s) a
évidemment la méme propriété, puisque, pour s > —p,, + A4,

u(s+pn) € B(y,8) = B(2,0) et v(s—pn) =y=2z¢€ B(z,0).
11 suffira donc de définir Y;, pour les intervalles décrits dans (1) et (2) et

cela se fait de fagon analogue. O

La démonstration de la proposition 11.5.11 se fait exactement comme
celle de 11.2.4 au §9.6.c. Le fait que

Y, € WHP(wXTW)

résulte (de I'analogue) du lemme 9.6.13 (démontré de fagon identique).
Pour montrer que lim ||Y;,||;1., = 0, on fait une estimation, comme dans
la preuve de la proposition 11.2.4, a 'aide (de ’analogue) du lemme 13.7.1.
Notons que le lemme 9.6.14 est ici inutile (puisque u(z) = p(y) = p(z), donc
W,, = 0), Pestimation de la norme W1? de Y,, est plus facile & obtenir. [

Fin de la démonstration de la proposition 11.5.9. Nous voulons démontrer
que, pour n assez grand,

En = Xﬂn (uv 7}),
autrement dit que
exXp,,, Yn =exp,  Yp,,

c’est-a-dire Y;, = v, . Nous savons que

?pn (Yn) = ?Pn (’ypn) =0
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et que L,, = (dF,,)o est bijective comme nous 'avons vu au §11.5.a.
Mais nous ne pouvons pas appliquer directement le théoreme d’inversion
locale puisque la taille du voisinage sur lequel F,, est bijective pourrait
décroitre lorsque n croit et Y,, pourrait n’étre pas contenu dans ce voisinage.
Nous utilisons le lemme d’unicité 9.6.16 qui affirme que la solution ~,, de
Fp, (Y) = 0 obtenue par la méthode de Newton-Picard est la seule dans une
boule B(0,¢p), la constante £y ne dépendant pas de n.

Donc, comme la norme WP de Y;, tend vers 0, on a Y, = Yp. €t la
démonstration de la proposition 11.5.9 est terminée. O

Nous obtenons donc la surjectivité de x, pour p assez grand, qui nous
manquait pour finir la démonstration de la proposition 11.5.3. O

Celle-ci implique, trivialement, la proposition 11.5.2 : le lemme 11.5.1
affirme que I', est régulicre pour des valeurs arbitrairement grandes de p et
la proposition 11.5.3 implique que, a partir d’une certaine valeur de p,

@Fp _ (PF/ o (PF”

si le membre de gauche est défini.

Enfin, la proposition 11.5.2 implique évidemment la proposition 11.2.9,
qui était 'objectif de cette section. Les propositions 11.2.8 et 11.2.9 en-
trainent l'invariance de I’homologie de Floer par rapport au choix d’un
couple régulier (H,J).

11.6. Conclusion

Nous avons réalisé les objectifs du plan énoncé au §6.2 (page 146) et
démontré la conjecture d’Arnold.

Il faut signaler que I’homologie de Floer et ses diverses parentes ont bien
d’autres applications a la géométrie symplectique et de contact que cette
conjecture. La deuxieme partie de ce livre constitue, en fait, un point de
départ pour les lecteurs intéressés par les aspects modernes de la topologie
symplectique. Pour ceux qui voudraient poursuivre la route, voici quelques
directions et références.

Tout d’abord, I’étude des sous-variétés lagrangiennes des variétés sym-
plectiques, déja entreprise par Floer dans [24], voir aussi les travaux de
Oh [53, 54, 55], Seidel et Fukaya [28, 64, 65], et, plus prés de nous, ceux
de Damian [19] et Gadbled [29].

Puis, la généralisation de notre construction au cas des variétés symplec-
tiques a bord de type contact. Dans ce cas, ’homologie de Floer n’est plus
isomorphe a celle de Morse comme ici, mais prend en compte les caractéris-
tiques fermées du bord. Ceci mene vers I’homologie symplectique développée
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par Viterbo [71] (voir aussi Particle de Oancea [52], et celui de Cieliebak et
Frauenfelder [17]).

Une autre branche va vers ’étude des variétés de contact. Une variante
de la construction de Floer, pour les variétés symplectifiées des variétés
de contact, donne une « homologie de contact », engendrée par les tra-
jectoires périodiques des champs de Reeb de la variété. Cette théorie est
due & Eliashberg, Givental et Hofer [22]. Voir également les travaux de
Bourgeois [12].

Mais ce serait le sujet d’un autre livre.



CHAPITRE 12

LA REGULARITE ELLIPTIQUE DE
L’OPERATEUR DE FLOER

12.1. La régularité elliptique : pourquoi et comment ?
Nous avons invoqué & plusieurs reprises, sous le nom de « régularité el-
liptique », la régularité des solutions de ’équation de Floer
ou ou
ds ot

Tout d’abord, au chapitre 6, nous en avons eu besoin pour montrer la com-

+ J(u)—= + grad H(u) = 0.

pacité de l'espace M des solutions d’énergie finie (précisément, la proposi-
tion 6.5.3). L’énoncé utilisé est :

Lemme 12.1.1 (régularité elliptique). Soit U un ouvert de C. Toute suite (uy,)

de solutions de classe C*° de l’équation de Floer
ou ou
()=
0s +J(w) ot

définies sur U et satisfaisant a

+ grad Hy(u) = 0,

sup ||grad tn|| ooy < M
neN

(pour un certain M réel), a une sous-suite qui converge uniformément avec
toutes ses dérivées sur tout compact de U wvers une limite qui est donc de
classe C°.

Ensuite, dans la démonstration du théoréme de transversalité 8.1.2,
page 240, nous avons également fait appel a la régularité elliptique pour
justifier le fait que les solutions de I’équation de Floer dans I'espace de type
Sobolev PLP(x, ) sont de classe C> et que la topologie induite par celle de
PLP sur cet espace de solutions est la méme sur celle de M, c’est-a-dire la
topologie € (P1P(z,y) est défini par 8.2.2).

loc
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Par la suite, 'argument de régularité elliptique est apparu dans les
situations similaires que nous avons eu a envisager : au chapitre 9 pour
prouver que les solutions PLP produites par le recollement sont de « vraies »
solutions et convergent vers une trajectoire brisée dans la bonne topolo-
gie (lemme 9.4.17), puis au chapitre 11, ot des énoncés de compacité,
transversalité et recollement sont prouvés dans un cadre plus général, ou
la structure presque complexe J et le hamiltonien H dépendent de s et
quelquefois d’un autre parametre .

On voit donc que la régularité elliptique intervient dans toutes les étapes
de la construction de I’homologie de Floer. C’est pourquoi nous allons don-
ner des énoncés rigoureux et des démonstrations détaillées de ces propriétés
dans ce qui suit. Nous avons utilisé principalement [45].

12.1.a. Enoncés de régularité elliptique (linéaire). Les énoncés de
régularité elliptique auxquels il a été fait référence dans ce texte sont appa-
rentés au théoreme :

Théoréme 12.1.2. Soit p > 1 et soit U C C un ouvert. Soit f € WEP(U)
et soit u € LY (U) une solution faible de du = f. Alors u € W),
De plus, pour tout ouvert relativement compact V- avec V. C U, il existe une

constante C = C(k,p, K,U) telle que

lullwrsrory < C (I lwroqy + el o ) -

Nous démontrons ce théoreme au §12.3. Une de ses premieres consé-
quences est I’estimation suivante, utilisée dans le chapitre 8, et qui est ’ana-
logue, pour l'opérateur L, du théoreme 12.1.2.

Théoréme (lemme 8.7.2). Soit p > 1, soit S : R x S — End(R*") une
application continue avec lim, .4, S(s,t) = ST(t) et soit enfin
L: WY (R x SY; R?*") — LP(R x S'; R*")
Uopérateur de Cauchy-Riemann perturbé
oYy oYy

y=2 15,2 15.y.
98 +J08t + S

1l existe une constante C > 0 telle que

VY € WHP(R x SHR™), Yy, < C LY Il + V]2 -

Plus généralement, si Y et LY sont dans L?, alors Y € W1P et I’égalité
ci-dessus a lieu.

Nous le démontrons au §12.2. Nous utilisons aussi le théoreme 12.1.2
pour obtenir un résultat de régularité pour le linéarisé de 'opérateur de
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Floer (que nous avons utilisé dans les démonstrations du lemme 8.5.1 et la
proposition 8.7.1).

Théoreme 12.1.3 (régularité elliptique, version linéaire). Soit L [’opérateur

0 0

L= 55+ JOa +S, avec S € C®(R x S';End(R*")).
On suppose que
. ) S

Sgrinoo S(s,t) = Si(t) et sgrinoo —s(s,t) =0.
SiY € LP(R x SH,R?") est tel que LY = 0 au sens des distributions,
alors Y est de classe C® et Y € WHP(R x S, R?™). Sip > 2, alors de plus
Y € WH(R x S*; R?™) pour tout ¢ > 1.

Démonstration du théoréme 12.1.3. Comme Y est dans LP,
Y = —-SY € LP(R x S, R*").
En utilisant le théoréeme 12.1.2, on trouve donc que Y € WP donc SY €

loc

le’cp. Par le méme théoréme, on a donc Y € Wli’cp et, par récurrence,
Y € I/Vllch pour tout & € N (c’est un bootstrapping elliptique). En utilisant le
théoreme 16.4.9, on en déduit que Y est de classe C*°. Le théoréme précédent
(aussi connu sous le nom de lemme 8.7.2) nous donne le fait qu'elle est
dans WP,

Supposons maintenant que p > 2. En procédant ensuite comme dans ce
qui précede, pour obtenir que Y € W4(R x S1) pour tout ¢ > 1, il suffit de
montrer que Y € LI(R x S') pour tout ¢ > 1. Comme Y est de classe €,

une propriété de décroissance exponentielle
|V (s,1)]] < e™l*l Vs, pour une constante § > 0

suffit. Or le théoreme 8.9.1 nous garantit cette propriété des que la fonction

1
SH/ 1Y (s, )| dt
0

ne tend pas vers U'infini pour s — t+o0. Vérifions donc que notre Y satisfait
a cette propriété. L’inégalité de Holder donne

/ Y G0l di < (/ G ol dt)z/p.

Dongc, si fol 1Y (s, t)||>dt tend vers Dinfini, il en est de méme de fol IY (s,t)||Pdt,
ce qui est exclu par le fait que

+o00 1
[ [ ol deds = vz, < +x.
—oo JO

Le théoreme est ainsi démontré. O
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12.1.b. Enoncés de régularité elliptique (non linéaire). Les proprié-
tés de régularité elliptique « non linéaire » sont englobées dans I’énoncé qui
suit :

Proposition 12.1.4. Pour p > 2, une solution u € Wi)’cp(R x SL:W)
de l’équation de Floer est de classe C*°. Sur [’espace des solutions
u € VVllof(R x St W), les topologies I/Vlif et C°. coincident.

La notation VV&)C”(R x S1: W) apparait ici pour la premiére fois ; nous en
précisons la signification plus bas. Remarquons aussi que, contrairement aux
énoncés précédents, la régularité elliptique non linéaire nécessite I’hypothese
p > 2. Voici quelques explications.

Pourquoi supposer p > 27 Dans tous les énoncés de régularité, il s’agit
de démontrer qu’une solution faible (solution au sens des distributions) est
une vraie solution de classe €*°. Dans notre cas, par hypothese, la solution
est dans un espace de Sobolev WP(R x S1). Comme nous I’avons expliqué
au § 8.2, supposer p > 2 nous garantit, via le théoreme de Rellich 16.4.6, que
cette solution est continue. Du méme coup, ceci nous permet de travailler
en coordonnées locales.

La régularité d'une solution u : R x S' — W se lit dans des cartes
de W. Mais d’autres propriétés dont il est question ici, comme par exemple
Pintégrabilité LP (méme sur des compacts) ne sont pas invariantes par
changement de carte. En revanche, si u est dans WP(R x S1; R?") et si
¢ : R?" — R2" est continue, alors, pour p > 2, pou € Wli’p(R x SHR2"M).

C

En effet, pou est dans L. (R x S'; R?") du fait de la continuité de u, puis

loc

K0 () (22) € 1 (R x 8 R
(et de méme pour la dérivée par rapport & t) comme produit d’une fonc-
tion continue et d’une fonction L¥ . Par conséquent, nous pouvons définir
I'espace W1P(R x S; W) comme le sous-espace des fonctions continues qui
sont représentées en coordonnées par des fonctions W1P(R x S1; R?"). Une
alternative équivalente est de plonger W dans R™ et de considérer les fonc-
tions V[/licp (R x S R™) qui prennent leurs valeurs dans W (la définition
ne dépendra pas alors du plongement choisi).

Ce n’est pas la seule raison de supposer p > 2. L’ingrédient principal
de la démonstration de tous ces énoncés de régularité est un argument
de « bootstrapping elliptique » qui affirme que si une solution est dans
WP(R x ST, R?"), alors elle est aussi dans Wit (R x §1; R?"). La régu-
larité de la solution est alors conséquence du théoréme 16.4.9. Nous avons



12.1. LA REGULARITE ELLIPTIQUE : POURQUOI ET COMMENT ? 429

vu cet argument énoncé dans le théoréme 12.1.2 et appliqué dans la démons-
tration de la régularité elliptique linéaire (le théoréme 12.1.3). Dans le cas
non linéaire la condition p > 2 s’avere essentielle pour pouvoir I’établir. 11
est énoncé dans le théoreme 12.1.5 et démontré au §12.4.c.

La démonstration du lemme 12.1.1 s’appuie sur la proposition 12.1.4 mais
elle n’en est pas une conséquence immédiate. Ceci parce que ’application
du théoréme d’Ascoli fournit une limite pour la suite (uy,) qui est seulement
continue. Pour démontrer que cette limite est dans Wl})’f afin de pouvoir lui
appliquer la proposition 12.1.4, il faut encore utiliser le fait que la suite des
lgrad u, || est uniformément bornée. Ce fait sera démontré au §12.4.

La proposition 12.1.4 donne l'argument de régularité requis dans la
démonstration, page 240, du théoreme 8.1.2, et cela parce que, par dé-
finition, Pespace P'P(z,y) est contenu dans W,-P(R x S%; W) (voir la
définition 8.2.2 de PLP, des cartes y sont données explicitement). Il nous
suffira donc de démontrer cette proposition.

La démonstration que nous donnerons s’appuie sur un énoncé semblable
a celui du théoréme 12.1.2. Pour commencer, en prenant un nombre fini
de cartes dont les domaines recouvrent W, on peut se ramener au cas ou
W = R?". L’application u € W1P(R x S*; R?") est donc solution de

ou ou

Ici, J et H sont de classe C* et peuvent dépendre de s (comme au cha-

+ grad Hy(u) = 0.

pitre 11), sans que cela influe sur la démonstration. Posons

J(s,t) = J(u(s,t)) et h(s,t) =grad Hi(u(s,t)).
En utilisant la continuité de u, on voit facilement que

J e WP(R x SYEnd(R*)) et he WEP(R x S, R?™).

ocC oc

Plus généralement et sans davantage de difficulté, on prouve que J et h ont

la méme régularité que u : si u € I/Vlicp(R x ST R2"), alors

J e WrP(R x SLEnd(R*™)) et he WEP(R x ST, R™™).
L’énoncé qu’il faudra démontrer est :

Théoréme 12.1.5. Soient k >0, p > 2, J € WrEU2(R » 51 End(R>"))
vérifiant J? = —1Id et h € Wlﬁ’cp(R x SLR?™). Siu e LY (R x SY;R?™)
est solution (au sens des distributions) de

ou ~0u
%“FJE-Fh—O,

alors u € W IP(R x ST, R2™).

C
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Soient V.C U C R x S deuzr ouverts relativement compacts et co > 0
tels que

||J||Wmin(k,1),p(U) < .

Alors il existe une constante C (dépendant de U, V, co, p et k) telle que,
pour tout £ € {0,...,max(k —1,0)}, on ait

llesny < € (Illwenq) + lllipen @) -

12.1.c. Un fil d’Ariane. Les six énoncés précédents constituent un nou-
veau dédale. Pour aider les lecteurs a s’en sortir, nous proposons un nouveau
plan.

/N

12.1.2 12.15
0 généralise O
z ¥ N
[12.1.3]<(8.7.2] [12.1.4]=>] 12.1.1 |
linéaire non linéaire

— Nous avons démontré que 12.1.2 et 8.7.2 = 12.1.3.

— Au §12.2, nous démontrerons que 12.1.2 = 8.7.2.

— Au §12.3, nous démontrerons que 16.5.8 = 12.3.1 = 12.1.2.

— Au §12.4, nous démontrerons que 12.3.1 = 12.1.5 = 12.1.4 et que
12.1.5 et 12.1.4 = 12.1.1.

12.2. Démonstration du lemme 8.7.2

Soit K c R x S' un compact et soit U O K un ouvert. Alors,
d’apres 12.1.2, il existe une constante Cy (K, U) telle que

¥ llw ooy < o (I8Y [ oy + ¥ L)) -
Comme
19Y 1| 2oy < MY W io oy + IS Nl ooy »

on en déduit

1Y sy < Co (I oy + 1Y Lo ) -
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Supposons maintenant que S(s,t) = S(t) et montrons I'inégalité annon-
cée dans ce cas. Nous avons, d’apres ce qui précede

1Y I oesty < Cs (1LY ooty + 1Y 12y

pour une certaine constante C3 > 0. Comme S ne dépend pas de s, 'opé-
rateur L est invariant par translations en s, au sens ou

L(Y (s + s0,1)) = (LY )(s + 50, 1).

On en déduit, comme dans la démonstration de la proposition 8.7.3
(page 262) que, pour tout k € Z,

1Y o eragesty < Cs (1LY oot oty + 1Y oo oot pszicsn ) -
En appliquant l'inégalité (a + b)P < 2P(a? + bP), on obtient

1Y Ity < 2768 (1LY 1o ecs iz + 1Y I uosipasn) ) -

On somme ensuite sur tous les entiers k& et on trouve

1Y By < Cs (IEY Wmsty + 1Y s )

P
< O (ILY sty + 1Y o))
et donc 'égalité espérée dans le cas ou S ne dépend pas de s. Revenons
maintenant au cas général. Appelons D* les opérateurs de Cauchy-Riemann
perturbés associés respectivement a ST (t). Soit € > 0. Si M > 0 est assez
grand,
|S(s,t) = ST(t)|| <& pours>MetteS

et |S(s,t) = S™(t)|| <e pours<—MetteS"
Par conséquent, sur WHP([M + oo x S1;R?™), on a |L — DT||P <e.

Soit Y € WHP(R. x S1), & support dans {s > M}. On a (d’aprés ce que
nous venons de faire pour S indépendante de s) :

Y o < Cs ([ DY, + 1Y 1 L0)
= Cs (1D Y o ag sty * 1Y zrres))

< Cs (1LY o qat,sootxsy + € 1Y I aroopwist) + 1Y lnmcsn))
= Cs (1LY Il + € 1Y lyr + 1Y)

Pour ¢ assez petit (e < 1/2C5), 'inégalité de ’énoncé est satisfaite par Y et,
de maniere analogue, c’est aussi le cas si le support de Y est dans {s < —M}.

Supposons maintenant que Y soit & support dans {|s| > M }. On le dé-
compose comme une somme Y = Y1 + Y~ de deux termes Y & support
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dans {s > M} et Y~ a support dans {s < —M}. Bien sfr,
Y= IVl et [JLY S, < 1LY L.
donc on a

¥l < 1Y s + 1Y i
< Co (1Yl +11ZY [l + Yl + 1Y)
<2Cs (1LY | o + 1Y [l o) -
Considérons ensuite le cas d’'un Y a support dans {—M — 1<s<M + 1}.

L’argument utilisé au début de la preuve donne une constante C' (dépendant
de M) telle que

HY”WLP = HY”WLP([—Mfl,MJrl]><Sl)
< Cr(ILY [l o + Y[l o) -

Utilisons pour conclure une fonction plateau §: R — [0, 1] qui s’annule
pour |s| < M +1 et qui vaut 1 pour |s| < M. Ecrivons Y = Y + (1 - 3)Y,
de sorte que les deux morceaux, Y et (1 — )Y satisfont I'inégalité de
I’énoncé. Remarquons que

ILBY )| Lo = 1B(s)LY + 5'(s)Y ||
SLY Nl + K

et de méme pour L((1 — B)Y), avec K = sup,cg |6'(s)|. Mais alors
Yl < 18Y s + (1= B)Y [l
< 2C7 (1LY || o + K (Y[l o)
< C(LY e + Y[l )

ce qui achéve la démonstration du théoréeme. O

12.3. Démonstration du théoréme 12.1.2
Nous démontrons le théoréme par récurrence sur k. Pour £k =0, on a

Ou=f, avecu,felLl

loc®

En appliquant l'opérateur 9, on obtient (& un facteur 4 pres)
Au = 0f.

Cela nous permet de ramener le probléeme au cas ou u est une fonction a
valeurs réelles et est solution de

0 0
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p

1 (U) (et les dérivées sont entendues au sens des distri-

avec g et h dans L
butions). Nous montrons un peu plus généralement :

Proposition 12.3.1. Siu € L}, (U) est une fonction a valeurs réelles et vérifie

0 0
Au=f+Lgr Zy
“=It e e
au sens des distributions, pour f, g et h € LY. (U), alors u € WLP(U)

et pour tout ouvert V relativement compact tel que V- C U, il existe une
constante C = C(p,V,U) > 0 telle que

Hunl,p(v) < C<||f||Lp(U) + ||g||LP(U) + ||hHLP(U) + ||u||LP(U))'

Démonstration. Considérons d’abord le cas de 1’équation Au = 0. Alors u
est harmonique et vérifie 1’égalité de la moyenne (proposition 16.5.2). En
particulier, elle est de classe € (lemme 16.5.3) et donc est dans W,2P(U).
Soit V' un ouvert comme dans 1’énoncé. En utilisant les notations de la
démonstration du lemme 16.5.3, on a u = ¥ x u ou

P = Xr* Xr * Xr

est de classe C} et 1'égalité a lieu sur Us,, dont nous supposons qu’il
contient V' (il suffit que 7 soit assez petit). On en déduit que

Os llzrevy 1l 0s Lp(V)
0
< =l -
> EE‘BH 88¢H ||u||Lp(V)
= ||UHLp(v)

et une estimation analogue pour du/dt. On obtient donc
lullyrp vy < CV,U) [[ull oy < CVU) [ull oy -

Passons maintenant au cas général. Pour pouvoir définir les convolutions,
nous utilisons une fonction 8 € € (U) qui vaut 1 sur V. Posons

v=KxBf+ K9+ Kyx[h,

ou K est la solution fondamentale du laplacien (voir le §16.5) et K;, Ko
sont ses dérivées partielles :

_ 1 S t

K(Z) or 10g|Z\, Kl(sat) = 271_(52 +t2)7 KQ(Sat) = 271'(52 +t2)

Soit (g;) une suite de fonctions dans C5°(U) qui tend vers Sg dans LP(U).
En utilisant I'inégalité de Calder6n-Zygmund (ici le théoréme 16.5.8), on
trouve que la suite des V(K7 * g;) = VK % g; est une suite de Cauchy
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dans L?, et donc que (V(K7 x g;)) converge vers (VK; x (8g)), qui est dans
LP(U). De plus

[V (K * (59))“LP(U) <G ||ﬁ9HLp(U)
< (s ”g”LP(Suppﬁ) :

De manieére analogue,

IV (K x (B oy < O3 17l Lo (supp #)

et enfin

[V (K * (Bf))”Lp(v) = |[VK * (ﬁf)HLp(V)
S B+ (BH o vy + 1 B2 (Bl o vy

En utilisant I'inégalité de Young (note page 265), on en déduit

|V (K (5f))||Lp(V) < ||K1|‘L1(V—Sllppﬁ) Hﬁf”“’(s“ppﬂ)
+ K2l 2 v —supp ) 1851l Lo supp )
< Cy ||fHLP(SuppB) ‘

En regroupant ces inégalités, on trouve

IVl oy < C5(||fHLp(U) + 9l o0y + Hh||Lp(U))7

puis, avec 'inégalité de Poincaré (ici 16.4.3),

||U||W1,p(v) < CG(”fHLp(U) + ||g||LP(U) + Hh”Lp(U))'
Nous avons ensuite les égalités, en tant que distributions :

Av = AK * (Bf) + AK: * (Bg) + AKs * (8h)

= 5w (B) + bk (Bg) + % (B1)

(59) 9(Bg)
=Ty T e

En particulier, on a donc A(u —v) = 0 sur V. En utilisant la majoration
obtenue pour la norme W? de u (appliquée & u — v) et celle pour la norme
de v, on trouve

< lu— UHWl,p(V) + HUHWLp(v)
< C(Hf”LP(U) + ”gHLp(U) + ”hHLp(U) =+ ||u||LP(U))?

ce que nous voulions démontrer. O

HUHWLP(V)

De sorte que nous savons maintenant que, toute u € Lj, (U), solution de
Ou = f (pour f € LY (U)) est dans WLP(U). Bt plus précisément, il existe

loc
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une constante C' (ne dépendant que de U, p et de louvert relativement
compact V tel que V C U) avec

lullrenry < C(HfHLp(U) + ||UHLp(U))-
Nous pouvons continuer la démonstration (par récurrence sur k) du théo-
reme 12.1.2. Supposons-le donc démontré pour k et démontrons-le pour
k+1.
Siu, fe Wli)’Cp(U), alors pour un multi-indice o de longueur &, on a

00%u = 0%0u = 0%f, avec duet 9*f € LY (U).

Dot il suit que 9%u € WEP(U), cest-a-dire u € WrETHP(U). Si V est un

loc loc
ouvert relativement compact tel que V C U, on a

B ‘ 8u‘ ou
Fellwessngyy = Nallznc + || 50 \WW) + HEHW(V)
of of
< ullory + 55 w13 hvimr

< C(HUHLP(U) + ||fHW1c+1,p(U))

en utilisant les deux faits que

=0 0 =0 0
gou _0f o g% _9f
ds  Os ot 0t
ainsi que I’hypothése de récurrence. Et ceci termine la démonstration du
théoréme 12.1.2. O

12.4. Régularité elliptique de 'opérateur de Floer (non linéaire),
démonstrations

12.4.a. Comment déduire la proposition 12.1.4... du théoréeme 12.1.57
Supposons-le démontré. Si u € Wk’p(R x S1;R?") pour un k > 1, alors

loc

ce théoréme implique que u € WkH"p(R x S1;R?™), puisque J et h ont

loc

la régularité de u. Alors u € Wk’p(R x ST R?™) pour tout k, et u est de

loc
classe C*° en utilisant le fait que

ﬂ Wiel €
comme nous Papprend le théoréme de Rellich (ici 16.4.9).

Pour démontrer la deuxiéme assertion de la proposition 12.1.4, on montre
d’abord :

Corollaire 12.4.1. Soit u € C®(R x S*; R?™) une solution de [’équation de

Floer p 5
u  ~0u
il L h =
88+J8t+ 0
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(avec J € €°(R x SY;End(R2")), J2 = —1Id et h € €°(R x S};R2")).
Soient V.C U C R x S deux ouverts relativement compacts, soient p > 2,
k>1 etcyg >0 tels que

|l () < co-
Alors il existe une constante ¢ (dépendant de V', U, co, k et p) telle que

lullyerrocy < Ul + lulwesw)-
Il s’agit de I'inégalité du théoreme 12.1.5, pour tout k£ € N.

Démonstration du corollaire 12.4.1. Les hypotheéses du théoreme 12.1.5
étant satisfaites pour tout k, nous avons 'inégalité désirée. O

Supposons maintenant que (u,) soit une suite convergeant vers u dans
I/Vli’f(R x S1;R?"), chacune des u, de méme que u étant une solution de
I’équation de Floer de classe C>° d’apres ce qui précede. Notons jn(s, t) =
J(un(s,t)) et hy(s,t) = grad Hi(u,(s,t)), de sorte que (par définition de

J et h), la suite (J,,) converge vers J et (h,) vers h, dans €Y ,
p

loc*
Supposons démontré le fait que la suite (u,) converge vers u dans

WEP(R x SL,R2™). Alors (J,) converge vers J et (h,) vers h dans

loc

donc ces
convergences ont lieu aussi dans L

I/VIIZ’CP(R x S R2"), cest une conséquence immédiate du fait que la
0

1,p - .
convergence W,¥ implique la convergence €} .

pour p > 2.

Nous voulons montrer que (u,) converge vers u également dans
I/Vllf)i'l’p(R x S1;R?"). Soient V.C U C R x S!' des ouverts relative-
ment compacts. Des équations

ou ou ou, ~ Ou,

on déduit que
Oup —u) ~ O(up —u) = = 0u

Comme jn tend vers J dans Wllf)’cp(R x ST R2™), il existe o > 0 tel que
pour tout n € N, HjnHWk,p(U) < ¢p.

D’apres le corollaire 12.4.1, il existe une constante ¢ > 0 indépendante de n
telle que

”Un —Uwa—l,p(v)
~ ~0u
< e(ln = hllwsoy + lum =l + [Go = D5 | )

Comme J,, tend vers J et h,, tend vers h dans W*» (U) et u est de classe €,

on en déduit que u,, tend vers u dans W +12(V). Par récurrence, u,, tend
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o0

donc vers u dans W, pour tout k, donc aussi dans €%, (toujours d’apres

le théoréme de Rellich 16.4.9).

12.4.b. Comment déduire le lemme 12.1.1 du théoréme 12.1.5 et
de la proposition 12.1.4. Compte tenu de la proposition 12.1.4, il suffit
de montrer que (une sous-suite de) (u,) admet une limite dans la topologie
Wli)’f. Nous savons, grace au théoréme d’Ascoli, qu’il existe une sous-suite,

encore notée (u,) qui converge vers une limite u dans C) . Il suffit de

démontrer :

Lemme 12.4.2. Pour tout V ouvert relativement compact de U, la suite (uy,)
est de Cauchy pour la topologie Wli)cp(V)

Démonstration. Nous voulons appliquer 1’égalité du théoreme 12.1.5 & u,, —
Uy, pour £ = 0. L’énoncé étant local, on peut supposer que chacune des u,,
est (définie sur V et) a valeurs dans I’espace numérique R2". Montrons que
les hypotheses de 12.1.5 sont satisfaites. On a, pour m, n € N,

Oty — Up,) O(Up, — Up,)

0s ot

= (J(um) — J(un))a% + grad Hy(upm) — grad Hy (uy).

+ J(un)

Notons J = J(uy) et
h = (J(um) — J(un))ag—tm + grad Hy(um) — grad Hy(up,).

Vérifions les hypotheses de 12.1.5 pour k = 0. Tout d’abord, u,, et J sont
de classe C!, donc J € WHP(V). Ensuite,

Ha‘](un) _ de(u )- %
Os Lr(V) s Lr(V)
ou,
< sup lanal-| 52
weW S llLe(v)
< sup ||[(d)wl| - M - (aire(‘/))l/p7

weW

une borne indépendante de m. La méme majoration est valable pour
Ha'](un)/at”[,p(v) et

1T (un )l Lo vy < SIGIEVIIJTUH - (aire(V)) /7.

On trouve donc que HjHWI W) < ¢p. Puis, h est continue, donc est dans
P

LP(V). Nous pouvons donc appliquer le théoréme 12.1.5 pour k£ = 1 et
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£ =0 :soit V' O V un ouvert relativement compact dans U. L’inégalité
de 12.1.5 s’écrit :
ltn =t lynry < € (Itn = el oy + Illogyrry) -

Majorons le deuxiéme terme du membre de droite :

Oy,
002) = ) 5

Lr(V7)
+ [lgrad He(um) — grad He(un )|l 1o v
< sup [[(dJ)wl| - [[un — um”Lp(V/) - M+
weW

+

1Pl oy <

+ sup ||d(grad H)|| - [jun — UmHLp(V/)
W xSt

0

Les donc convergente dans LP(V') et

Or, la suite est convergente dans C
par conséquent elle y est de Cauchy. Cela implique qu’elle est également de

Cauchy dans WP, ce qui achéve la démonstration du lemme. O

Ainsi nous avons démontré le lemme de régularité 12.1.1, modulo le
théoreme 12.1.5 (via la proposition 12.1.4). Il reste a démontrer le théo-
réme 12.1.5, ce que nous faisons maintenant.

12.4.c. Démonstration du théoréme 12.1.5. Lorsque J est (constante
égale a) la structure complexe standard Jy, on retrouve I’énoncé du théo-
reme 12.1.2. Dans le cas général, la démonstration est plus compliquée et
la condition p > 2 est essentielle (noter que p > 1 suffisait pour démon-
trer 12.1.2).

Etape 1, le cas k = 0. Nous démontrons d’abord le théoréme pour k = 0
(et £ = 0). En suivant la stratégie de démonstration du théoréme 12.1.2,
on aboutit vite & une difficulté : en appliquant I'opérateur 9/9s — J /0t a
I’équation

Ou ~0u
e =L h=
aerJatJr 0,
on trouve . N
0J ~aJ Oh  =0h

On ne peut pas appliquer la proposition 12.3.1 puisque, comme produit de

: p
fonctions Ly,

9 = 2
%J'UEL%)O/C

(seulement !) d’apres l'inégalité de Holder. Pour pouvoir quand méme ap-
pliquer cette méthode, nous commencons par modifier 1’énoncé du théo-
reme 12.1.5 en :
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Lemme 12.4.3. Soient U etV deux ouverts relativement compacts de R x S*
avec V. C U et soient p, ¢, r € RT tels que

1 1 1
p>2, r>1 e —4+-=-.
p q r

Supposons que u soit solution (au sens des distributions) de l’équation

ou ou
g—h}a—f

(avec J structure presque complexe dans W1P(U; End(R?")) telle que
HJ”WLP(U) <co, f€LL.(U;R™)). Alors on a

loc
(1) Siue LL (U;R*™), alors u € Wl (U; R*™),

loc

(2) Il existe une constante ¢ > 0, dépendant de co, U et V, telle que
el iy < Ul + Tl aey)-

Remarques 12.4.4.

(1) Sir < 2, la relation entre p, g et r implique que ¢ < 2r/(2—r). Dans
ce cas, le théoreme 16.4.10 dit que I/Vlig c L1

loc*
(2) Dans I’énoncé du lemme 12.4.3; p et ¢ peuvent prendre la valeur +oo :

—sip=+o00, 17 =¢ < +00,
—sig=+4o0, r=p < +oo.

Démonstration du lemme 12.4.3. En appliquant 0/9s — J0/0t & 1’équation
de I’énoncé, on obtient

0J0u  0T0u of of

M=ot Tarar Tas o
_ 0JOu 9J Ou  Of of
“osot oot Tas o

_0JOu 9J ou of of

S 9s ot at( - 8s)+ s ot

(en utilisant le fait que J? = — Id et celui que u est solution). Ce qui entraine
~ 0JOou  9JOou Of 0
Bu="Gsar Taros os orP

0 (0J 0%J 0 r0J 0%J 0 0
u+ or_ a(Jf)

:;atgas‘“>+ata§'“;as(at“)‘asat' Ds
J J
=g a vt )+ (5 u=1)

En utilisant 'inégalité de Holder et la continuité de J, on obtient que

0. o )
Eu+f et 7Eu7jf€Lloc(U)
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(ceci s’appliquant aussi aux cas ol p ou ¢ est infini). Nous sommes donc dans
les hypotheses de la proposition 12.3.1, ce qui nous autorise a appliquer ses
conclusions, obtenant une constante c¢; > 0 telle que

aJ oJ
e e N PR Dt ) ey

Lr(U)

IN

(1l wm ry Nl gy + 1712 o
1w Il gy + 10 e oy 1L o)
c1 (200 HU”Lq(U) + (14 keo) ||f||LT(U))

(ot nous avons utilisé la continuité de linclusion W1P(U) C L*(U)). On
en déduit existence d’une constante ¢ (indépendante de u et de J) telle

IN

que

lullyrr vy < el + lull L)

ce qui acheéve la démonstration du lemme. O

Revenons donc a la démonstration du cas kK = 0 du théoreme 12.1.5.

Montrons d’abord que u € VVI})f(R x S1). L’application directe du
lemme 12.4.3 donne seulement v € W'P/2(R x S'). Pour obtenir la
régularité désirée, il faudrait pouvoir appliquer ce lemme au cas ou
q = oo, cest-a-dire avec I'hypothése u € LS (R x S'), ce qui est vrai
siu € WL'(R x S') pour un r > 2. Le nombre 7 = p/2 ne vérifie pas
cette inégalité, mais un argument de bootstrapping permet d’augmenter la
régularité de u et la valeur de r.
Supposons démontré que u € Wlicr (R x S') pour un certain r € ]1,2[.
En utilisant I'injection de Sobolev du théoréme 16.4.10, on en déduit que

u € L] (RxS') pour ¢ = 2r/(2—r). Ensuite, en appliquant le lemme 12.4.3,

loc

on obtient que u € VV]LW(R x S') pour

ocC
1 1 1 2
— =24 -, Cclest-a-dire v’ = Pa__ or
rop g p+q  2p+2r—pr

et en particulier dans Lf;c pour 1 < 7/ < p). On voit que,

(h est dans LY
sip> 2, onar >r. La condition p > 2 est donc essentielle pour pouvoir

améliorer la régularité de u. Considérons donc la suite (r,,,) avec

p 2pTm

rg € ]1,2 ro <=, et r =
0€ll2l ros3 " 2+ 2 — prm

de sorte que, si r,, < 2, alors 7,11 > Ty et u € Wh™+1(R x S1). Si
rm € ]1,2[ pour tout m, alors r,,, suite croissante, converge vers une limite
¢ €11,2]... ce que la relation de récurrence interdit, toujours parce que p > 2.
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Donc, pour un certain m, on a v, < 2 < rp,41 et donc u € Wi)’g(R x S1)

pour tout r tel que 1 < r < 2. D’autre part,
, 2pr o Al -1)(r—1) 1]

:2p—|—2r—pr 2p 4+ 2r — pr
est strictement positif lorsque r € ]1,2] est suffisamment proche de 2. Il
s’ensuit que

uweWh" R xS C LE(R xS et done que u € WihP(R x SV

en appliquant le lemme 12.4.3.

Montrons maintenant ’inégalité

lullyrs vy < bl oy + el o))

Pour montrer que u € VVlicp (R x S1), nous avons appliqué successivement
le lemme 12.4.3 pour des triplets

(P,40:70)s (P, 15 71), -5 (Dy @y T ) (P Gt 1, Tt 1), (P, +00,p)
satisfaisant aux propriétés :
— les 7,,, croissent et plus précisément
l<ro<r < - <ry <2< rpe <p,
— de plus g9 = p, et ¢; = 2r,-1/(2 — r;—1) pour tout ¢ > 1.
Chaque application du lemme 12.4.3 fournit une inégalité entre les normes

Whr L' et L9. Pour écrire ces inégalités, choisissons des ouverts relative-
ment compacts (V;)i=o,...m tels que

VCVm+1CVmC"'CVOCU.
La derniére application du lemme 12.4.3, pour le triplet (p, +00,p), donne
lullwroqy < B0l Loy, 0 + Tl o, o)

< kZ(Hh”Lp(U) + Hu||W1ﬂ‘m+1(vm+l))

avec 'inclusion continue
Whrmsr (V1) e L®(Viy1), puisque rpp1 > 2.
Ensuite, pour ¢ € {1,...,m+ 1}, on a
lullyyrrs iy < (Pl viyy + ll o v )

< Ci(1hll vy + Nullyrric )

avec les inclusions continues

LP(V;_y) C L"(V;_1) pour r; < pet V;_; compact

. 2 i— AV
et W177171(V;71) c L% (‘/ifl) pour ¢; = 27”7,71 et V,;_1 compact.
—Ti—1
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Donc, pour tout i =1,...,m+ 1, on a

ullwrr vy < Cillll oy + lullwrrioa v yy)-

En mettant toutes ces inégalités ensemble, on trouve

Hu||W1="m+1(Vm+1) < k3(||h||Lp(U) + Hunwl»ro(vo))’

ce qui, avec 1’égalité

”UHWM'(V) < k2(Hh||LP(U) + Hu||W1=Tm+1(vm+1))

obtenue ci-dessus, donne

||u||wlyp(v) < k4(Hh||LP(U) + HUHWL"O(VO))'
Enfin, la premiére application du lemme 12.4.3 pour (p,qo,70) = (p,p,70)
donne
llyyiro vy < €0 (12l Loy + el Lo o))
ce qui, avec 'inégalité précédente, implique

Hunwl,p(U) < C(HhHLp(U) + ||u||LP(U))7
ce que nous voulions démontrer.

Etape 2, le cas k = 1. Montrons que u € Wf)’p(R x S1). Notons pour

C

simplifier v = Ju/0s (et w = Ou/dt). Alors v est solution de 1’équation

v ~0v
—+J= =0
T
ou l'on a posé
oh oJ Ju

s,t) = —(s,t) + —(s,t)=—(s,7).

9(s,1) = S 5,0) + S (5,0) 5 5,1

La situation est différente de celle considérée page 440 puisque le g ap-
paraissant ici est seulement dans LfO/f(R x S1) (toujours Hélder) et plus
dans L (R x S'). Nous pouvons appliquer le lemme 12.4.3 pour le triplet
(p,qo,70) avec go = p et rg € ]1,2[, 7o = p/2 comme dans la démonstration
précédente et de conclure que v € VVﬁ)CT °(R x S1). De maniére analogue, on
pourra démontrer que w € VVI})CT (R x S1). En poursuivant comme ci-dessus,
on obtient

2
v,we LP (R x ') pour ¢ = 1o
2 — To
(c’est l'injection de Sobolev). Donc, par Hoélder,
8J du dJ Ou 11 1
. — et — -—cL'(RxS! n—-+—=—.
as ot < ot 8166 toc(R X 57), Oup+q1 1

7 T
Par conséquent, g € L.

lemme 12.4.3 au triplet (p,q1,71) et obtenir que v et w sont dans
Whr(R x S1).

On peut alors appliquer de nouveau le
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Nous pouvons donc appliquer successivement le lemme 12.4.3 comme ci-
dessus, puisque chaque application améliore I'intégrabilité de g (le » pour
lequel g € L™). Finalement, nous obtenons que

ou ou
’Uzg et wZEEWé’Cp(RXSI),
autrement dit que u € W2P(R x S'), ce que nous voulions démontrer. La
deuxieme étape, le cas ou k = 1, est donc terminée.

Etape 3, la récurrence sur k. Supposons donc le théoréme 12.1.5 démontré
pour k et démontrons-le pour k + 1. Considérons

J e W1k+1’p(R><Sl;End(R2")), avec J2 = —1d, h € Wll’kH(RXSl;RQ").

ocC ocC

Soit u € L (R x S*; R?") une solution faible de

loc

ou ~0ou
— — +h=0.
as Tl Th0

Par I'hypotheése de récurrence, u € VVIIZjl’p (R x SY; R?"). Nous voulons

montrer que u € WF2P(R x S';R?"), nommons ses dérivées comme ci-
dessus,

_ Ou

YT os

Nous avons vu que v satisfait a

_ Ou

et w=—.
ot

v jOv, 0T du Oh_,
Os ot 09s Ot 09s

Pour pouvoir lui appliquer I’hypotheése de récurrence, il nous faut savoir que
dJ ou A
= . cW'PR x S).
Os Ot loc ( )

Nous obtiendrons ceci a partir d’un résultat plus général :

Lemme 12.4.5. Soientp>2 etk >1.Sifetgc VVIIZCP(R x S1:R), alors

fg € WIIZ’CP(R x S R) et, pour tout ouvert relativement compact V, il existe

une constante K > 0 telle que
||fg||Wk,p(v) S K HfHWka(V) ||g||Wka(V) :

Démonstration. C’est au fond une conséquence de la regle de Leibniz. Soit V'
un ouvert relativement compact. On procede par récurrence. Soit donc k = 1
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pour commencer. On utilise I'injection continue W?(V) c L>(V). On a

”ngLp(v) < ||fHLp(v) ||g||Loo(V)
<K ||f||Lp(v) ||9||W1,p(v)
< K ||f||W1,p(v) HQHWLIJ(V) )

Hag;g) ‘ L (V) = H%g‘ Lr (V) ’ Hfgi Lr(V)
< |10, i + |52 e

< Ko ||l I9lwne)

une inégalité analogue étant vraie pour la dérivée de fg par rapport a t. Le
cas k =1 est ainsi démontré. Supposons ’énoncé vrai pour k. Nous avons

%5 sy < Vs + 5

Wk (V)

of dg
< Ko 5 lollwoy + Kl lnowy [ e

[

<K ||f||wk+1,p(v) HgHWkJrl,p(v)

en utilisant '’hypothese de récurrence. L’inégalité analogue est vraie pour
la dérivée par rapport a t. Donc

||f9||wk+1.p(v) <K ||f‘|wk+1,p(v) ||9||Wk+1,p(v)

et le lemme est démontré. O

Grace a ce lemme, nous pouvons appliquer I’hypothese de récurrence et
obtenir que

v:% et w:%eWﬁjl’p(RxSl;RQ"),

donc u € W'?P(R x S, R?™).

Il reste a démontrer 'inégalité sur les normes. Soient U et V' des ouverts
relativement compacts avec V. C U et soit £ € {0,...,k}. Pour ¢ = 0, I'in-
égalité désirée a été démontrée ci-dessus. Pour ¢ > 1, appliquons I’hypothese
de récurrence & v (et de méme & w) pour £ — 1, obtenant

. -
(- WS - R P |
) s llwe—1o@) 11 9s ot llwe—10) )
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Pour ¢ > 2, on déduit de cette inégalité, en appliquant le lemme 12.4.5
a.J

Oou
oty < elbwerw) + K5 s |5 lecsoe

+ lollye-soe )
< (”h”WZ,p(U) + Kcg ”uHW@‘p(U) + Hu”W[:P(U))'

Pour ¢ = 1, on utilise que Je Wkh+Lp(V) avec k > £ = 1 pour déduire que
0J/0s € WP et donc

dJ ou aJ ou
HEE Le(U) = H&SHfOO(U)H@i Lr(U)
= R

< KHjHW?xP(U) ||“||W1,p(U)
< Kco ||U||W1,p(U)
puisque ||jHWk+1,p(U) < ¢g. Par conséquent, on obtient aussi
||U||W1,p(v) < C(Hh”Wl,p(U) + Kco ||u||wl,p(U) + ||U||W1,p(U))~

On a donc démontré, pour tout £ =0, ...,k (et pour w comme pour v) une
majoration de la forme

||”|‘W&p(v) < C(Hh”W&p(U) + ||u||W15=P(U))'
En écrivant
||u||WH1=P(V) < ||u||W‘5xP(V) + anww(v) + ||w||W4=P(V)

et en utilisant toutes ces majorations, on démontre I'inégalité voulue, ter-
minant ainsi la démonstration du théoreme 12.1.5.






CHAPITRE 13

LES LEMMES SUR LA DERIVEE SECONDE
DE L’OPERATEUR DE FLOER
ET AUTRES TECHNICITES

Dans ce chapitre, nous démontrons un certain nombre de résultats tech-
niques utilisés dans ce texte. Si tous ces détails font ici 'objet d’une des-
cription précise, c’est qu’ils ne manqueront pas d’éclairer certains passages
complexes, mais essentiels, de chapitres précédents).

13.1. Versions de 'opérateur de Floer

Pour ce chapitre technique, nous ferons une distinction dans les notations
entre I'opérateur

Fp: T, PP (z,2) — LP(R x S TW)

défini par
F,(X) = Flexp, (X)) = (ﬁ + 72 4 grad H) (exp,,, (X))
o) = P, W)= s T T8 P,
et le méme opérateur, écrit dans les trivialisations, que nous noterons
F,: W'P(R x S R*™) — LP(R x S*; R*™).
Nous utiliserons aussi 'opérateur (non linéaire) défini au §9.4 pour p>pg et
F : [pg, +oo[ x WHP(R x ST, R?") — LP(R x S; R*™)

est défini par F(p,Y) = F,(Y). Rappelons que F), est 'opérateur F,, apres
trivialisation.

La source de JF, est formée des champs de vecteurs tangents a W le long
de w, qui sont dans WHP(R x S1; R™), via la composition

R x S' — TW — Ty R™ 22, ™.,

(WD apres [46, Chap. vLxI11].
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Ainsi F,(X) est un champ de vecteurs tangents a W le long de €XPy, (X),
qui est dans LP(R x S'; R™) via Dapplication ci-dessus. Pour définir F),
on utilise les trivialisations décrites au §9.4 (et schématisées sur la figure 5
du chapitre 9), pour vérifier qu’elle est bien définie, il suffit d’appliquer le
lemme 8.2.4 pour affirmer que

- siy e WHP(R x ST R?™), alors Yy, 20 € T, PHP (2, 2) et
—siY € LP(R x SY;TW), alors (g(Y, Z)")); € LP(R x S'; R*™).

13.2. Les deux lemmes sur dF

Nous voulons démontrer les deux lemmes :

Lemme (lemme 9.4.8). Soit rq > 0. Il existe une constante K > 0 telle que,
pour tout p > po et pour tout Z € B(0,79) C WHP(R x S1;R?™), on ait

1(dFp)z = (dF,)ol|”” < K |Z]lyr.0 -

Lemme (lemme 9.4.16). Soit v > 0. Il existe une constante M > 0 (in-
dépendante de p) telle que pour tout p > po et tout Z € B(0,r9) C
WLP(R x S1;R?™), on ait

|50 2)= 5 0.0, < M1 Zls

Remarque 13.2.1. Dans I'énoncé du lemme 9.4.8, ||-||°" désigne la norme opé-
ratorielle. Une assertion qui implique les deux lemmes est que F est de classe
€2 et que la norme opératorielle ||d2F||*” est bornée sur [pg, +00[ x B(0, 7).

Nous commencons par quelques résultats élémentaires que nous utilise-
rons dans la démonstration. Il y a d’abord le lemme 8.2.4 (celui qui affirme
que le produit d’une fonction WP par une fonction € bornée est une fonc-
tion W1P). De méme nature est le premier des deux lemmes qui suivent.

Lemme 13.2.2. Soitp > 2 et soient f et g deur éléments de W P(RxS1;R).
1l existe une constante K > 0 telle que

1fglle < KNl Lo gl -

Démonstration. Le fait que p soit supérieur a 2 permet d’utiliser I'injection
continue

WIP(R x SL;R) — L¥(R x S} R)
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qui est telle que ||h]| < K ||h||y1., pour une certaine constante K > 0. On

en déduit
1/p 1/p
([ i) "< ([ uriar)
RxS? RxS?t

< gl 1l e < K ALF I o gl - O

Lemme 13.2.3. Soient W une variété compacte et

A: W xR™xR™ — R™, B:WxR"xR"xR™ —R™
deux applications C>. On suppose que, pour tous p € W et X € R™,
A(p, X,-) est linéaire et B(p,X,-,-) bilinéaire. Pour tout r1 > 0, il existe
une constante C > 0 telle que, pour tousp € W et X € B(0,r1) C R™, on
ait

(1) pour tout v € R™, || A(p, X, v)|| < Cloll;

(2) pour tous v1, v2 € R™,

1A, X, v2) — A(p,0,01) | < C (IX || lor| + [lvz — 01
(3) pour tous v, Y € R™, |[B(p, X,v,Y)[| < Clo| [[Y]] ;
(4) pour tous v, Y1, Yo € R™,

1B(p, X, v,Y2) = B(p,0,v,Y1)| < C (X[ [[o] V2]l + vl Y2 = YAl]) -

Démonstration. Elle est directe et élémentaire.

(1) On considére A comme une application
A:WxR"™ — LR™R™).

Comme elle est continue, I'image du compact W x B(0,r;) est compacte,
donc bornée pour la norme opératorielle, ce qui démontre la premiere in-
égalité.

(2) Grace au fait que A est de classe C!, on a

IA(p, X) = A(p, 0)||*" < Sup [(dA)pex [ 1X] < X[
€10,

On en déduit

[A(p, X v2) = A(p, 0, v1) || < [[A(p, X, v2 — v1) || + [[A(p, X, v1) — A(p, 0, 01|
< Cllvz = vi] + | Alp, X) = A(p, )" [[on |
on a utilisé le point (1)
< Cllvg — o] + CIX o] -

(3) On counsidére B comme une application de W x R™ dans les appli-
cations bilinéaires sur R™ et on procéde comme au (1).
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(4) On écrit
||B(p, X’U7YQ) - B(]LO,U,Yl)H
< HB(p7X7U7Y2 - Yl)H + ||B(pa X,’U,Yl) - B(p,O,’U,Yl)H

et on procéde comme au (2). O

13.3. L’opérateur §p

Nous voulons construire un diagramme commutatif

F
WLP(R x §1;R2") ? LP(R x S'; R2")

WEP(R x SLR™) ———— WIP(R x SLR™) x LP(R x S R™)
(Id, 5,)

c’est-a-dire écrire, dans un but de simplification des calculs,

Eo(y) = pp(ip(y), Fp(ip(y)))
pour certaines applications a définir ¢,, p,, 5’,,.

Commencons par définir ,, par

2n
ip(y) = Zinf.
i=1
C’est un opérateur linéaire, dont il est aisé d’évaluer la norme :
bWl = | X w:22]| L <3 12l
< Z lyillwrw 1Z22]ler (on a appliqué le lemme 8.2.4)
<sup|Zler Y lyillwrs < 205up 20| en lyllwrn
K3 1

= Mllyllyr»

puisqu’en effet le choix de Z! fait que sup, || 27| < oo :

— sur [—1,1] x S, par compacité,

— sur {|s| > 1} x S*, la norme C! de Z? est majorée par la plus grande
des deux normes || Z}*|| o1 et || Z7] -
Remarquons que ce dernier majorant (pour |s| > 1) est indépendant de p.
On peut aussi utiliser un majorant indépendant de p sur s € [—1,1] car Z/
est défini et lisse sur le compact [pg, +o0] x [—1,1] x S*.

Finalement, on a bien défini un opérateur i,, linéaire continu de norme
opératorielle bornée par une constante C; indépendante de p.
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Définissons maintenant f;"p. En considérant TW comme un sous-fibré de
TwR™, on voit T,,, P**(x, z) comme un sous-espace de WHP(R x S*; R™).
Nous allons définir I'opérateur F » comme un prolongement de ¥, a I’espace
WLP(R x S'; R™). Rappelons que nous utilisons les notations énumérées
au début du chapitre 8. La variété symplectique W est donc munie d’une
structure presque complexe J compatible avec la forme symplectique w et
de la métrique g que ces deux structures définissent. Comme toujours, W est
plongée dans un espace R™ (pour m assez grand) et Ty R™ la restriction
de TR™ a W, isomorphe au fibré trivial W x R™. Nous avons prolongé le
produit scalaire défini sur TW par la métrique g en un produit scalaire g
sur TywR™. L’application exponentielle est une application €

exp: TW — W

qui vérifie (voir au besoin le §14.5)
{exr)(p, 0) = exp,(0) =p
(dexpy)o : To(T,W) = T,W — W est l'identité.
Notons
™ R™ =T,R" — T,W
la projection orthogonale et définissons ’application
exp: WxR™ — W
(p, X) — exp,, (mp(X)).

C’est une application € qui prolonge l'exponentielle (définie sur TW)
au fibré Ty R™. Prolongeons également la structure presque complexe J :
TW - TW en J : TwR™ — Ty R™ par

Tp(X) = Jp(my(X)).

On peut enfin définir gtp :

~ o ~0 __ ~
Fo(X) = (% + J& —|—gradHt)eXp(wp,X) = Foexp(wp, X).

Il est clair que F » est un prolongement de F,. Il est vrai aussi, méme si c’est
un peu moins clair, que F,(X) € LP(R x S; R™), et donc que

F,(X) e LP(R x SHTW).
C’est ce qu’affirme le lemme :

Lemme 13.3.1. Si X € W'"P(R x SY;R™), alors F,(X) € LP(R x S*; R™).
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Démonstration. On a
F,(0) = %,(0) = F(w,) € L*(R x SLR™)

puisque F(w,)(s,t) est identiquement nulle pour |s| > 1 (w, est de classe €
et coincide avec u ou v qui sont des solutions de I’équation de Floer). Il suffit
donc de montrer que

F,(X)—F,(0) € L?(R x SL; R™).

On a
~ 0 __ 0 __
Fo(X) = gexp(wp,X) + Jexp(wp x) atexp(wp,X) + grad Hy(exp(w,, X))
S ow, __ 0X
= Di(w, ) (5o ) + Daoiw,. 0 ()

+ ‘Z%(wp,X) ' (Dlefﬁ)(wmm(a;i ) + DD x <%§))

+ grad Hy(exp(wp, X)).
Comme X € WHP(R x S1;R™) a été choisi continu, on a aussi
X € LR x S, R™),

donc il existe r1 > 0 tel que || X(s,t)|| < r1 pour tous (s,t) € R x SL.
Fixons un couple (s,t) et appliquons le lemme 13.2.3 (et plus précisément
son point (3)) successivement lorsque A(p, X)(-) est I'une des applications

— d’abord Dle)(/\ﬁ(p,x)('),

- puis D2efil/)(p,X)(')a

— puis encore Jg{;)(p’x)Dle/if)mX)(),

— et enfin Je/;f)(p,X)D2€}?ﬁ(p’X)(.) (avec ici p = w,(s,t) et X = X (s,1)).

Toujours en application du lemme 13.2.3, on a aussi

lgrad Hiexp(p, X) — grad H:exp(p,0)||

< sup lldrx grad Hy o exp|| || X]| < O X]].
relo0,1

On obtient finalement, en calculant en (s, t) fixé
~ ow
17,(%) ~ T, < (11| Sz + | 5X|

3wp’

+I1x1 |52 + H H +1x]))

< R (IX s, 0l+ | B 5,00 + ]| o 5.0

puisque les normes de dw,/0s et Ow,/0t sont uniformément bornées (ceci
grace a la décroissance exponentielle de u et v). On a finalement

1F,(X)=F,(0) |l r < 3k [ X|lyp1r < 400 et F,(X) € LP(RxS;R™). O
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Remarque 13.3.2. Le fait, annoncé au §8.2.d, que F(exp, X) est bien
dans LP, est ainsi vérifié. Notons que, dans le contexte du chapitre 8, w
ne provient pas du recollement de deux solutions, donc la preuve proposée
ci-dessus du fait que F(exp,,(0)) € LP(R x S1;R™) n’est pas valable. Elle
est conséquence du fait que w € C(x,y) (voir le §8.2.c), autrement dit,
de la décroissance exponentielle de

Pour achever la construction du diagramme commutatif annoncé, il reste
a définir I'application p,. Rappelons que la j-éme composante de Fj,(y) est
définie a l’aide du transport parallele par

(Fo(); = 9(Fp(Y), Z77)

onY =7y 20 et A4 Y est le résultat du transport paralldle de Z5 le
long du chemin géodésique r — €XPy,, (rY"). On peut considérer ce transport
paralléle comme une application

T:ITWeTW —TW

qui, ape W, Y, Z € T,W, associe T,(Y, Z), le transport parallele de Z le
long de r — expp(rY). Comme on ’a fait ci-dessus pour la métrique g, on
prolonge T en

T:WxR™xR"™ — R™
(2, Y, Z) — Tp(mp(Y), mp(Z)).
On en déduit une application
P:WxR™xR™xR™ —R

(0, X,Y, 2) — G,(T(X, 2),Y)

qui est linéaire en Y et Z et qui, pour X = 0 est simplement
P(p,0,2,Y) =g,(Z,Y).
Nous pouvons enfin définir
pp: WHP(R x SHR™) x LP(R x S, R™) — LP(R x S';R*")
par (pour j =1,...,2n)
(pP<X7 Y))J = P(’LUP, X, va Y)= Ewp (ﬁ(Xv Z;)’ Y).

Par construction des Zf ,on a

sup HZf(s,t)H < +00.
s,t
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Comme X est dans W7, on a sup, ; | X (s,t)|| < 4oco. Enfin, comme T est
de classe C*°, en application des lemmes 8.2.4 et 13.2.3, on a

1P (X, V) < CNZI - (1Y Nl s
et donc pp(X,Y) € LP(R x SY; R*™).

Enfin on a clairement F,(y) = p,(i,(y), F,(i,(y))), comme on le souhaitait.

13.4. Démonstration des deux lemmes : le premier

Démontrons enfin les deux lemmes en vue.

Démonstration du lemme 9.4.8. Pour appliquer la formule précédente, on a
besoin d’un résultat qui permette d’affirmer que la propriété énoncée dans
I’énoncé 9.4.8 est stable par composition des opérateurs. C’est ce que fait le
lemme suivant, dans lequel ¢ et ¥ désignent des applications entre espaces
de Banach, pas forcément linéaires mais différentiables (nous désignerons
souvent ce genre d’objet par le mot « opérateur »).

Lemme 13.4.1. Soient G, H et K des espaces de Banach, ¢ : G — H et
Y H — K des applications différentiables. On suppose qu’il existe rq > 0
et ki >0 (pouri=1,...,4) tels que

(1) pour tout Z € B(0,r9) € G, ||(dp)z — (dp)o||™® < k1 [|Z],
2) [l < ks,
(3) pour tout Z € B(0,19) C G,

H(dl/’)<p(z) - (dw)fzo)H < k3 llp(Z) — 9(0)]],

4) [[(d)p(o) | < k.

Alors il existe k > 0 dépendant uniquement des k; et de rq, tel que 'on ait,
pour tout Z € B(0,79),

[(dep)z 0 o = (dip)o o ]| < k1 Z].

Nous allons appliquer ce lemme a des opérateurs ¢ et ¥ qui dépendent
du parameétre p, c’est pourquoi nous avons fait figurer les conditions sur
les normes opératorielles des différentielles de ces opérateurs dans les hypo-
theses : on voudra obtenir une constante k£ qui ne dépend pas de p.
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Démonstration. Soit v € G. On a

1(d(¥0))z(v) = (d(¥e))o (V)| = [[(d¥)y(2) () 2(v)) = (d¥)) () (dp)o (V)
< [(d) g2y () 2(v)) = (d)) () (dp) 2 (v)) |
+[[(d¥) o0y ((d) 2(v)) = (d)o(v))
< ks llp(2) = (0] ||(d<10)Z('U)H+H(dw)gf:(O)H 1(d) z(v) = (dp)o(v)]|
< ks sup [(d)rz | |1 Z1 [[(dep) 2 o]l + Faka [[Z]] |v]] -

re|0,

Pour tout r € [0, 1],

1(d@)rzll < [(de)rz — (de)oll + [I(dep)oll
Sk | Z] + k2 < k|| Z]] + ke

On en déduit donc que

[(dap 0 @) z(v) — (dip 0 ©)o(v)[| < ks(k1 | Z]| + k2)* | Z]| vl| + kakr || Z]] |||
< (ks(kiro + k2)* + kak1) | Z]| [[0]] ,

ce que nous voulions démontrer. O

Pour achever la démonstration du lemme 9.4.8, il suffira d’appliquer ce
lemme,

— d’abord & ¢ =i, ¢ = 1d xF,

— puis & ¢ = (Id xF,)i,, v =p, ...
a condition de vérifier que ces opérateurs @, 1 satisfont aux hypotheéses
requises (pour des constantes indépendantes de p). Montrons donc que c’est
en effet le cas.

— Pour ¢ = i,. Cette application est linéaire, donc égale a sa dérivée,
(dip)z = i,, et donc aussi (di,)z — (diy)o = 0, donc I'hypothese (1) est
satisfaite. Nous avons vu aussi que [i,||”” < C; pour une constante C;
indépendante de p, donc (2) est vérifiée.

— Pour ¢ = 1d x.;;"p. Comme ¢(0) = i,(0) = 0, il suffira de vérifier que
pour tout X € i,(B(0,79)) C B(0,Cirp), on a

1(dy)x = (d¥)ol™” < ks | X[ et [[(d)x[*" < ks
(pour des constantes k3 et k4 indépendantes de p). On a aussi
I(d(Id xFp))x = (d(IdxT,))ol|*P = [[(dF,)x — (dF,)oll

et encore
[(d(Id xFp))ol|?" < 1+ [[(dF,)ol|P
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11 suffit donc de vérifier que les hypotheses (3) et (4) sont satisfaites par
1 = J,. Rappelons donc que

= 0 =0 __ .
Fo(X) = (% + Ja + grad Ht)exp(wp, X) = F(exp(w,, X))

et donc que

(@ ,)x (1) = (@F) ) (Do, 1) (V).
Le calcul de (dg'“)u (pour u = exp(wp, X)) est identique & celui effectué
au §8.4 et donne

@F)ul) = 2t D Townagon () + T (1, 22) + (dwad 1) ()

(rappelons que J est le prolongement de J & W x R™ défini plus haut,
linéaire donc par rapport a la deuxieme variable). La dérivée (dF,)x (v) est
donc somme de quatre termes

~ 0 __
(dF,)x(v) = %(Dgexp(wmx)(v)) terme;
+ DlJ(&;(wP,x),%e?p(wp,x))(DZé;(f)(wp,X)(U)) termes
~ 0
+J(exp(wp,X), 5 (D2€xpy,, x )(v))) termes
+ (dgrad Ht)(cxp(w,,,x))(D2eXp(me)(U))' termey

Réécrivons chacun de ces quatre termes en développant les termes contenant
des 8/ ds et 8/8t. Pour éclaircir les notations, écrivons J, »(+) pour J(p,-) et
D1J (+,+) pour Dy J(p () (ainsi les applications sont linéaires en chacun de
leurs arguments -). Les quatre termes sont alors

terme, :DIDQ%(%,X)(% )+D2Dzexp<wp X)(aaX ”)
+ D2exXpiu, x) (%)’
termes = DyT o (D2, (0), D16, ) (o))
+ D1 ) (Dzexp(w x)(v), DaexP(y, x (%))

_ 0X ~ N Ov
+ D2D2b(w,0 (G +0) ) + Tazaiwn (Do, (57 ) )
termes = (d grad Hy) o(w, X)(Dgexp(w x)(v)).
Malgré la longueur de cette formule, les conditions (3) et (4) se vérifient
assez simplement. On fixe (s,t) € R x S! et on applique le lemme 13.2.3 &
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des applications linéaire A(p, X, -) ou bilinéaire B(p, X, -, -) pour p = w,(s,t)
et X = X(s,t). Les applications A et B sont celles qui apparaissent dans
les termes de la formule ci-dessus, a savoir
— les applications linéaires
. Dgé)\(ﬁ(p,x) (), d,abord,
. chp(p X)(DgeAxf)(p X)(-)) ensuite,
. et (dgrad Hy) (D2exp(,, x)(+) enfin;
— les applications bilinéaires
. DiDQé;(T)(p}X)(H ')7
. ainsi que Dng%(%X)(Dgé?(ﬁ(p’X)(),Di&f)(p’x)())
. et Je (p,X) (DiD2é§f)(p7x)(', )) (pour ;= 172)
On leur applique le lemme 13.2.3 afin d’évaluer la norme euclidienne

1((dF,) x (v) — (dF,)o(v)) (s,1)]|| (& (s,1) fixé). Comme

xp(p,X)

X € B(0,Cyr9) c WHP(R x S, R™),
on a, pour tous (s,t) € R x S!,
[X(s, Ol < (1 XM poe < k(X Nyprs < kCrro =11,

ce qui fait que 'on peut utiliser le lemme 13.2.3 et que les constantes obte-
nues grace & ce lemme ne dépendront pas de (s,t) (ce qui permet, dans ce
qui suit, d’omettre (s,t) des notations). On obtient donc

1(dF,)x (v) — (dF,)o(v)]]

< (10| %22 | ol + | 55 ol + 11 |2 ]) * terme
s ol |52 + e H N termey
(1| 2 ol + | 5[+ 01| Sf) termes
+ C X [[v]] - termey

Mais les normes des dérivées partielles de w, par rapport a s et ¢ sont unifor-
mément bornées par rapport a (s, t) et par rapport & p, comme nous l’avons
remarqué. Donc il existe une constante (que nous appellerons toujours C')
telle que 1'on ait, pour tous (s,t) € R x St et p > po,

1) () — (@F, o)l < (11| 22 H+||XHH -1
O (IXI ol + | x| ot + | 1),
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On fait maintenant varier (s,t¢) et on applique la norme les normes LP.
En appliquant le lemme 13.2.2; on trouve

50~ @ anco], < (o |2+ w31, )
ro(frxnon |25+ |25 ], )
< Ck ol (1K + H D5 \Lp HE )
+or(((15el,, + 15, 1)

<SCK [ Xl 0]l -
On en déduit que, pour tout X € B(0,Ciro) C WHP(R x S1;R™),
1(d55)x = (dF,)o[|™ < 5Ck || X |y
c’est-a-dire, enfin, I’hypothese (3) du lemme 13.4.1. Mais il faut encore s’as-
surer que 'hypotheése (4) du méme lemme est satisfaite, c’est-a-dire que
H(df}”p)oHOP < k4 pour un k4 > 0 indépendant de p. En recopiant la formule
a quatre termes ci-dessus en y faisant X = 0, on obtient (pour (s,t) fixé)
1@F o) = (@), ()]

fH—+D1Ju (aat o)+ Ju, (gt)+(dgradHt)wp(v)

<[l +e

pour une constante C' > 0 indépendante de p. Toujours en utilisant le fait
que les dérivées partielles de w), sont uniformément bornées en (s, t) et en p,
on trouve une autre constante (toujours notée) C' telle que

o[

|+ CH 2|+ clwl

ool < (et + 52 + |51
ce qui implique, en prenant les normes LP des deux membres, que
1(@F )0 ()|, < 3C [ollyy.s
et donc que || dS’p 0||Op < 3C,

ce qui est bien la condition (4) du lemme 13.4.1. Aprés ces vérifications
longues, on peut donc appliquer ce lemme a ¢ =i, et ¢ = Id f}p.

— On peut aussi 'appliquer a ¢ = (Id xf;"p) o i, : 'hypotheése (1) est le
résultat de I'application du méme lemme 13.4.1 & ¢ =i, et ¢ = (Id ><§p).
Enfin, on a

1(dep)ol”” < ||(d(1d xf?p))OHOP (di)ol|°P < ko

compte tenu des vérifications que nous venons d’effectuer.
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— Il reste a vérifier que les hypotheses sont satisfaites aussi pour ¥ = p,,

I’application
WhP(R x L, R™) x LP(R x SY; R™) — LP(R x S; R™)
définie par
(Pp(X,Y)), = P(w,, X, ZL,Y) pouri=1,...,n

(P est I'application bilinéaire en les deux derniéres composantes qui a été
définie plus haut). Pour vérifier I'hypothese (3), il suffit de démontrer le
lemme :

Lemme 13.4.2. Pour tous X € B(0,Cirg) ¢ W(R x SL,R™), Y €
LP(R x SL,R™), on a
[(dp,)(x,v) = (dpo)o]|™” < k3 [I(X,Y) = o(0)]
pour une constante ks > 0 indépendante de p.
Démonstration. 11 suffira bien entendu d’établir cette estimation pour

chacune des composantes pz de p,. Rappelons que ¢(0) = (0,5’,)(0)) =
(0,F(w,)) et posons

Yy = F(w,) € LP(R x SHR™)NCF (R x S R™).
Pour (v,w) € WHP(R x SL; R™) x LP(R x S}; R™), on a
(dp)) (x,v)(v,w) = (D2P) (w,,x,z:,v)v + P(wy, X, Zhw).
Fixons (s,t) € R x S'. En ce point, on a

(| (dp},) (x,v) (v, w) = (dp},) 0,y (v, w) ||
< ||(D2P)(wp,x,zg,y)v - (D2P)(wp70,zg7Y0”)UH
+ ||P(vaX7 Z;aw) - P(wpvoa Z;aw>||
On applique le lemme 13.2.3 a I'application bilinéaire P, x)(-,-) et I'ana-
logue (que nous n’avons pas eu le courage d’écrire) de ce lemme & 1’appli-
cation trilinéaire (DaP)(,, x,...y(-) (ici, p = w,(s,t) et X = X(s,t)). On a
comme ci-dessus
[ X(s,t)]| <7 pour tous (s,t) € R x S*

donc le lemme 13.2.3 s’applique et fournit une constante C' > 0 indépendante
de (s,t). On obtient

[[(dp) x, vy (v, w) = (dp)) 0,y (v, w) |
<CUZZINY =Yl + 1XI 0221 el + X127 el -

Par construction, ||Z?|| est uniformément bornée (par rapport a p, s et t).
Aussi, ||YZ|| est uniformément bornée (puisque Y (s,t) = 0 pour |s| > 1 et
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lim, 4o Y (s,t) = 0 sur [—1,1]). On trouve ainsi une constante positive
(toujours notée C') telle que

H(dpf,)(X)y)(v,w) - (dPZ)(o,YJ’)(U’ w)”
<CUY = YS (ol + Xl + X[ ffwl) -

On fait ensuite varier (s,t), on prend les normes LP des deux membres et
on majore le membre de droite en utilisant le lemme 13.2.2, ce qui donne
H (dpfo)(X,Y) (’U, ’LU) - (dp;)(O,Yop)(/Ua w) ||Lp
< Ck(IV =Yl ol + 1X Ny 10l o + 1 X Ty 1wl )
< Ck (IX o + 1Y =Yl o) Ul + 0l 0)
= CEII(X,Y) = (0, YO oo 10 W) i o - O
L’hypothese (3) est donc satisfaite, vérifions qu’il en est de méme de (4).
Pour (s,t) fixé, on a
H(dpz)(O,Yo")(va)H = H(DQP)(wP,O,Zf,YO”)(U) + P(wp707 Zzpvw)H
< CUZANYS Il + 127 HlwlD -
Comme les normes de Z! et de Y’ sont uniformément bornées, on obtient
1(d2) o.v (v )| < € (Jloll + )
inégalité a laquelle on applique la norme LP pour obtenir
1B 0.y (0, 0)]| o < C Mol + 0l 1) < C 1030l o
Donc la condition (4) est remplie.
On peut dong, enfin, appliquer le lemme 13.4.1, qui donne,
pour [[ylly1, < 7o, ona [[(dF,)y — (dFp)ol™ < Ellyllyr.s -

Ce qui termine la démonstration du lemme 9.4.8. O

13.5. Démonstration des deux lemmes : le deuxiéme

Démonstration du lemme 9.4.16. Le schéma de cette démonstration est le
méme que celui de la démonstration du lemme 9.4.8 : on démontre un lemme
abstrait dont on montre ensuite que l'on peut 'appliquer a la composée
F, =p,o(Id, §"p) o i,. Voici le lemme abstrait.

Lemme 13.5.1. Soient G, H et K des espaces de Banach et soient
SDP:G—>H3 wp:H"K

des opérateurs (non linéaires) de classe Ct, différentiables en p > pg. On
suppose qu’il existe rq >0 et des constantes k; > 0 (pour i = 1,...,7)
indépendantes de p tels que, pour tout z € B(0,719) C G,
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(1) les conditions du lemme 13.4.1 sont vérifiées par ¢ et 1 (avec les

constantes ki, ..., kq),
@ |52 - 20| < ks o
®) | G2t 57’;%(0»\1 < ko [0o(=) — o0)].
@ |30 H—7

Alors il existe M > 0 indépendant de p tel que, pour tout z € B(0,70), on a
0 0
| 5,0 0 0)) = 5o 0 2)O)| < M 2]
Et voici sa démonstration.

Démonstration. Nous avons
”§(¢p 0 p,)(z) — agp(wp © S0")(0)H
L a(a)) 52 (0|
+1[(d¥p) g, (2) (%?(ZD (o), (0) (aa% (Z)) H
< ke [|op(2) — @, (0)]|
+{[(dp)e, () (887?(20 (), °>(aa<pp(z))H
+ |[(d¥p) g, (0) (ag;)p &Pp )H
< ke [lep(2) — o (0)

+ k3 llop(2) — ¢, (0
< ke llop(2) — @, (0)]]

+ha 1) — 001 (|52 = G20 + | FE2]]) + ks <)

< llwo(2) = p(0)]] (k6 + ksks [|]| +k7)+k4k5 121l

<[%

N[ F @] + ] G2 - 20

Puis
pp(2) —@p(O)] < sup |[(depp)ezll [|=]l
t€[0,1]

< sup ([[(dgp)ez — (dpp)oll + [1(dep)oll) |l
t€(0,1]
(k1 ||zl + k2) (=]l

<
< (kiro + k2) [|2]) -
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Ce qui achéve la démonstration du lemme 13.5.1. O

Nous allons 'appliquer a

—p=1, et~z/) =1d xg"p,

—@=1dxJF, et Y =p,.
Vérifions donc que, dans les deux cas, les opérateurs satisfont aux hypotheéses
du lemme 13.5.1.

— La condition (1) a déja été vérifiée pour les besoins du lemme 9.4.8.

— Vérifions les conditions (2) et (4) pour ¢, = i,. Nous avons i,(Y) =
>y ZP, donc

32;) Zyz , en particulier %(0) =0.

Ce qui donne

2n 2n
01 01 0z° 0zf
1550 =GO, = 105 i, < X
Wip p dp llwire P Op llwie
2n
0z?
S;”yinwl,p Tp -

(toujours grace au lemme 8.2.4). Maintenant le choix de Zf(s,t) (voir
page 297) fait qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de p telle que,
pour tout ¢ =1,...,2n,

On obtient donc

H@zp 8zp

2n
2O, <O il <20 C 1Y s
i=1

Wtp

La condition (4) est satisfaite puisque 0i,/9p(0) = 0.
— Vérifions maintenant la condition (3) pour ¢, = Id xJ,. Remarquons
que, pour ¢, = i,, on a ¢,(0) =0 et
oo ()1l < llépll [|2]] < Caro.
11 suffira alors de démontrer que pour tout X € B(0,Cyr9),
a(1d xF,) d(1d xF,)
OXT,) 0y DT 1 < g,
|75, 00 = =5 =20, < ko I Xl
c’est-a~dire

H ap <0>H < ke | Xl -
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Rappelons que

Tp(X) = (o + T2+ grad 1,) (55, (X))
= Dlé)?f)(u)p,X) (%) + DQéEﬁ(wp,X) (%)

+ T >(D15XVP<W> (352 ) + DaeXPu, x) (85);))

+ grad Hy(exp(w,, X)).

11 suit que
9 ~ B . ow, Ow, 0*w,
a—p?p(X) = D1D16XP(wP,X)( 9p ' s ) + D1eXD(w,, x) <6p85)
ow, 0X
+ Dy Dzexp(w ,X) ( 8pP g)

+ D1 0, 5) (87;’ Drexpu,. 0 (%))

+ Dl‘]exp(me) (60711/}:)’ Dz&ﬁ(wp,X) (%f))

~ o ow, Ow,
o) [DlDleXp(wX (5 )

82
0pot

+ (dgrad Ht)cxp(w X) (Dle"xﬁ(wmx) (881:;,))

+D1é?q/)(wp,X)( ) +D1D2exp(w X)(

ow, 0
o)

Nous fixons (s,t) € R x S et nous appliquons le lemme 13.2.3 & toutes
les applications linéaires A, x)(-) et bilinéaires B, x)(-,-) qui apparaissent
dans cette formule. Ici p = w,(s,t) et X = X(s,t) et Pon a || X(s,t)]|e0 < 71,
ce qui permet d’utiliser le lemme 13.2.3. Au point (s,t) et pour la norme
euclidienne de R™, on obtient I’estimation

| 555,00 - 55,0
2
<o | G2l F2l+ x| 5al + 152N 5 |
160 | G % | S+ | S + e )
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Comme toutes les dérivées de w, sont uniformément bornées par une
constante k > 0, on obtient encore

559200 = 580 = €z i+ axh + | | + 4 )

<a(ixi+ 7]+ 1)

On fait varier (s,t) et on prend les normes LP, on trouve

05, o+

|57 7,0, < (IX1 + | %]

<30 [ Xlyyrs -

)

Lp

— Vérifions les hypothéses pour ¢, = (Id xF ») 0 i,. La condition (2) est
vérifiée par application du lemme 13.5.1 a la situation étudiée ci-dessus.
Pour 'hypothese (4), comme on a

Wp(y) = (ip(Y)v sz'p(Y))’

on a pour la dérivée

%00) = (%2(0), 22(0) + @00 220)) = (0. 220,

op ap ap op
Puis
ol I3 (555 oancn,
fuazw% (22 15, T ., ()
(15,54 MM”HHM”H 5l 150L.)
8,085 opot

Or toutes les dérivées de w, sont uniformément bornées en norme L” : elles
le sont sur [—1,1] x St (puisqu’elles le sont en €>°), pour |s| > 1, on utilise le
fait que w,(s,t) = u(s+p,t) (ouv(s—p,t)) et la décroissance exponentielle
de u et de v, ce qui implique que leurs dérivées sont LP. On a donc

|F ] <

ol k > 0 est indépendante de p.
— Vérification de la condition (3) pour v, = P,. Nous avons

p(0) = (0,5,(0)).
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Notons Yy = f;"p(O) et calculons les dérivées (par rapport a p) des p/,(X,Y)
pouri=1,...,2n. On a

p,(X,Y) oP

— X,Z°Y
6,0 6p(wp’ Pt A )

ow, 0z°
— (DyP)y g0 ( ) P( ,X,—’,Y).
(D1 )( 2 X, ZPY) ap + wp ap
Fixons (s,t) € R xS et appliquons le lemme 13.2.3 & I'application bilinéaire
Py x)(+,-) et a lapplication trilinéaire D1 P, x,..)(-) (pour p = w,(s,t) et
X = X(s,t)). On obtient
|

%ﬁz(o,mu

owp ow
< c(nxu 12201%1 |75, H il |52 = ol

0Z,
+| ||+\

1)

Comme || Z0||, |02¢ /0pl|, |0w,/dp| ainsi que ||[Yp| = ||Fuw,|| sont unifor-
mément bornées par une constante k (indépendante de p, s et t), on en
déduit

|2 v - gim,mu < 2O (X + Y — Yol

et, en prenant les normes L?,
apl o,
|5 520, %0)|| < 2KC (1X 0 + 1Y = Yol 0)

Op
< 2kC (Xl + 1Y = Yoll o) -

Chaque composante pf) de p, satisfait & la condition (3) donc p, la satisfait
aussi.

On a donc vérifié toutes les hypotheses, de sorte que le lemme 13.5.1
s’applique pour achever la démonstration du lemme 9.4.16. O

13.6. Encore un lemme technique

Nous démontrons ici un des lemmes techniques(® utilisés plus haut (pour
démontrer que v est immersive) :

Lemme (lemme 9.5.1). La suite (a,) est bornée et l'on a

A (5 - a2,

(2) Celui-ci est plus significatif que ses prédécesseurs.
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Démonstration du lemme 9.5.1. Montrons d’abord que la suite (a,) est bor-
née. Posons

= H (Dlexp(wp () (850 ) + D2fXP(u, (p)) (g;))pzpn

Lp

By = H (Dl&f)(wpﬁ(/)) (5811; ) + D2expyy, v(p))(%»p:pn

de sorte qu'on a |, | = A,,/B,,. Montrons que A,, est majoré et que B,, est
minoré par une constante strictement positive. Fixons g > 0. On a

Lr

i [l =0, done [7(pn)lrn <19
pour n assez grand et donc, en utilisant encore une fois l'injection continue
WhP(R x L, R™) — LR x SL; R™)

on a

sup (s, t)[| < Kro.
(s,t)eRxS?

Pour (s,t) fixés et p = p, on peut alors appliquer le lemme 13.2.3 aux
applications linéaires D;exp(, x)(-) pour i = 1,2, p = w), (s,t) et X =
¥(pn)(s,t). Il suit que, pour la norme euclidienne, en (s,t) et p = p,, on a

2185w, ()| < 5]

__ ow,
« |22, () = 5

En prenant les normes LP, on a donc
0
+[5)
Lr 8P pP=pn

an<o(|(), .

Rappelons que

)

=u(s+p,t) pours<-—1
wp(s,t) { tend vers y(t) pour s € [-1,1] et p — +oo
=wv(s—p,t) pours>1,

donc
152, <

Lp LP
pour p assez grand et en partlcuher, cette norme est bornée uniformément

par rapport a p. On a aussi

lim
s——+00

|51
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par la proposition 9.4.15, d’ou le fait que la suite A,, est bornée. Passons
maintenant a B,. En p = p,, on a

_ ow,
L X
Bwp ow, ow,
HD1‘3XP (w,,0) H *HDWXP(w AP Hs & — Diexp,, 095 e

-z

(grace & l'analogue de la minoration de Dgexp ci-dessus pour le troi-
siéme terme). Fixons (s,t) € R x St et (toujours) p = p,. On a, par le
lemme 13.2.3,

Lr

ow

ow
HD1GXP(w,, V) g _DleXp(w 0) Ao 8 H < vl H pH

. 6w
< Chln(o)] puisane | 22|

GO
En utilisant que Dléiﬁ(w .0y = Id, on trouve

ow
B, > |52 - Ckihe)l - ¢

Has

Comme

ow, u
P = — > —1
s (S)t) ds (3+p,t> pour s = )

on a

Hawp >Cyp>0

LP] 00,p—1]x S1)
et (par le lemme 9.4.13)

= lim_ [yl =0.

li = li
S ()l =0, lim dm

pH+OOH Os e

Donc il existe une constante C telle que B,, > C; pour tout n et il s’ensuit
que la suite () est bornée.

On a ensuite

a—p (expw ’yp(s,t))pn = an% (expw Wp(s,t))pn ,
ou

gp (expwp’yp(s,t))p" = an% (expwp'yp(s,t))pn ,
ou encore

ow, 104
(Dlexpm o) g,y & + DaeXP(uy, () ap)

= an (Dléﬁ(wm(p))f

QJQ"“
|3

N——

?
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Les estimations utilisées ci-dessus montrent que

oy . — sl
nll)moo )Dgexp(wp () A ap i = nEI-&r-loo ‘DzeXP(wpﬁ/(P))g L
Comme la suite «,, est bornée, on a
ow ow
[ )N
n ool | \ 1P, T, " dp ) pn 0

Fixons encore une fois (s,t) € R x S'. A I’aide du lemme 13.2.3, on trouve,
pour la norme euclidienne, en (s,t) et p = py,

HDleXp(wM ) (38“;0 _ an%ﬂ) — D16y, o) (aaiu,;p B a;;,,> H
<C o |52 - an 5|
S Cklv(p)|l
puisque
I

En passant aux normes L? et en utilisant le fait que lim, . ||v||;, = 0,
on déduit que la norme LP (toujours pour p = p,,) de
ow, ow, ow, ow,
Dlexp(wp,’y ( 8p —Qp—F ap ) -DleXp(wp7 ( 8,0 — Qp ap )
tend vers 0 quand n tend vers I'infini, et donc, comme on a vu que la norme
du premier terme tendait vers 0,

ow, 8wp
nl{moo ‘DleXp(w"’O)( ap B " Op )‘ =0,
c’est-a-dire 5 8
w w
i [|(% - en), L =0
n~1>rJIrloo (98 Pn
ce que nous voulions démontrer. O]

13.7. Deux autres lemmes techniques

Nous démontrons ici deux lemmes® utilisés dans la démonstration de
P'unicité du recollement. Voici le premier :

Lemme (lemme 9.6.14).

lim |Ixally, =0

n—-+o0o

(3)Eux aussi significatifs, bien que techniques.
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Démonstration. Nous avons

/ HMWwﬁz/ <mww%ﬁ=/ (Cos o) ds .
RxSt RxSt

RxS?t

En appliquant, par exemple, le lemme 8.2.4, on trouve une constante M > 0
telle que

/ <gwmmemem/) 1l ds .
RxSt R xSt

Comme Y,, = i((,), ((n)j = (Yn, Z;) et compte tenu de la proposition 9.6.3,
on a limy,_ 400 ||Gnll e = 0. Soit € > 0. On déduit de ce qui précede qu’il
existe N tel que, pour tout n > N_,

/ ||Xn||2 dsdt < M&/ ”Xn” ds dt.
R xSt RxS1

Ecrivons x, dans la base « canonique » de W,

Xn = an(%#w,ﬂ) + 0On (O#wn%> avec an, O, € R.

Il suit que

[ ldsar= | Il ds
RxS?t ]—o0,—1]x St
+ ol ds e+ | Il s
[—1,1]x St [1,+00[x St

=/ ol
]—o0,—1]x St

+/ mm@ﬁ+/ X
[~1,1]x St [L,4o00[x S

Nous allons majorer chacun de ces trois termes. Pour alléger 1’écriture et

‘%(s + pn,t)H dsdt

%(s - u(pn),t)Hdsdt.

raccourcir les formules, posons

2
M, = / |ozn|2H%(s+pn,t)H ds dt.
]—00,—1]x St 0s

Nous avons évidemment

My < Ixallz2 -
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ou
lovn ||| 5=
]—00,—1]x 51

g (54 pn,t Hdsdt

—
au(er,Dn, H dsdt

\//]OO,I]XS1 ds
/]oo,1+p xSt
\//]_Oov_l“"pn]xsl

Ensuite, le numérateur de la fraction se majore

ou
Ds

(s,t) Hdsdt

Z(s,t)Hstdt.

ou
/ (s,t) H dsdt < H ’
]—00,—14p,] X S1 s L1(RxSH;R27)
et son dénominateur se minore
1o}
/ ustH dsdt>H | .
]—00,—14pp] xSt L2(]—00,0]x S1;R2m)

Posons

(s past)|[ds dt < Ky [l e

ds 1 mxs1;R2)

)

L2(]—00,0]x S1;R2n)
de sorte que nous avons

/ ol
]—00,—1]x 51

Comme K7, toutes les constantes K; > 0 qui vont intervenir dans ce qui
suit sont indépendantes de n. Nous avons de la méme maniere

/ 5]
[1,400[x St

Le terme central se majore simplement par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

ov
oo (s = v(pn). 1) ds dt < Ko Xl 2 scsrimany -

/ [xnll dsdt < K3 ||Xn||L2([—1,1]><Sl;R2n) < K3 ”XnHL?(RxSl;R?") .
[-1,1]x St
Nous avons ainsi obtenu

Ixnllpr < Kalxnllzz »

de sorte que, pour n > N, nous avons

Ixnll72 < MEse xall 2 done [xnll2 < MKqe,



13.7. DEUX AUTRES LEMMES TECHNIQUES 471

d’ou
nl_lf_il_loo Ixnll 2 =0 et enfin nl_1)r4r_100 Ixnll 2 = 0.
En revenant a la décomposition de y,,, on en déduit que
ou
lim « ‘—s—i— ,tHzO,
N el || 55 (5 + Pnst)
donc lim,_, ;o o, = 0 et de méme lim,,_, o, B, = 0. Par conséquent,
ou v
Il < lonl | 55,0, +18al [0, 52|

tend vers 0 puisque les normes WP des deux vecteurs de la base de W,
utilisée sont évidemment bornées (uniformément par rapport a n). Ce qui
termine la démonstration du lemme 9.6.14. O

Le deuxiéme lemme (utilisé dans la démonstration de I'unicité du recol-
lement) que nous voulons démontrer ici est :

Lemme (lemme 9.6.15). I existe des constantes positives K1 et Ko telles que,
pour tout n € N,

IXnllwr + Yol e +115(0)]2r

Y., » <K
|| ||W1 P 1 1— KQ ||Yn||Lac

Nous utilisons bien siir ici les notations définies autour de I’énoncé 9.6.15.
Rappelons que ¢, € WHP(R x S1;R?") est décomposé en x, + wy ol Xn
est de la forme a#,, 0 (o € Ker L*, 5 € Ker L") et w,, est orthogonal aux
vecteurs de cette forme (voir page 331).

Démonstration. Les constantes C; qui interviennent dans ce qui suit sont
indépendantes de n. Nous avons
Yallwre = i(Ga)llwre < CrllCnllyr, = Crlixn + wnllyrs
< Cr(Ixnllwre + llwnlly.r)
ol nous avons utilisé le fait que [|7| est bornée (indépendamment de n),
ce que nous avons démontré page 450. Appliquons la proposition 9.4.7 a
wy, € W On trouve
Vol < Gt (allwss + lonllws)
< Cilixnllwrr + Co | L(wn)l| Lo
= C1 [Ixnllwre + C2 | L(Cn — Xn) |l 1o
< Crlixnllwre + C2 [IL(Ca)l o + C2 IL(xn) | L -

La norme de 'opérateur linéaire L est majorée par une constante indépen-
dante de n. En effet, L = (dF')o pour F' = po(Id xF)oi. Pour les opérateurs
qui interviennent dans cette composition, nous avons vérifié les hypotheses
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(2) et (4) du lemme 13.5.1, exactement ce dont nous avons besoin pour
conclure que la norme de la différentielle de la composée ||(dF)o|| est unifor-
mément bornée. Il faut toutefois préciser que ces résultats ont été obtenus
pour le pré-recollement w, et pas pour un pré-recollement de la forme w, .
Les lecteurs pourront vérifier que tous les arguments sont en tout point
similaires dans ce cas un peu plus général.

Revenons a I'estimation que nous venons d’obtenir pour la norme de Y,,.
De ce qui précede, on déduit

Yallwie < Cillxnllwre + C2 L) Lo + Cs lIxnllwrs
= (C1+C) lIxnllwre + C2 IL(Ga)ll 1 -

Grace au lemme 9.6.14, nous savons que le premier terme tend vers 0. Il
reste & majorer la norme LP de L((,). Nous avons

L(Ga) = (dF)o(Gn) = (d(p o (Id xF) 0 1))o(Cn)
= (d(p o (1d x5)))0i(¢n)
= (d(p o (1d xF)))o(Yn)
= (D1p) 50y (Yn) + (D2p) 30y (@F)o(Ya).

L’application p = p,, (ici dépendant de n),

p: W (R x S:; R™) x LP(R x S1;R™) — LP(R x S}; R?")
est définie par la formule

P((X,Y))i(s, 1) = P(wn(s, 1), X(s,1), Zi(s,1),Y (s, 1))
ou l'application
P:W xR™ xR™ x R™ — R*"

est linéaire en sa derniére variable. Nous avons démontré (dans la démons-
tration du lemme 9.4.16) que, pour tous v,w € WIP(R x S1;R™), on a

||(D1p)(07'§(0))(v)||1;p <Cy HU”LZD et ||(D2p)(07§(0))(w)||Lp <Cs HwHLP .

Il est possible d’améliorer 1égérement la premiére estimation, en remarquant
que F(0) = F(w,) s’annule pour s en dehors de [—1,1] (puisque 13, w, est
une trajectoire de Floer). Comme p est linéaire en sa deuxiéme variable, on
en déduit que, pour tout v € WHP(R x SL, R™),

1 -
V(Sut) € (R - [_17 1]) xS, (Dlp)(oﬁ(o))v(s,t) =0.
L’argument utilisé dans la démonstration du lemme 9.4.16 donne alors

||(D1p)(0,§(0))v||[/p <Cy ”v”LP([—l,l]xSl;Rm) .
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En utilisant ces remarques, on majore ||L((y)|, -
||L(CTL)||LP < ||(D1p)(07§(0))(Yn)||LP + H(DQp)(O;g?(O))(dgj)o(YN)||Lp

< Cy HYnHLP([le]Xsl;R?n) + C5|(dF)o

<Y”)HLP(R><SI;R"")
<Cs HYnHLOO([—l,l]xSl;Rm) + 05’|(d$)0(yn)"Lp(RXsl;Rm)
< C Yol poorxs1mm) + C5H(dév:)o(yn)||LP(R><51;R"")'

Le premier terme tend vers 0 par la proposition 9.6.3. Nous majorons
maintenant le second terme. Rappelons que Zn = exp,,, Yn, de sorte que
F(Y,) = F(¢,) = 0 puisque £, est une trajectoire de Floer. Ecrivons une
formule alla Taylor pour f;", similaire a celle que nous avons écrite pour F
pour lui appliquer la méthode de Newton-Picard (lemme 9.4.4). Nous avons

F(Y) = F(0) + (dF)o(Y) + N(Y)
ot N: WHP(R x S, R™) — LP(R x S1;R™) vérifie
N@O)=0, et (dN)z = (dF)z — (dF)o.
Appliqué en Y =Y, cela donne
0 = F(0) + (dF)o(Yy) + N(Yy,).

C’est que nous utilisons pour majorer le second terme dans I'inégalité ci-
dessus. Encore un lemme :

Lemme 13.7.1. 1l existe des constantes C7 > 0 et r1 > 0 telles que, pour
tout Y € WHP(R x SL;R*™), si ||V o < 71, alors

INO)[ o < C7 Y| oo 1Y [lypra.s -
Admettons-le provisoirement. On a alors
H(dg")O(Yn)HLp = ||§(0) + N(Yn)HLp < H‘F;F(O)HLP + ”N(Y”)HLP ’

Comme ||Y},||;« tend vers 0, on peut appliquer le lemme pour n assez grand.
On trouve

oo < [T+ Cr ol el

En mettant ensemble les majorations de la norme WP de Y, de la
norme LP de L((,) et celle que nous venons d’obtenir, nous obtenons,
pour n assez grand,

[Yallwio < (Ci+C3) xnllwrs + Co |L(Ca) |l 1o
< (C1 + C3) [Xnllwrs + C | Yall o + Col[ (o (Ya)|| .,
< (C1+C3) Ixnllwre + Cs [ Yall L
+ C9H§(O)HLP + Cro Yol g Yl
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ce qui implique

(C1 + C3) [ xnllwrs + Cs [Yall oo + Co|FO)] .,

Yn 1,p S
1Yol 1= Cio||Yall g

Il reste a démontrer le lemme 13.7.1.

Démonstration du lemme 13.7.1. Nous avons

) =X = [ 2oy

INCY) o

Lr

-1/ (@) (V) do

Lr

0
<l @y @) |,

Lr

= | [ I@@ray ~ @)y aof

Fixons (s,t) € R x Sl. Lorsque nous avons vérifié ’hypothese (3) du
lemme 13.5.1 (page 464), nous avons obtenu des estimations de la norme
euclidienne ||((dF)x — (dF)o)(v)(s,t)||. Ces estimations sont valables pour
IX (s,t)|| <m pour un certain r > 0. Reprenons ces estimations, en faisant
au préalable la remarque qu’elles restent valides pour w, = w, ,,, méme
si elles ont été obtenues pour w, = wiq,,. Nous avons donc démontré que,
pour || X (s,t)|| <71, il existe un K > 0 tel que

1((dF)x = ([@F)o)v(s, )| < K [ X(s,0)]| [o(s,1)]

|2 o, 0+ 2.1

o, )1
G0l )|+ 15,0 [ 5,0

On remplace X par oY et v par Y, pour trouver, pour une constante C7
indépendante de n et pour ||V, < 71,

P < | [ Cro (s,

FIV G| G .00+ 1¥ (.01 | Gy 0] ) o]

Lp

< Gl s, ol (1 s+ | B 5,00+ Tt

Lr
< Gl e | (074 | 2+ [ 5]
< Cr IV llpee 1Y iy

Lp

et le lemme 13.7.1 est démontré. O
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13.8. Variantes 4 paramétre(s) des lemmes sur la dérivée seconde

Nous donnons dans ce paragraphe les démonstrations des différentes ver-
sions & parameétre(s) des lemmes sur la dérivée seconde de lopérateur de
Floer utilisés plus haut.

Pour la démonstration du théoreme 11.2.2, nous avons eu besoin d’une
variante du lemme 9.4.16 sur la dérivée seconde de 'opérateur de Floer : il
fallait tenir compte du fait que H et J dépendent du parametre p utilisé
pour le recollement. C’est ce que nous faisons ici.

Pour vérifier les hypothéses du lemme 13.5.1, nous avons démontré qu’il
existait une constante C telle que pour tous s, t tels que || X (s,¢)|| <1 et
pour tout p,

|00~ Feol = el |55+ |51

La formule calculant la dérivée 8F »(X) contient deux nouveaux termes, dus
a la dépendance en p de J et H, ce sont

P(X) = g—i(s +p) (D15>\</p(wp7x) (8{;1; ) + DoexXPy, x (aai)t())

0H, __
et  Q(X)=grad Ter’t (exp(wp, X)) .
I
Le lemme 13.2.3 donne sans mal

1P(X) = PO < C(J1X]| + H H)

Ensuite, pour tout (s,t),

(wy(s,t),0X(s,t)) € W x B(0,r) (un compact)

et

OH,

=P — (0 pour |s+p| >R,

dp
donc
OH,
H (d grad 7+p’t) _ H est bornée
dp exp(p,X)

sur le compact [~ R, R] x S x W x B(0,7), de sorte que finalement

L [ P

<Xy,

- D2€XP(y, 0.x) H

ce qui permet de trouver ’estimation voulue et de terminer la démonstra-
tion.
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Nous démontrons aussi ici la variante du lemme 9.4.8 dont nous avons
eu besoin au §11.4.b, c’est-a-dire I’énoncé :

Lemme (lemme 11.4.5). Soit rq > 0. Il existe une constante K > 0 telle
que, pour tout p > po et pour tous (\,Z) € R x WHP(R x S, R?™) (avec
1Z|| <71p), on ait

1(dF ) x2) — (dF ) 00| < K1 Z]lyr.0 + M)

Démonstration. Nous avons

[(dF ) x2) = (dF ) 00| ™ < [[dFp)x2) = (dFp) a0 |
+[[(dFp)x0) = (dFp) 0.0 ||

et nous analysons séparément les deux termes du membre de droite. Com-
mengons par le premier. Soit (a,Y) € R x WHP(R x S*; R?"). Nous avons

(dF ) (x2)(a,Y) = (dF,) (3, 2)(0,Y) + (dF ) (x, ) (a, 0)

0
= (@) (V) + 5|,y (300 (exp,,, (7))

(z0%)

aJ d(exp,, Z
= (dFE)\_M*)Z(Y) +a<—()\+)\*,s+p)%

O\
0H
+ gradexpwp(z) ﬁ()\ + A, s+ p, t))

(z0%)

(expressions dans lesquelles (Z/ ’Z) désigne le repere orthonormé au point
XDy, (s,¢) Z(5, 1), obtenu en transportant parallelement le repere (Z7 (s, 1))
le long de la courbe r — exp,, (5 1)(rZ(s,1))).

Nous utilisons la notation

dF,(\, 2)(a,0) = a (VoA + v, 2)) .7,

et nous remarquons que V,(A,,0) est le champ V), qui apparait dans la
formule calculant L} (a,0).
Pour majorer H(dfp)(&Z) - (dfp)(A}o)HOp, écrivons
H (dFP)()\,Z) (a7 Y) - (dfp)(k,()) (CL, Y) ||Lp
< |[@E ) 2() = @B )o(Y)|

Lp
+|al H(vp(A A B)) gp2) = VoA A, 0) 5|

Pour majorer le premier terme de cette somme, nous utilisons le lemme 9.4.8
ou plus exactement son analogue pour le couple (H, J) défini par ’homoto-
pie I'x4a,. Nous avons déja évoqué la possibilité de cette analogie dans la
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démonstration du théoreme 11.2.2. Nous avons
|@F> ) (V) = @F )0 <k 12l 1Y T

pour une constante k1 > 0 indépendante de p. Pour majorer le terme restant,
considérons V,(A + A, +) comme une application

WhP(R x SH,R™) — LP(R x SY; R™),

et écrivons (avec les notations du chapitre 11)

~ Bj a(eXppr)
Vp()\+)\*7Z) BA()\+)\*7 )T
OH
+gradexp, (2) (6/\ AtAos+o, ))
o7 Owp 0z
8A(A+A*,s+p)(Dlexp<w z>( a1 )+D2€Xpw Z>(at))
0H
+gradexpw Z) O\ ()\+)\*78+p7 )

Nous utilisons le résultat :

Lemme 13.8.1. Soit rq > 0. Il existe une constante K > 0 telle que, pour
tout p > po et pour tout Z € B(0,ry) C WHP(R x S1;R™), on ait

VoA + 2, 2) = VoA + A 0)| 1, < K N1 Zlyp -
Démonstration. Ecrivons
V(X + )\*, Z) = V(A + A, 0)]],, <
dw,

SRR

H A+ X, 5+p) [Dlexp(w Z)( ot

_ Dl&/p(wmo) (%)] Ly

OH OH
eXp<wp 7 O\ ox AtAa st t)—grad

XP(uy,00 ON ox ATAo st )H »
L’application

o0J
o0 o

est a support compact. Il existe donc une constante C > 0 telle que

1] x R — End(TW)

op

pour tous (A, s) € [0,1] x R, H%()\, s <c.

Le premier terme du membre de droite de notre inégalité se majore donc
par

. ow, o0z
CHDlexp(wmz)(

ot ) + DaexDiu,, Z>( ot ) - Dl&ﬁ(wﬂ»‘”(%)‘ L
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Les lemmes 13.2.3 et 13.2.2 s’appliquent, a
Ap, X, V) = Diexp(, xyV et A(p, X, V) = Daexpy, x)V,

pour majorer cette expression (avec le méme raisonnement qu’au §13.5),
par K |Zlly 1.

Pour majorer le deuxiéme terme (celui avec les gradients), remarquons
que la majoration W'? de Z, || Z||ly1, < 70, implique que Z est borné,
|Z|| < ri (pour un certain r; > 0). Considérons ’application

0:[0,1] xR x S*xW x B(0,r;) — R™
OH

X —~ —_— .
A\ s,t,p, X) — gradexp(pyx) X (A, 8,t)

Elle est de classe C! et & support compact. Il existe donc une constante
C > 0 telle que ||dg||”® < C. D’ou il suit que, pour la norme euclidienne,

||90(>\ + )\*,S + P;tva(Svt)7Z) - SD()\ + >\*75 + p7 ta w,,(s,t),(])” S C ||Z|| .

En appliquant la norme LP, nous déduisons que le deuxiéme terme du
membre de droite de notre inégalité est majoré comme souhaité
OH OH
d— O tas+pt)—grad— o (A+ A, tH
gra exp(wpyz) 8)\( + * S+p ) gra exp(wp,()) a>\( + * S+p ) Lp
<ClZl <ClZlwrs-

Ce qui termine la démonstration du lemme 13.8.1. O

Mais celle du lemme 11.4.5 n’est pas finie. Nous utilisons, comme au
chapitre 13, un diagramme commutatif

2 V,(A+ A\, 2)

WP (R x S R2") LP(R x S1;R2")

WhP(R x SL;R™) ——— WIP(R x SLER™) x LP(R x SL, R™)
(Id, V)

Notons ¢ = i,, 1 = (Id, ‘7,,), X = pp. Pour terminer d’établir la majora-
tion souhaitée, nous énongons le lemme :

Lemme 13.8.2. Il existe une constante ko > 0 (indépendante de p) telle que,
pour ||ZHW1,p <719, on ait

IxYp(Z) = x¥p(0)|l» < k2| 2]y, -

Et nous le démontrons.
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Démonstration. L’application ¢ est linéaire, sa norme est bornée uniformé-
ment par rapport a p, donc

le(Z) [l < Cro.

Gréce au lemme précédent (lemme 13.8.1), il existe K > 0 tel que

9o(Z) = ¥o(0)lyrm 1o = 10(Z) = ©(0)lyyrn + ||V (Z) =V, (0)] .,
< CNZNlyrw + K | Z] g1 -

Posons ensuite a = ¥ (p(Z)) et b = 1(p(0)), nous avons

||X(a) - X(b)HLp < sup H(dX)’r‘aJr(lfr)bHOP ||CL - bHLp

relo,
< Sl[lp || dX ra+(1— r)b”op C+K) ||Z||W1P .
rel0
Ici b = ¥ (¢(0)) = ¥(0) = (0, Vp(O)) et nous savons que
~ oJ __ w,

Vp(s,t) = (A + A, s+ p) - Dlexp(wp,Z)ﬁ'

oA

Pour (A, s,t) fixé, la norme euclidienne de ce vecteur est uniformément bor-
née par une constante indépendante de p, qui est précisément

all

sup HDlexp )
pEW (s t)eSl xR
1Z]I<ro

O 5)6[0 1]><RH8)"

Nous procédons comme dans la démonstration du lemme 13.4.1, avec ici I~/p
jouant le role de Y, et obtenons

| (dX)rata—rp — (dx)s]|”" < kar [ra+ (1 —7)b—bl| .,
= kar[la = b,
< ks(C+ K) | Zl .
< k3(C + K)ry.

Avec notre estimation de ||¢¢(Z) — 1p(0)]|, nous en déduisons que

Ixte(Z) = x1p(0)|| 1o < k3(C + K)?ro | Z]l 1.0

et le lemme 13.8.2 est démontré. O

Nous continuons donc & démontrer 'estimation du lemme 11.4.5. Gréace
au lemme précédent (lemme 13.8.2), nous avons

H (dFP)()\,Z) (a7 Y) - (dfp)(k,()) (a” Y) ||Lp
<kl Zllwrw 1Y i + lal k2 [ Z ]|y
= (k1 + k2)(lal + Y o) 1211
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donc
1(dFp)xz) = (dF )| < (ka4 k2) 12|y
Nous avons donc majoré le premier terme du membre de droite de I’in-
égalité
1@ ) r2) = (dF )00l < (dF,)x,2) = (dFp) o ||
+ [[(dFp) 0y = (dF ) 0.0)] ™

et nous devons encore majorer le deuxiéme terme. Ecrivons, pour (a,Y) €

R x WIP(R x ST, R?"),
(dF ) (x0)(@,Y) = (dFp > )o(Y) + a(Vy (A + Av, 0)) (22

ou, rappelons-le,

0J

H
a)\( A+A*7S+p?)

ow 0
At A, e 4 grad,,
+ A, s+ p) =L + gra . B —(

Vo(A+A,,0) = 5

Nous avons donc

H(dfp)()\,O)(aﬂY) - (dFP)O,O <a7Y HLP
< |[(dEp > )o(Y) = (dEp > )o(Y) ]|,
+lal | (Vo + A 0)) 22 = (VoA 0) 22 | -

Comme dans le §11.2.b (et sur le modele de la proposition 8.4.6)

)¢ )¢
(dF, > )o(Y) = LA (Y) = o+ Jo + S

ou
S:[0,1] x R x S' — My, (R)

est une application de classe €*°. Donc

[(@Fp )0 (V) = (dFp o (V)] 1, = ISOV(Y) = SO)(Y) 1
< ka (MY o
< ka ALY .o
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avec ky = supyc(o,1) 9S/0A. Puis,

H( )‘Jr)‘ O*Vp(A*,O))Z:HLp

Lr

w5,

o S-S sni). .

< (i o) 1),

Lr
éER 82[—[
A H d A, s, t H < ks Al
N s (e, G us0) |, < s
(s,t)ERxS?!

Nous arrivons donc a
1(F ) n0y(@.Y) = (dF ) 0.0, (@ Y| < s NIV s + K lal 1A,

ce qui montre que

I(@F o) 00 = (@Fp) 00| < ks NI -
Combinons cette inégalité avec

1@ x2) = (@Fp) )| < (ka4 k2) [1Z g
obtenue ci-dessus, pour trouver finalement
|(dF )02y — (dF ) 0.0y |77 < (b + k) | Z|lyyra + Ko ||
< E(Zllwre + [AD

ce qu’il fallait démontrer pour terminer enfin la démonstration du
lemme 11.4.5. O

Au §11.2.c, pour établir les propriétés désirées de 1), nous avons utilisé
I’énoncé suivant, qu’il est temps de démontrer ici.

Lemme (lemme 11.4.7). [] existe une constante C' > 0 indépendante de p telle
que, pour p > po, on ait
_4F, -
|52 = G200, < C 1m0y
Démonstration. Le lemme 9.4.16 s’applique aux opérateurs F' pour A €
[0, 1] (voir la démonstration du théoréme 11.2.2). Done, pour Z € B(0, 1),

nous avons

Hmam:k(pv Z) - 32% 0, <M1Zlyrs
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pour une constante M > 0 qui ne dépend ni de p (ni de A puisque A € [0, 1]).
En particulier, comme F,(\, Z) = Fg*“* (Z), nous avons
oF, ~ oF, —
2 () = 20, 0)

Pour finir la démonstration du lemme, il suffit de démontrer ’existence

» S M ||’YPHW1,1) .

L

d’une constante C' > 0 indépendante de p telle que

|50 - S 20.0)

Pour A € R quelconque, nous avons

Fo00) = (357 (wy)

LP§O|X0|.

aw AN, 5w A+,
= (67: + Jsj:p (wp)aitp + grad Hsip,t (wp))
Notons x(p,A) = F,(A\,0) € LP(R x S';R?"). La fonction (de (s,t))
9x/OX(p, A) est & support compact. En effet, les dérivées par rapport a A
de JQ\IPA* et grad H ;‘rlf:; s’annulent lorsque |s + p| > R, puisque les isoto-
pies 'y sont constantes pour |s| > R. Ainsi, 9%y /0pO est-elle également &

zr

support compact comme fonction de (s,t). Il s’ensuit que

Hg);(p’” - ?));(p’ 0)‘ e S Hs‘ip aangA v
0%x
= Al Hs‘ip 8p3)\’ L7 ([= R—p,R—p] x SL;R?")

8%x
x|
< K |)| sup 8p3)\(5)

PZpo
(s,t)€[—R—p,R—p]xS*
(la norme figurant dans le dernier terme est la norme euclidienne de R?").
Comme dw, /0t, Z! et leurs dérivées par rapport & p sont bornées en norme
par des constantes indépendantes de p. Il en est de méme des dérivées par
rapport a p et A de J;‘fp)‘* et de grad Hﬁj,}*. Il suit que 9%y /0pOX est
bornée (en norme euclidienne) pour (A, p, s,t) € R x [pg, +00[ x R x S, ce

qui acheve la démonstration du lemme 11.4.7. O



EXERCICES DE LA DEUXIEME PARTIE

Exercices sur le chapitre 5

Exercice 1. Soit E un espace vectoriel symplectique de dimension 2n. Si F’
est une partie de F, on note F° le sous-espace vectoriel orthogonal pour la
forme symplectique, formé de tous les vecteurs x tels que w(z,y) = 0 pour
tout y € F.

Si F' est un sous-espace de F/, montrer que

dim F + dim F° = dim E.

On dit que F est isotrope si la forme w est nulle sur F', ¢’est-a-dire si F' C F°.
Que peut-on dire de la dimension de F'? On dit que F' est lagrangien si F
est isotrope et dim F = n.

Soit F' un sous-espace « co-isotrope » (c’est-a-dire dont l'orthogonal est
isotrope). Montrer que w induit une forme symplectique sur ’espace vecto-
riel quotient F//F°. Soit L un sous-espace lagrangien de E tel que L+F = FE.
Montrer que la composition

LNFCF — FJF°

est l'injection d’un sous-espace lagrangien.

Exercice 2. Soit V une variété et soit n une 1-forme sur V. On peut consi-
dérer n comme une section

n:V—TV

du fibré cotangent. Si A désigne la forme de Liouville sur T*V, quelle est la
forme n*A sur V' 7
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Exercice 3 (sous-variétés lagrangiennes). Si (W, w) est une variété symplec-
tique de dimension 2n, on dit qu’une sous-variété j : L C W est lagrangienne
sidimL =n et si j*w=0.

(1) Montrer que, dans une surface symplectique, toutes les courbes sont
lagrangiennes.

(2) Montrer que, si L; est lagrangienne dans Wy et Ly est lagrangienne
dans Ws, L1 X Lo est lagrangienne dans W; x Ws. Construire un tore 7"
lagrangien dans R2". Montrer que toute variété symplectique contient des
tores lagrangiens.

(3) Soit n une 1-forme sur une variété V. On considére n comme une
section de T*V (comme dans l’exercice 2 (page 483)). Montrer que I'image
de 7 est une sous-variété lagrangienne si et seulement si la forme 7 est
fermée.

(4) Soit f une fonction €> sur une variété compacte V. En vertu de
ce qui précede, la 1-forme df définit une sous-variété lagrangienne de T*V.
Montrer que celle-ci rencontre la section nulle.

(5) On considére la variété produit W x W, munie de la forme symplec-
tique w @ (—w). Montrer que la diagonale est une sous-variété lagrangienne.
Soit ¢ un difféomorphisme de W dans elle-méme. A quelle condition sur ¢
le graphe de @ est-il une sous-variété lagrangienne de W x W'?

Exercice 4. Soit w une application de classe > de la sphére S? dans le
cotangent T*V d’une variété V. Montrer que

/ w*w = 0.
5‘2

Exercice 5. Soit w une forme symplectique sur une surface compacte X.
Montrer que X est orientée, puis que

/Ew;éO.

On consideére I'inclusion P!(C) C P"(C) induite par I'inclusion C? ¢ C™*+1,
Montrer que c¢’est une sous-variété symplectique. En déduire qu’il existe une
application de classe C*

w:S* — P"(C)

telle que, si w désigne maintenant la forme symplectique de P™(C),

/ wrw # 0.
SZ

Exercice 6. Soit ¢' un difféomorphisme hamiltonien de W. Montrer que le
graphe de ¢! est transverse a la diagonale de W x W en (z, x) si et seulement
si la trajectoire de x est non dégénérée.
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Exercice 7 (le groupe des difféomorphismes hamiltoniens). Dans cet exercice
on considere une variété compacte W munie d’une forme symplectique w. On
appelle Ham (W) ensemble des difféomorphismes de W qui sont le temps 1
d’un flot hamiltonien.

(1) On suppose que le hamiltonien H; engendre 'isotopie ¢; et que le
hamiltonien K; engendre ;. Soit

Gt :Ht+KtOS0t_1~
Montrer que
X, (@) = Xa1, (@) + (T, )00 (X, 0 977 ().

En déduire que ¢; o 9, est l'isotopie hamiltonienne engendrée par le hamil-
tonien(®) H,+ K; o %—1'

(2) Quelle est 'isotopie hamiltonienne engendrée par —H; o ¢ ?

(3) Montrer que I’ensemble Ham (W) est un sous-groupe du groupe des
difféomorphismes symplectiques de W.

(4) Soit ® un difféfomorphisme symplectique de W. Quelle est isoto-
pie hamiltonienne engendrée par le hamiltonien H; o ®? Montrer que le
sous-groupe Ham (W) est distingué (normal) dans le groupe de tous les dif-
féomorphismes symplectiques de .

Exercice 8. Soit x un point critique non dégénéré d’un hamiltonien au-
tonome H sur R?". On appelle ¢! le flot de Xy. Exprimer Xy dans les
coordonnées (p;, q;). Montrer que la matrice jacobienne de ¢ vérifie
d
o (Jacy ") = (Jo Hess, (H)) - Jac, ¢*

et donc que
Jacz (Pt _ etJo Hessm(H).
Soit z un point critique d’'un hamiltonien autonome H sur une variété
symplectique W. Montrer que, si x est non dégénéré comme orbite pério-

dique, alors il est non dégénéré comme point critique de H.

Exercice 9 (oscillateur harmonique). On consideére, sur la variété symplec-
tique R2", le hamiltonien

1
H(q,p) = 5 Y _0i(v} +af)

ou les «; sont des nombres réels positifs, disons 0 < a; < as < -+ < ay
pour fixer les idées.

(4) Ainsi, méme si H et K sont autonomes, l’isotopie hamiltonienne composée ne vient

pas (en général) d’un hamiltonien autonome. Une question subsidiaire : quand est-ce le
?

cas



486 EXERCICES DE LA DEUXIEME PARTIE

(1) Ecrire le systéme hamiltonien correspondant et le résoudre.

(2) On suppose que tous les «;/ a; sont irrationnels. Montrer que le sys-
teme possede exactement n familles de solutions périodiques, chacune conte-
nue dans un plan. On fixe une solution contenue dans le plan d’équations
(¢gj = pj = 0);;. Quels sont les multiplicateurs de Floquet de cette solu-
tion ? Est-elle non dégénérée ?

(3) On suppose que tous les «; sont égaux. Que peut-on dire des solutions
périodiques ?

Exercice 10. Soit E un espace vectoriel muni d’une forme symplectique w
et d’une structure presque complexe J calibrée par w; on note L l'ortho-
gonalité pour le produit scalaire w(-,J-). Montrer qu'un sous-espace L est
lagrangien si et seulement si L+ = JL.

Exercice 11. Soit (W,w) une variété symplectique et soit J une structure
presque complexe calibrée par w. Soit V' C W une sous-variété complexe,
c’est-a-dire stable par J,

VeeV, J,(T,V)cCT,V.
Vérifier que w définit une forme non dégénérée sur V.
Exercice 12 (complexe, mais pas symplectique). On considere ’application
f:C?* —c?
(21, 22) — (221,229)
et le quotient H (« surface de Hopf ») de C? — {0} sous l'action de Z par
n-(z1,22) = f"(21, 22).

Montrer que le quotient est une variété complexe (c’est-a-dire avec des chan-
gements de cartes analytiques complexes) difféomorphe a S x S*. De sorte
que son deuxiéme groupe de cohomologie de de Rham est nul. En déduire
que H ne posséde aucune structure symplectique(®.

Exercice 13 (octaves de Cayley et structures presque complexes). Rappelons
que l'algebre des octaves de Cayley est un espace vectoriel réel O de dimen-
sion 8, muni d’une base notée

(1’ i’ j7 k‘.’ é? K/Z:?éj? gk)

et de la multiplication (distributive & droite et a gauche sur l'addition)
définie par

i =2 =k* =102 =ijk = jki=kij = -1, il = —{i, etc.

(5)On trouvera dans [15] des exemples de variétés symplectiques mais non complexes.
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On pourra vérifier que cette multiplication n’est ni commutative, ni asso-
ciative (car (ij)¢ = —i(j¢)), mais qu’elle satisfait quand méme (ab)b = a(bb)
pour tous a et b.

On consideére I'espace euclidien R7 des octaves imaginaires, c’est-a-dire
le sous-espace engendré par (i, §, k, £i, €7, €k). Soit V' C R” une sous-variété
orientée de dimension 6. Pour tout point z de V', on appelle n(z) le vecteur
normal unitaire (défini par les orientations de V' et de R et on définit

J. T,V — R

par J;(u) = n(z) - u (multiplication au sens des octaves). Montrer que
Jp est a valeurs dans T,V et que les endomorphismes J, définissent une
structure presque complexe J sur V. Ainsi, toutes les hypersurfaces de R”
sont presque complexes(®).

Exercice 14. On écrit les matrices a 2n lignes et 2n colonnes par blocs

XY
A= XY, Z,T € M, .
(F7): xvarem®

A quelles conditions sur les matrices X, Y, Z et T la matrice A est-elle dans
le groupe Sp(2n; R) ?
Exercice 15. Soit S une matrice symétrique réelle. Montrer que
exp(JS) € Sp(2n; R).
Réciproquement, on suppose que la matrice S est telle que
Vt, exp(tJS) € Sp(2n;R),
que peut-on dire de S?

Exercice 16. Utiliser le corollaire 5.6.7 pour démontrer que le déterminant
d’une matrice symplectique vaut 1.

Exercice 17 (symplectification d’une variété de contact). Soit V une variété
munie d’une 1-forme « non singuliére (c’est-a-dire telle que a, # 0 pour
tout © € V) et telle que

Ve eV, (da)zlKera, st une forme bilinéaire non dégénérée.

On dit que « est une forme de contact sur V. Ainsi la dimension de V est
impaire, on la note 2n + 1.

(1) Montrer que o A (da)™™ est une forme volume sur V.

(6)Remplacer O par H et 7 par 3 serait une facon analogue (mais en 'occurrence com-
pliquée) de montrer que toute surface orientée plongée dans R? posséde une structure
presque complexe.
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(2) Montrer qu’il existe un unique champ de vecteurs X sur V tel que
ixa=1 et ix(da)=0

(on dit que X est le champ de Reeb de a).
(3) On considére W =V x R, munie de la 2-forme w définie par

Wiz,o) = d(e”a).

Montrer que (W, w) est une variété symplectique (dite symplectifiée de la
variété de contact (V, @)).
(4) Déterminer le champ hamiltonien de la fonction H(z,0) = o.

Exemple. Soient V = S?"*! la sphére unité de C"! (avec coordonnées
(1 +ip1,- -, qn+1 + ipnt1)) et la 1-forme

o= %Z(pid%' — qidp;).
Montrer que « est une forme de contact. Déterminer Ker « et le champ de
Reeb X de a. Montrer que la symplectifiée de (S?"*1 a) est symplecto-
morphe & C"*1 — {0} muni de sa forme symplectique standard.

Exercice 18. On dit qu’'une fonction H sur une variété symplectique est un
hamiltonien périodique™ sil existe une opération du cercle
Stx W — W
telle que
d .
pn (exp(2imt) - ) |t=0 = X g (x)
pour tout x € W.
(1) Montrer qu’alors les points fixes de l'opération du cercle sont les
points critiques de H.
(2) Montrer que toutes les orbites (périodiques) de H sont dégénérées.

Exercice 19. On fait opérer le cercle St sur I’espace projectif complexe P"(C)

par

mo Mn

w2000y 2n] = [W™020,..., 0" 2,], my; € Z.

Montrer que la fonction
_ 1 mal]
2 Ylal®

est un hamiltonien périodique associé a cette opération.

H([z0,-.-,2n))

A quelle condition (sur les m;) ce hamiltonien est-il une fonction de
Morse 7 Quels sont alors les indices de ses points critiques ?

(M Pour cette notion, les résultats de base et un peu plus, voir par exemple [5].
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Exercice 20. On reprend la quadrique @ de I’exercice 8 page 18. On consideére
les fonctions g et h, restrictions a @ des fonctions définies sur P3(C) par
Im(zlio) Im(23§2)
9([2) = == Mlz)) = =%
PEA PEA

Montrer que g et h sont des hamiltoniens périodiques sur Q).
Comme dans l'exercice 8, on fixe des réels A et p tels que 0 < A < p et
on considere la fonction f, restriction a @ de
~ AMm(z120) + pIm(23%2)

f(l2) SIPE

Exprimer le champ de vecteurs hamiltonien X aI’aide de ceux de g et h.
En déduire les points critiques de f. Quels sont leurs indices (cette question
se traite ici sans calcul en utilisant les exercices 18 et 21) ?

Exercice 21 (difficile). On considére un hamiltonien périodique H sur une
variété symplectique compacte W. Soit x un point critique de H.

(1) En utilisant une version équivariante du théoréme de Darboux, mon-
trer qu’il existe une structure presque complexe et des coordonnées locales
au voisinage de x telles que

— Popération de S, linéarisée sur I’espace vectoriel complexe T, W,
est de la forme

t- (21,05 2n) = ([t 21, ., % 2p),

— le hamiltonien s’écrit
1
H(mla"'axfwyla"'?yn) = 522:(12(1‘? +yt2)

(2) On suppose que le point critique = est isolé. Montrer qu’il est non
dégénéré et d’indice pair.

(3) Montrer qu'une variété symplectique connexe munie d’un hamilto-
nien périodique dont les points critiques sont isolés est simplement connexe.

(4) Montrer qu'un hamiltonien périodique sur une variété symplectique
compacte et connexe qui n’a que des points critiques isolés a un unique
minimum local et un unique maximum local.

Exercices sur le chapitre 6

Exercice 22. Vérifier que 'application
R? — R?
(p.q) — (p,a+1/2)
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passe au quotient en un difféomorphisme ¢ du tore T? = R?/Z? qui préserve
la forme symplectique (¢*w = w) mais qui n’a aucun point fixe. Montrer
qu’il existe un champ de vecteurs X sur T2 tel que

¢ =k

mais que X n’est pas un champ hamiltonien.

Exercice 23. Soit W une variété symplectique munie d’une opération du
cercle qui préserve la forme symplectique. On suppose que W est simple-
ment connexe. Montrer que 'opération est associée a un hamiltonien pé-
riodique H : W — R (au sens de l'exercice 18 page 488). Soit ( € S! et
soit @ le difféomorphisme défini par p(x) = ¢ - . Montrer que ¢ est un dif-
féomorphisme hamiltonien et qu’il a au moins Y dim HM;(W;Z/2) points
fixes.

Exercice 24. Soit x € LW et soit u une courbe dans LW passant par =z,
c’est-a-dire une application

u:R xS — W

avec u(0,t) = x(t). Soit Y le vecteur tangent a LW défini par u. Si f :
LW — R est une fonction, on pose

Y(z) S = 5 ouls, o

Montrer que cette formule définit bien quelque chose et que ce quelque chose
est une dérivation sur les fonctions.

Exercice 25. On considére sur le tore T2 = R/Z x R/Z la forme sym-
plectique w = dy A dx. Soient H et K les fonctions définies de R? dans R
par

1 1
H(z,y) = o cos(2rx), K(z,y)= %sin@ﬂy).

Montrer que H et K définissent des hamiltoniens (autonomes) sur T? et
déterminer les champs de vecteurs hamiltoniens X et Hg associés.

Déterminer les flots ¢, de Xg et 1y de X ainsi que les orbites pério-
diques de période 1 de Xy et de Xk . Les hamiltoniens H et K sont-ils non
dégénérés ?

Calculer la composée o; = 1; o ;. Déterminer le hamiltonien F; engen-
drant l'isotopie hamiltonienne o (voir 'exercice 7 page 485). Déterminer les
orbites périodiques de période 1 de X, et préciser lesquelles sont contrac-
tiles. Montrer que F} est non dégénéré.
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Exercice 26. On considére, sur 'espace LW | la forme d’action

(am)e(Y) = / w((t) — X, (2(t)), Y (1))dt.

Soit g € LW un lacet fixé. On fixe un prolongement ug de zo au disque D?.
Montrer que xg possede un voisinage U dans LW tel que tout lacet x € U
posséde un prolongement u, au disque D?, de sorte que

1
An(z) = —/ Wi +/ H(x())dt
D 0
définisse une fonction €*° sur U. En déduire que la forme oy est fermée.

Exercice 27. Soit o une forme fermée sur une variété V et soit X un champ
de pseudo-gradients adapté a «. On définit 1’énergie d’une trajectoire v du
champ X par
+oo
Bo) = [ -ali)ds,
— 00
Montrer que, si ’énergie de v est finie, alors 7 joint deux zéros de a.

Exercice 28 (naturalité de I’équation de Floer). Soit u : R x S! une solution
de I’équation de Floer
ou ou
()=
ds () ot
On donne un hamiltonien K; dépendant du temps avec K;11 = Ky et le flot
de difféomorphismes symplectiques 1! qu’il engendre. Montrer que 1’appli-

cation u définie par

+ grad Hy(u) = 0.

u(s,t) = (") (u(s, 1))
satisfait a i i
v~ O0u

pour des structures presque complexes J et un hamiltonien fIt que l'on

+ grad Hy (@) = 0

déterminera.

Exercice 29. Soit V une variété compacte munie d’une métrique rieman-
nienne et soit f une fonction de Morse sur V. On considére la fonctionnelle

v ey =g [ (1 + e 1) a

Soient a et b deux points critiques de f et soit v: R — V telle que
lim ~(s)=a, lim ~(s)=0.
5§——00 s§——+00

Montrer que

BO) =5 [ |5 +eradsco f]] ds+ £l - 7o),

Quels sont les extrema de E sur les courbes v joignant a a b7
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Exercice 30. Montrer que l'ensemble des points critiques de A (sans hypo-
thése de non-dégénérescence) est compact (c’est une conséquence du théo-
réeme d’Ascoli).

Exercice 31 (singularités « apparentes » — difficile). Soit (W,w) une variété
symplectique compacte et soit J une structure presque complexe calibrée
par w. Soit u : C — W une courbe J-holomorphe, c’est-a-dire, en coordon-

née s + it € C telle que

ou ou

Montrer que, si u est d’énergie finie, elle se prolonge en une application
J-holomorphe
P(C)=CU{cc} — W.

Exercice 32. On considére I'application z +— 2™ de C dans C. On appelle
A(r) laire de 'image du disque de centre 0 et de rayon r, £(r) la longueur
de sa circonférence. Calculer A(r) et £(r). L’inégalité

((r?) < 2nrA'(r)
obtenue dans la démonstration de la proposition 6.6.2 peut-elle étre amé-
liorée ?
Exercice 33. On considere la courbe complexe Cy d’équation

yr=4d2® -z -1
et I'application

Uy 1 Cp — C2
définie par (z,y) — (a?x,a®y). On compléte la courbe C en une courbe de
P2(C) et on prolonge u, en une application

Uq : C1 — P?(C).

2

Etudier la limite de u, quand « tend vers 0 (figure 1).

)

0
€10, 1] =0

FIGURE 1
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Exercice 34 (formes a périodes entieres). Soit o une 1-forme fermée sur une
variété V. On suppose que « est « & périodes entieres® », c’est-a-dire, avec
les notations du §6.7.a, que 'image de ¢, est contenue dans Z C R. Montrer

que la formule
f@=[ a
zo

définit une application f:V — R/Z et que
f7do = 2ma.

<~
=-
&2

Dl
U7 0000

|k~

FIGURE 2

Montrer que le revétement d’intégration m : V' — V est le revétement tiré
en arriere dans le diagramme

ou dans la figure 2 et qu’il est cyclique. On considére maintenant la forme
d’action ag (comme au §6.7.b) sur Pespace projectif P"™(C). Vérifier que

lon a toujours
/ ww € Z.
SZ

(8)est dire que la classe de cohomologie de de Rham de « est contenue dans I'image de
HY(V;Z) — H'(V;R).
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En déduire qu’il existe un revétement infini cyclique de LP™(C) sur lequel
oy a une primitive fp.

Exercices sur le chapitre 7

Exercice 35. Qu’implique la relation ‘AJA = J pour le déterminant d’une
matrice symplectique A7

Pour montrer que ce déterminant vaut +1, on peut procéder comme
au §5.6.d. Une autre méthode consiste & montrer que le groupe symplectique
est engendré par les applications

zr— x4+ \w(z,a)a

(transvections symplectiques). C’est ce que 'on demande de faire dans cet
exercice.

Exercice 36. Soit T une transvection symplectique (exercice 35 page 494).
Calculer p(T'). L’application p vérifie-t-elle

p(AB) = p(A)p(B)?

Exercice 37 (groupe fondamental de U(n)). Le groupe SU(n) opére sur la
spheére unité 52"~ C C", de sorte que le stabilisateur du dernier vecteur
de la base canonique s’identifie & SU(n — 1). En déduire que SU(n) est
simplement connexe.

Montrer que ’application

U(n) 2L, g1

induit un isomorphisme des groupes fondamentaux.

Exercice 38. On considere la matrice
(1 + 4722 27t

Alt) = omt 1

) pour ¢ € [0, 1].
Vérifier que le chemin ¢ — A(t) est dans S et calculer son indice de Maslov.
Méme question (c’est plus délicat) avec la matrice

— 4242 —
Alt) = (1 ;:; t 217Tt> pour ¢ € [0, 1].

Exercice 39. Dans R* muni des coordonnées (q1, q2, p1, p2), de la forme sym-
0, 1)
)

plectique w = dpy Adq1 +dpa Adgs, et de la structure complexe J = ( _14 0
on considéere la forme quadratique

1
H= 5(19? +p3) + (g2p1 — q1p2)
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et la matrice symétrique associée

0 00 -1

g_ 0 01 0O :<0 —a) avecaz(o 1).
0 11 0 —a Id -1 0
-1 00 1

Montrer que

cost —sint tcost —tsint

)

A = exp(tJS) — <exp(ta) texp(ta)> _ | sint cost tsint tcost

0 exp(ta) cost —sint

0 .
sint cost

que c’est une matrice symplectique de valeurs propres (doubles) e*%, qu’elle
n’est pas diagonalisable (pour t # 0), et qu’elle est dans Sp(2n)* (pour
t#0).

On calcule maintenant p(A) (pour ¢t € |0, 7 :

(1) Montrer que mg = 0 et que p(A) = ()7, ol o est la signature de Q
sur le sous-espace caractéristique E correspondant & la valeur propre e'.

(2) Montrer que X = (1,—4,0,0) € E et que Imw(X, X) = 0. En déduire
que 0 =0 et que p(A4) = 1.

Exercice 40 (grassmannienne des lagrangiens). On considére ’espace A,, des
sous-espaces vectoriels lagrangiens de R?" = C". Montrer que le groupe
U(n) opere transitivement sur A,, et que le stabilisateur de

R" = {X € C" | Im(X) = 0}

est isomorphe au groupe orthogonal O(n). En déduire que A,, est une variété
compacte et connexe de dimension n(n + 1)/2.
Montrer que ’application

dét? : U(n) — S*

définit une application continue de A, dans S' et que celle-ci induit un
isomorphisme des groupes fondamentaux.

Exercice 41 (classe de Maslov d’une immersion lagrangienne). Soit
f:L — R"™ une immersion dune variété de dimension n dans R?".
On suppose que f est lagrangienne, c’est-a-dire que f*w = 0 ou encore que
T, f(T,L) est, pour tout # dans L, un sous-espace lagrangien de R?".

Ainsi, associer a tout point I'espace tangent en ce point définit une ap-
plication « de Gaui » v(f) : L — A,,. La composition

V(s m(L) — mi(An) =Z
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associe donc a tout lacet dans L un entier, sa classe de Maslov. Quelles sont
les classes de Maslov des immersions (lagrangiennes) de S* dans R? définies
par les dessins de la figure 37 Montrer que la classe de Maslov d’un cercle
plongé est +2 (utiliser le théoréme des « tangentes tournantes », voir [7]).

CO® g

FIGURE 3

Exercice 42 (indice de Maslov relatif). Soit W une variété munie d’une forme
symplectique w et soit

j:L—W
un plongement lagrangien (voir ’exercice 41 page 495). A tout disque

w:D* — W
a bord dans L, c’est-a-dire tel que u(9D?) C j(L), on peut associer un entier
pr,(u) comme suit : on trivialise «*TW par une trivialisation symplectique

¢ uw"TW — D? x R?",
la classe du lacet
St —— A,

Z — @(TU(Z)L)
dans 71 (A,) = Z est Pentier pur(u) en question. Vérifier que cet entier ne
dépend pas du choix de la trivialisation &.

Soit v un autre disque dans W a bord dans L. On suppose que u et v
sont homotopes relativement a L, c’est-a-dire qu’il existe une homotopie

h:D?x[0,1] — W

telle que

(
h(-,1)=wv
h(z,t) € L size Sh
Montrer qu’alors pr, (u) = pr(v). Ainsi, p, définit une application du groupe

mo(W, L) des classes d’homotopie relatives dans Z. Montrer que cette appli-
cation est un homomorphisme de groupes.
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On suppose désormais que mo (W) = 0. Montrer qu’alors ur, (1) ne dépend
que de la restriction de u au bord et donc qu’elle définit un homomorphisme
de groupes (L) — Z.

Exercice 43. Soit P un polynéme a coefficients complexes et soit a € C une
racine de P de multiplicité m. Commencons par rappeler une démonstration
du théoreme de Rouché.

(1) Soit v le cercle y(t) = a + ee?™ (¢t € [0,1]). Montrer que, si € est
assez petit pour qu’il n’y ait pas d’autre racine de P que « dans le disque
fermé B, de bord v, on a

1 P'(2)
- P(2)

(2) Posons § = sup, ¢y, o [P(2)]- Soit @ un polyndme tel que

sup |P(z) - Q(z)| < 0.
z€B.

" 2

Vérifier que @) n’a pas de racine sur le cercle v. Montrer que I'image de ~
par h est contenue dans le disque ouvert de centre 1 et de rayon 1. En

déduire que
h/
/ (2) dz = 0.
5 h(z)

(3) Montrer que @) a exactement m racines (comptées avec multiplicités)
dans le disque B.. C’est le théoréeme de Rouché.

En déduire une démonstration de la proposition 7.3.6.

Exercices sur le chapitre 8

Exercice 44. Montrer que le noyau de 'opérateur I' considéré dans la pro-
position 8.1.4 n’est pas de dimension finie.

Exercice 45 (une autre démonstration du théoréeme 8.6.11). Soit ¥ : R —
End(R?") une application continue telle que

Y(s) =7Id pour s < —sg et X(s)=3wId pour s > sg.

Montrer que 'opérateur F' défini par
Y Y
FY)=—+Jo— Y
(Y) s + Jo ot +o
est un opérateur de Fredholm de W1P(R x S1; R?") dans LP(R x S}; R?").

Montrer que

dimKer F=2n#{{ € Z* |1 <2{ <3} =2n,
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puis que dim Ker F* = 0 et que F est surjectif.
Exercices sur le chapitre 10

Exercice 46. On considére l'opérateur
Lo : WH(R;RY) — L*(R;RY)
Y — E —+ AO(S)

ot Ag(s) est une matrice diagonale (pour tout s) et constante pour |s| assez
grand, de la forme

Id,,+ O Id,,- O
= > < - .
A ( 0 —Idn+> pour s > M et ( 0 —Idn—> pour s < —M

(1) Vérifier que Lg est de Fredholm. Déterminer son indice en fonction
des m* et n*t.

(2) En s’inspirant des méthodes du §8.8, en déduire une autre démons-
tration de la proposition 10.2.8.

Exercices sur le chapitre 11

Exercice 47. On reprend ici les notations et les résultats de I'exercice 25
page 490, ou l'on a déterminé les solutions contractiles et périodiques de
période 1 d’un hamiltonien F; sur le tore T2. On demande de calculer les
indices de ces trajectoires (un calcul essentiellement demandé dans lexer-
cice 38 (page 494)) et de déterminer le complexe de Floer pour ce hamilto-
nien (supposé régulier).
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CHAPITRE 14

UN PEU DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Dans ce chapitre, nous énumérons, plus ou moins rapidement selon les
cas, les différents objets et outils de géométrie utilisés dans ces notes.

14.1. Les variétés et les sous-variétés

Voir [38], [41], [40], [68] et [57] pour les notions de base présentées dans
ce paragraphe.

14.1.a. Variétés. Une variété est un espace qui ressemble beaucoup, loca-
lement, & R™. Soyons plus précis. Une variété topologique de dimension n
est un espace topologique séparé dont tout point est contenu dans un ouvert
homéomorphe & un ouvert de R™. Un couple, (U, ¢), ot U est un tel ouvert
et ¢ un homéomorphisme, est une carte. Ici une variété est en tout cas
paracompacte (et en particulier séparable).

On demande aussi que V soit une réunion dénombrable de compacts
et une réunion dénombrable d’ouverts de cartes (mais dans ce cours, nous
utiliserons surtout des variétés compactes, pour lesquelles ces propriétés sont
automatiquement vérifiées).

L’ensemble des cartes d’une variété est un atlas. Deux cartes (U, p) et
(U',¢') sont dites compatibles si la composition

-1 /

o(UNU) 2L UunU 2= g Uunu),
une application d’un ouvert de R"™ dans un autre, est un difféomorphisme
(de classe C). Si la variété V posseéde un atlas dont toutes les cartes sont
compatibles entre elles, on dit que c’est une variété différentielle (ou lisse,

ou de classe C*).

Exemples. La sphere S™, les espaces projectifs P*(R) et P*(C), le tore
R™/Z" sont des variétés (lisses).
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Avec cette définition, une variété de dimension 0 est un ensemble dénom-
brable discret.

On définit, a travers les cartes et la notion ad hoc sur les ouverts de R"”,
la notion d’application C*>° d’une variété dans une autre : si U et V sont
contenus dans des ouverts de cartes respectivement de la variété M et de la
variété N, la fonction f : U — V est de classe CF (pour 0 < k < 00) si la
composition

-1
o) v Loy Ly
est ce classe CF. Etre de classe C* est une propriété locale, bien définie par
cette condition.

14.1.b. Caractérisation des sous-variétés. Parmi les variétés, il y a les
sous-variétés de R™. Une sous-variété de R™ est un sous-espace V qui res-
semble beaucoup, localement, & un sous-espace vectoriel, au sens ot chacun
de ses points a, dans R"™, un voisinage ouvert U difféomorphe & un voisinage
de 0 dans R™ par un difféomorphisme ¢ tel que p(U NV) = ¢(U) N R4,
L’entier d est la dimension de la sous-variété V.

Théoréme 14.1.1. Soit V. C R™. Les proprié¢tés suivantes sont équivalentes :

(1) V est une sous-variété de dimension d de R™ ;

(2) tout point x de V posséde un voisinage ouvert U dans R™ tel qu’il
eziste une submersion g : U — R4 avec UNV = g=1(0) ;

(3) tout point x de V posséde un voisinage ouvert U dans R™ tel qu’il
existe un voisinage Q de 0 dans R et une immersion h : Q — R™ qui est
un homéomorphisme de Q sur UNV.

Autrement dit, une sous-variété peut étre décrite localement par des
équations (le nombre d’équations est la codimension), ou par un paramé-
trage (le nombre de parameétres est la dimension). Toutes ces propriétés
étant des applications du théoréme des fonctions implicites et/ou d’inver-
sion locale.

Un excellent et indispensable exercice est, étant donnée une partie de R"™
(ou d’une autre variété) soupgonnée d’étre une sous-variété, de décider lequel
de ces criteres est le mieux adapté a prouver sa culpabilité.

La définition d’une sous-variété d’une variété est analogue.

Bien entendu (c’est contenu dans la définition), les sous-variétés sont
des variétés. Par exemple, un « niveau » d’une fonction numérique f (image
inverse d’un nombre réel a) releve de la propriété (2). C’est une sous-variété
quand f est une submersion le long de f~1(a).
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Si les sous-variétés sont des variétés, la réciproque est vraie : les variétés
peuvent étre considérées comme des sous-variétés, comme nous le rappelons
maintenant.

14.1.c. Partitions de 'unité, théoréme de plongement.

Partitions de l'unité. 11 s’agit d’un outil essentiel, qui autorise a démontrer
bien des résultats en se concentrant sur leurs aspects locaux. Soit V' une
variété compacte(t) de dimension n et soit (Ui, ¢i)1<i<n un atlas fini de V.
On montre qu’il existe un recouvrement de V par des ouverts €2; tels que
Q; C U; et des fonctions h; & support dans U; et valant 1 sur ;.

On en déduit, en posant
p’L - Z hiv
qu’il existe, pour tout recouvrement de V par un nombre fini d’ouverts
Q4,...,Qn, une famille (p;)1<i<n de fonctions

pi: V. — [0, 400]

telles que

If
=

N
Supp(pi) C Q4 et > p;
=1

Plongement d’une variété compacte dans un espace numérique. Soit V une
variété compacte de dimension n et soit (U;, ¢;)1<i<n un atlas fini de V. On
utilise les fonctions h; ci-dessus pour construire une application F'; définie
par

F = (hig1,....,hnon,h1,...,hy) : V — (R")NY x RN = RHIN,
On vérifie que F est une immersion injective (et donc un plongement).

C’est le théoréme suivant.

Théoréme 14.1.2 (théoreme de plongement de Whitney). Soit V' une variété
compacte. Alors il existe un plongement de V' comme sous-variété dans un
espace euclidien RN . ]

Par un argument de position générale semblable a ceux semblable a ceux
que nous rappellerons plus bas, on peut démontrer que la dimension de
I'espace euclidien peut étre descendue jusqu’a 2dim V' + 1.

Remarque. Ce résultat appartient a la géométrie différentielle réelle; il n’a
pas d’analogue en géométrie analytique complexe : a cause du théoréeme de

(l)paracompacte suffit...



504 CHAPITRE 14. UN PEU DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Liouville, aucune variété analytique compacte n’est une sous-variété analy-
tique de CV.

14.1.d. Bords. Une variété a bord est un espace topologique V' dont tout
point a un voisinage homéomorphe & un ouvert du demi-espace (z, < 0)
de ’espace R™. Les points qui n’ont pas de voisinage homéomorphe a un
ouvert de R sont les points du bord. Le bord, noté V', est une sous-variété
de dimension n — 1. On démontre (voir le §14.4) que le bord a un voisinage
de la forme OV x [0, ¢].

14.1.e. Vecteurs tangents, applications tangentes. Rappelons que
I'on peut définir un vecteur tangent en x a la variété V comme une classe
d’équivalence de courbes passant par x dessinées sur V,

c:]—e,e[] — V telle que ¢(0) = x,

sous la relation d’équivalence qui identifie ¢; et ¢y si, pour une carte ¢
centrée en x,

(¢ 0c1)(0) = (poc2)'(0).

L’ensemble des vecteurs tangents en = est un espace vectoriel, noté T,V .
Ceci permet de définir I’application tangente

Tof TRV — Tyay)W

a une application f:V — W tout simplement en associant, a la classe de
la courbe ¢, celle de la courbe f oc.

Et de considérer un vecteur tangent comme une dérivation sur les fonc-
tions, c’est-a-dire comme une application linéaire X définie sur ’ensemble
des fonctions €>° au voisinage de x et vérifiant

X(fg) = f(x)X(g) + g(x) X(f).

En associant, pour tout x, au vecteur X € T,V et a la fonction f : V — R,
le nombre X (f)(z) = T, f(X) € R, on définit la fonction X (f).

Remarque 14.1.3. On note souvent (df), au lieu de T,f, en particulier
quand f est une fonction numérique. Nous le ferons aussi.

Il est instructif de décrire ’espace tangent a une sous-variété via chacune
des caractérisations (on trouve notamment T,.(f~1(0)) = Ker T}, f pour f
submersive).
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14.1.f. Champs de vecteurs. On définit aussi le fibré tangent(?) en met-
tant la topologie et la structure de variété ad hoc sur la réunion disjointe
des espaces tangents en les points de la variété.

Les champs de vecteurs en sont des sections® €%, c’est une facon de
dire qu'un champ de vecteurs est la donnée, en chaque point, d’un vecteur
tangent et que celui-ci dépend de fagon C>° du point considéré. En général,
on notera les champs de vecteurs par des grandes lettres latines, comme X,
et X, désignera la valeur du champ X au point z.

Si X est un champ de vecteurs et f une fonction, on note X - f la fonction
dérivée de f le long de X, c’est-a-dire définie par

(X )w) =Xo - f=To f(Xa).
Toutes les dérivations proviennent de champs de vecteurs.

Crochet. La composée de deux dérivations n’est pas une dérivation, toute-
fois,

freX-Y - f)-Y (X f)
en est une, on note [X,Y] le champ de vecteurs correspondant.

Un champ de vecteurs peut aussi étre considéré comme une équation
différentielle sur la variété. Voir le §14.4.

14.1.g. Formes différentielles. Une forme différentielle de degré p sur
une variété V' (aussi dite p-forme) est une section du fibré APT*V, en termes
moins pédants la donnée, pour chaque x € V', d’une forme extérieure de de-
gré p sur l'espace tangent T,V , dépendant de fagon C*° de z. En coordonnées
locales (1, ...,xy,) sur V, ceci s’écrit

a = E O‘il,.“,ipdxil A A dl‘ip,

écriture dans laquelle les o, .. ;, sont des fonctions et dxq, ..., dx, désigne
la base canonique de (R™)*.

Une application f : V — W transforme les formes différentielles sur W
en formes différentielles sur V' par

(ffa)e(X1, ..o, Xp) = gy (T f(X1), ..., T f (X))
L’opération la plus importante sur les formes est la différentiation exté-

rieure, elle transforme une forme de degré p en une forme de degré p+ 1, en
coordonnées

(dor) = Zdail,...,ipdl'il A-eedag,

(on da, ... i,dx;, est la différentielle de la fonction Oéil,...,i,,dl‘il)-

(2)Et de méme, le fibré cotangent, en utilisant les duaux des espaces tangents.
(3)Une section d’un fibré 7w : E — V est une application s : V — F telle que mos = Idy .
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Elle vérifie d o d = 0. On parle de formes fermées (do = 0) et de formes
exactes (o = df). Les formes exactes sont fermées mais la réciproque est
fausse en général, ce qui est a l'origine de la cohomologie de de Rham.

Nous aurons surtout besoin de : 1-formes et 2-formes, différentielle exté-
rieure, formes fermées, formes exactes, de la notion de forme-volume, et de
la formule de Stokes. Voir [38, Chap. V] et [68, Chap. VII].

14.1.h. Questions d’orientation. On dit qu’une variété est orientable si
elle possede un atlas d’orientation (dont tous les changements de cartes pré-
servent l'orientation). Une variété qui posséde une forme volume est orien-
table (la démonstration est directe). La réciproque est vraie, on construit
une forme volume grace & une partition de I'unité (voir [38, Chap. V] si la
variété est compacte et plus généralement [30, p. 46]).

Le bord d’une variété orientée a une orientation naturelle.

Exemple. Si f : R" — R est une submersion, alors la sous-variété f—1(0)
est orientable. Pour le montrer, on peut utiliser le gradient de la fonction,
un champ de vecteurs normal a la sous-variété.

14.2. Points critiques, valeurs critiques et théoréme de Sard

Voir par exemple [33] pour ce paragraphe.

14.2.a. Points critiques. Un point z de la variété M est critique pour
I’application

f:M— N

a valeurs dans la variété N si 'application linéaire T, f n’est pas de rang
maximal.

— soit dim M < dim N et f n’est pas immersive en x;
— soit dim M > dim N et f n’est pas submersive en .

Appelons m et n respectivement et alphabétiquement les dimensions de M
et N. Dans le cas ou m < n, la condition est que dimKer T, f > 0; dans le
casm > n, c’est rgT, f < n. On résume tout ca en disant que x est critique
si le corang de f en x est strictement positif, avec la définition ad hoc du
corang, c’est-a-dire inf(m,n) —rgT, f.

Exemple (exemple fondamental). Quand N = R, cas des fonctions numé-
riques, n = 1 et un point z est critique si et seulement si T, f = 0.
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14.2.b. Le théoréme de Sard. Une valeur critique de 'application f est
un point de la variété but N qui est I'image d’un point critique. Les autres
points de N sont des valeurs réguliéres. Il faut remarquer en particulier
qu’une valeur réguliere n’est pas nécessairement une valeur. Et qu’il peut y
avoir des points non critiques dont I'image est une valeur critique.

Le théoreme de Sard affirme que, sous certaines hypothéses, presque
toutes les valeurs d’une application différentiable sont régulieres (remar-
quons que la notion d’ensemble négligeable et donc, de « presque tout » est
bien définie sur une variété). On a précisément :

Théoréeme 14.2.1 (théoréme de Sard). Soit f : M — N wune application de
classe C. Alors, les valeurs critiques de f forment un ensemble de mesure
nulle dans N.

Remarque 14.2.2. Quand la dimension m de M est strictement inférieure a
celle, n, de N, alors f(M) lui-méme est de mesure nulle dans N (une ap-
plication pas complétement triviale du fait que le sous-espace R™ est de
mesure nulle dans R™). Par exemple, dans ce cas, une application différen-
tiable de M dans N n’est jamais surjective. Le théoréme est donc intéressant
(et plus difficile & démontrer) surtout quand m > n.

Voir par exemple [33, p. 34 sqq] pour une démonstration.

14.2.c. Niveaux réguliers d’une fonction, sous-niveaux. Si f:V—R
est une fonction et si « en est une valeur réguliere, alors, en application du
théoréme sur les submersions, nous I'avons dit, le niveau f~!(a) est une
sous-variété de codimension 1 de V. Le sous-niveau V* = f~1(] — o0, q])
est, lui, une variété a bord de bord f~1(«).

Soit f : (V,0V) — W est une application € d’une variété a bord dans la
variété W, on suppose que le point w de W est une valeur réguliére pour f
et pour f|ay. Alors f~!(w) est une sous-variété de V', a bord

Of " (w) = (flav) ™" (w).

14.3. Transversalité

Cette notion, due a Thom au début des années 1950, est essentielle en
géométrie. Il s’agit de la position relative de deux sous-variétés.
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14.3.a. Premiére notion de transversalité. L’histoire commence par
(encore) une application du théoréme des fonctions implicites :

Théoréme 14.3.1. Soient M et N deux sous-variétés de la variété P. Soit u
un point de M NN tel que

T,M +T,N =T,P.

Alors, au voisinage de u, M NN est une sous-variété de P, sa codimension
est la somme des codimensions de M et de N et son espace tangent en u
est

T.MNN)=T,MNT,N.

Ici tout est supposé de classe €, mais la classe C! suffit.

Démonstration. L’assertion est locale au voisinage de u. Supposons donc que
P = RP. Appelons m la codimension de M et n celle de N, de sorte que,
toujours au voisinage de u, nous pouvons aussi supposer que M = f~1(0),
N = g~1(0) pour des submersions f et g. La condition de position générale
sur les espaces tangents s’écrit alors

dim(Ker T, f + Ker T,g) = p.

Considérons donc l'application F' = (f,g) : RP — R™ x R", qui vérifie
F~1(0) = M N N et dont le noyau de la différentielle en u est

KerT, F = Ker T, f NKerT,g,
un sous-espace dont la dimension est donc
dim Ker T, F = dim Ker T, f + dim Ker T},g — dim(Ker T, f + Ker T, 9)
=p-m+p-—n—p=p—(m+n).
De sorte que T, F' est surjective et donc que F' est une submersion au voisi-
nage de u et donc M NN est une sous-variété. La démonstration donne aussi
son espace tangent, le noyau de T, F, c’est-a-dire 'intersection des espaces
tangents, et sa codimension, la somme des codimensions. O

Exemple 14.3.2. L’exemple d’une surface M et d’'un plan N dans P = R3 est
déja instructif. Les deux sous-variétés sont de codimension 1, donc ’hypo-
these de « position générale » est simplement qu’elles ne sont pas tangentes.
Une sous-variété de R™ et son espace tangent (affine) ne sont jamais trans-
verses.

On dit que les deux sous-variétés M et N de P sont transverses au point
u € P si
soit u & M NN,
soitue MNN etT,M+T,N=T,P.
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JAVAV.

FIGURE 1

On dit qu’elles sont transverses, notation M M N, si elles sont transverses
en tout point.

La figure 1 montre deux sous-variétés de R? qui ne sont pas transverses...
et le fait qu’aprés une minuscule déformation, elles le sont devenues.

Remarque 14.3.3. Cette propriété est tout a fait générale : la transversalité est
une notion générique, une petite déformation permet toujours de I'assurer.
C’est aussi une notion stable, une petite déformation de deux sous-variétés
transverses préserve cette transversalité. Pour démontrer la premiere asser-
tion, on peut utiliser le théoreme de Sard, M et N étant décrites comme
dans la démonstration ci-dessus par les submersions f et g, presque toutes
les valeurs sont régulieres pour F, donc f~1(g) et g~!(n) sont transverses
pour presque tous les (g,7) proches de (0, 0).

Remarque 14.3.4. Pour deux sous-variétés dont la somme des dimensions est
strictement plus petite que celle de la variété ambiante (par exemple deux
courbes dans R?), la transversalité signifie 'absence d’intersection.

Plus généralement, si f : M — N est une application différentiable et si
P C N est une sous-variété, on dit que f est transverse a P (en u) si

soit u & f(M)N P,
soit u= f(x) e f(M)NP et T, f(T,M)+T,P=T,N.
On note de méme f h P.

Proposition 14.3.5. Si f est transverse a P (en tout point) et si f~1(P) n’est
pas vide, f~1(P) est une sous-variété de M. O

Remarque 14.3.6. Si N C P est une sous-variété (co-orientable) orientable de
la variété orientable P et si f : M — P est transverse a N, alors f~(IN) est
(co-orientable) orientable dans la variété orientable M. Le cas traité dans
I'exemple 14.1.h est celui ot la sous-variété N est le point 0 et P = R.



510 CHAPITRE 14. UN PEU DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Une application directe du théoréme de Sard est le premier résultat de
transversalité :

Théoréme 14.3.7. Soient M, N et S trois variétés et soit P une sous-variété
de N. Supposons que

F:MxS8—N

soit une application transverse a P. Alors, pour presque tout s € S, Fy :
M — N est transverse a P.

Ici on considere la variété S comme un espace de parametres.

Démonstration. En application de la proposition précédente, F~1(P) est
une sous-variété  de M x S. La projection

T:QCMxS—S

est une application différentiable dont le théoreme de Sard affirme que
presque tout s € S est une valeur réguliere de m. Il est facile de vérifier
que les valeurs régulieres de 7 sont exactement les s pour lesquels 'applica-
tion F est transverse a P. ]

Remarque 14.3.8. Plus 'espace de parameétres S est grand, plus une applica-
tion M x S — N a de chances d’étres transverse a la sous-variété P. C’est
ce qui explique la grande utilité de ce résultat.

14.3.b. Topologie C*. Pour énoncer les théorémes de transversalité, qui
disent que, suffisamment pres d’une application donnée, il y a une applica-
tion transverse a une sous-variété donnée, ou encore que I’on peut « pertur-
ber » (sous-entendu « légérement ») une application pour la rendre trans-
verse & une sous-variété, il est nécessaire de définir une notion de proximité,
c’est-a-dire une (en fait plusieurs) topologie sur 'espace des applications de
la variété M dans la variété N.

Commencgons par le cas ou les deux variétés sont des ouverts d’espaces
numériques. La topologie C> (resp. C*) est celle de la convergence uniforme
sur les compacts de la fonction et de toutes ses dérivées (resp. d’ordre < k).

Remarque 14.3.9. Cette topologie est métrisable : on utilise les pseudo-
distances
dic(f,9) = sup | [ () — g")(x)
zeK
et on fait parcourir & K une famille dénombrable de compacts recouvrant
I’espace de départ.
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Dans le cas général de deux variétés M et N, on définit la topologie CF
(ou k est éventuellement infini) en en donnant une base de voisinages. Les
voisinages en question d’une fonction f sont indexés par les (K, V,e) tels
que

-e>0,

— K est un compact contenu dans un ouvert de carte de M,

— V est un ouvert de carte de N et 'on a

- f(K)cCV.

On pose
Wiy (f) ={9€C*(M,N)|g(K)CV etdy <epour |r| <k}.

Cette topologie est métrisable puisque, comme toutes les variétés de ce
cours, M a été supposée séparable. On appellera d, une distance définissant
la topologie C*°.

14.3.c. Théorémes de transversalité.

Théoréme 14.3.10 (transversalité locale). Soient M et N deux variétés et
soit P une sous-variété propre de N. Soit f : M — N wune application
différentiable et soit a un point de M. Alors il existe un voisinage compact K
de a dans M et un voisinage ouvert U de f dans C> (M, N) tels que

{geWU| gt P en tout point de K}

est un ouvert dense dans U.

Théoréme 14.3.11 (transversalité). Soit K un compact de M. L’ensemble des
applications de M dans N transverses a la sous-variété P de N le long de K
est un ouvert dense dans (M, N).

Corollaire 14.3.12. L’ensemble des applications f : M — N transverses a la
sous-variété P de N est dense dans C>*°(M,N) (et c’est un ouvert dense

st M est compacte).

Esquisse d’une démonstration du théoréme 14.3.10. Si f(a) € P, soit K un
voisinage compact de a tel que f(K)N P = & et soit U 'ouvert

U={geC(M,N)|g(K)NP=0}.

Ils ont la propriété voulue grace a la propreté de P.

Si f(a) € P, considérons un ouvert de carte V pour la sous-variété P C N
au voisinage de f(a) : nous pouvons supposer que V.= R" et VNP =
RP x {0} ¢ R? x R? = R", avec f(a) = 0. Soit U un voisinage de a
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dans M tel que f(U) C V et soit K un voisinage compact de a contenu
dans U. Posons enfin

U={geC>(M,N)|gU)cV}

et montrons que ce K et cet U conviennent.
Soit « une fonction en cloche a support dans U qui vaut identiquement 1
sur K. Définissons une application G : M x ({0} x R?) — N par

Gl v){g(x) six g U
’ g(z) +a(v)v sixzel.

Evidemment, G est transverse 4 R x {0}, ce qui donne la densité voulue
par le théoreme 14.3.7.

Le fait que les applications transverses a P le long de K forment un
ouvert est conséquence du fait que les matrices de rang maximum forment
un ouvert de I’espace des matrices. O

Démonstration du théoréme 14.3.11. Soit f € C°(M, N). Pour tout a € K,
soient K, et U, un compact et un ouvert comme ceux dont le théoreme
14.3.10 affirme l'existence... en affirmant également que

U, ={g€U,| frh Plelong de K,}

est un ouvert dense de U,. Comme K est compact, on peut le recouvrir par
un nombre fini IV des K,, et on pose

/_ N !
W=Nu,.
1=1

C’est un ouvert dense (comme intersection finie d’ouverts denses). Si g € W,
alors f est transverse a P le long de la réunion des K,, donc de K. O

Il arrive que l'on ait (et il arrivera que nous ayons) besoin d’une propriété
de transversalité un peu différente : on ne veut pas considérer toutes les
fonctions de M dans N mais seulement celles ayant une propriété spécifique
au probléme considéré et qui ne soit pas une propriété ouverte, satisfaisant
une contrainte.

Suivant [40], disons qu'une partie F C C*°(M, N) est localement trans-
versale sur P si, pour toute fonction f € &F, pour tout a € M, il existe un
voisinage K de a dans M et un voisinage V de f dans JF tels que, pour tout
g €V, il existe un voisinage U de 0 dans un espace R et une famille

G:MxU-—N

telle que
- GO =9,
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-VteU, Gy €7,
— G est transverse a P sur K x U.

Cette définition s’adapte a la plupart des contraintes, qui en général ne
définissent pas des ouverts, elle sert par exemple & montrer les théoréemes
d’immersion et de plongement de Whitney. Un autre avantage est que la
démonstration du théoreme de transversalité donne, sans changement, le
résultat de « transversalité sous contrainte » :

Théoréme 14.3.13. SiF C C(M, N) est localement transversale sur la sous-
variété P C N, alors, pour tout compact K C M, l’ensemble des éléments
de F qui sont transverses a P le long de K est un ouvert dense de &F. [

14.4. Champs de vecteurs comme équations différentielles

14.4.a. Flots. Un champ de vecteurs peut étre considéré comme une équa-
tion différentielle

d(t) = X

dont on note % la solution passant par = en ¢t = 0. Elle n’est définie, en
principe que pour t proche de 0. Mais dans ce cas, on a

P (¢ () = ¥ (2)
d’ott Pon déduit sans mal que % est un difféomorphisme, I'identité pour
t=0.

Un résultat tres important, et que nous utiliserons en permanence, est le
fait que, sur une variété compacte, le flot est défini pour tout ¢.

Théoreme 14.4.1. Le flot d’un champ de vecteurs sur une variété compacte V
est défini sur R x V.

Il en est bien entendu de méme pour un champ de vecteurs a support
compact sur une variété quelconque. Voir par exemple [48, p. 10] pour une
démonstration.

Voisinage collier du bord. Le bord OV d’une variété V posséde un voisinage
« collier® », c’est-a-dire un voisinage de la forme 9V x [0, €[, que I'on peut
obtenir en intégrant un champ de vecteurs : on choisit un champ de vecteurs
défini au voisinage du bord et qui n’est pas tangent au bord (ce qu’il est
facile de faire en utilisant une partition de 'unité) et on l'inteégre.

(4)Nous en avons fait usage au §4.7.
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14.4.b. Dérivée de Lie, formule des Cartan. La dérivée de Lie Lx
prolonge la dérivation des fonctions (O-formes). Elle est définie par

Ly = (%" )

(et transforme donc une p-forme en une autre p-forme).

t=0

La formule des Cartan relie dérivée de Lie et différentielle extérieure.
Elle fait aussi intervenir le produit intérieur d’une forme par un champ de
vecteurs

(ixa)z(Y1,...,Y)) = (X, Y3,...,Y),)
(une opération qui transforme une p-forme en une p — 1-forme). Elle affirme
que
Lx =dix +ixd.
Voir toujours [38, Chap. V].

14.4.c. Linéarisation le long d’une solution. Considérons un champ
de vecteurs X sur une variété V, c’est-a-dire I’équation différentielle

z=X(x)

(nous utilisons la notation & = dx/dt).

Traditionnellement, on pense a 1’équation linéarisée comme a celle décri-
vant les solutions « infinitésimalement proches » d’une solution donnée. Si
z(t) et y(t) sont des solutions proches, écrivons, dans une carte

y(t) = () + Y (),

obtenant, & ’ordre 1,

dY dy dx

T % @ (y(1)) = X (x(t)) = (dX)a) (Y(2))
Cette équation différentielle linéaire en Y est 1’équation linéarisée.
Décrivons-la de fagon plus intrinseque.

Considérons une solution z(t) de notre équation différentielle et un champ

de vecteurs tangents & V' le long de z. Par exemple, X = d/dt est une telle
solution.

Lemme 14.4.2. La dérivée de Lie Lx définit un opérateur D sur les sections
locales de x*T'V , qui vérifie, pour toute fonction f définie le long de x,

D(fY) = fY + fDY.

Démonstration. Définissons DY en

— prolongeant Y en Y sur un voisinage de z (ou d’un point de z, tout
est local)

— calculant LxY (= [Y, X])

— restreignant ce champ de vecteurs a x.
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Vérifions que le résultat ne dépend pas du choix du prolongement Y deY
en constatant que, si Z est un champ identiquement nul en restriction a la
solution z, alors L x Z est nul en restriction & x (X ne dérive que dans la
direction de ). C’est ce qu’affirme le lemme 14.4.3 ci-dessous.
La « linéarité » par rapport aux fonctions est conséquence immédiate de
I'identité
Lx(fY) = (X - )Y + fLxY. 0

Lemme 14.4.3. Si Z est un champ de vecteurs sur V' défini au voisinage de x
et identiquement nul sur x, alors Lx Z est nul en tout point de x.

Démonstration. La définition de L x Z utilise le flot ¢ de X :

LxZ = i((@_t>*2)‘t:0-

dt
En tout point de x, le vecteur Z(z(t)) est nul, donc aussi (¢*).Z(x), iden-
tiquement. Donc L x Z est nul en tout point de la trajectoire x. O

On appelle équation linéarisée ’équation linéaire DY = 0. On remar-
quera qu’évidemment, X lui-méme est une solution de I’équation aux varia-
tions. On a :

Lemme 14.4.4. Les solutions Y de l’équation linéarisée le long de x sont les
champs vecteurs Y (t) définis le long de x et tels que

Y (t) = (Toiy ") (Y (0)).
En effet, si Y'(t) est défini par cette formule,
Y (0) = (Tuo)") 7Y () = (o™ HY (1)

ne dépend pas de t, de sorte que la formule définit bien une solution de
I’équation linéaire ; elle vaut Y (0) pour ¢t = 0 et est seule & le faire. O

14.4.c.1. En coordonnées. Pour pouvoir calculer en coordonnées, écrivons
cette équation sous forme matricielle. Si (e1(t),...,emn(t)) est une base de
sections locales du fibré TV le long de z, un champ de vecteurs Y le long
de x s”écrit Y(t) = > yi(t)e;(t) et

DY = (gie; +y:De;)

i=1
m m m m

=3 (?Jiei +ui Y ai,jej> => (yz +)° ak@?/k) €
i=1 =1 i=1 k=1

ce qui donne, en écrivant y pour le vecteur colonne des y; et en appelant
A(t) la matrice des A(t); ; = a;,(t) :

¥+ A(t)y =0.
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Encore plus localement, supposons que V soit un ouvert de R™, de sorte
que le champ de vecteurs X peut étre considéré comme une application

V —R™
x— X (x).

Utilisons comme base (e (1), ..., en(t)) la base canonique (9/0x1, . ..,0/0xy)
de C™ restreinte a la trajectoire. Ainsi

) 0X
[X ) aT:J =5y, desorte que A(t) = —(dX)s().

L’équation aux variations est la linéarisée § = (dX ),y de 'équation diffé-
rentielle originelle. On retrouve ’équation linéarisée « a la Poincaré » évo-
quée ci-dessus.

14.4.d. Le cas d’un champ de vecteurs dépendant du temps. Dans
ce texte, nous aurons a considérer des champs de vecteurs « dépendant du
temps », c’est-a-dire des systemes différentiels

&= Xi(2(t))

ou (t,z) — X;(x) est un champ de vecteurs qui dépend du parameétre sup-
plémentaire ¢, le temps. La situation semble un peu différente de celle consi-
dérée jusqu’ici, mais s’y rameéne en considérant le champ de vecteurs sur
RxV

> d
X(u,x) = o + Xu(r) € Ty 0y (R x V).
Les trajectoires de X sont les solutions Z(t) = (u(t), z(t)) € R x V de

u(t) =1, x<t) = Xu(t) (m(t)),

parmi lesquelles, les ¢ +— (¢, 2(t)) ot = est solution de & = Xy(z), notre

équation originelle. Le flot de X est

@Jt(%x) = (u + t,(pt(x))7

ol ! désigne le flot de X, solution de

d
W0 =1Id et %got = X; 0"

La linéarisation de ’équation différentielle le long d’une telle solution s’ap-
plique & des sections de Z*T'(R x V), c’est-a-dire a des vecteurs

t— (y(1),Y (1))

% (lyf) - (3X(3/3t (ng)w)) (iyf) '

vérifiant
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Les solutions sont donc de la forme (y,Y") oll y est constante et Y satisfait a

dY 0X,
Vo + (dXt) Y-
Ce qui, en particulier, pour y = 0, est
dY
e (dXt)z)Y,

ou nous retrouvons la forme ci-dessus. Les résultats s’appliquent donc, en
particulier le lemme 14.4.4, qui donne

(y(1), Y (1) = T5,&" (¥(0), Y (0)) = (y(0), Ty " (Y (0))-

Pour y(0) = 0, nous voyons que Y est solution de

dy
e (dX¢)z1)Y siet seulement si Y (t) = Ty 0" (Y(0)).

14.5. Métriques riemanniennes, exponentielle

Une métrique riemannienne sur une variété est une section du fibré des
formes bilinéaires sur l’espace tangent a cette variété qui soit, en chaque
point, un produit scalaire sur I’espace tangent en ce point.

Par exemple, si V' est une sous-variété de R"™, la métrique euclidienne
de R™ induit un produit scalaire sur les espaces vectoriels T,V et une mé-
trique riemannienne sur V.

A Taide d’une partition de I'unité, on peut munir toute variété qui en
possede une, en particulier toute variété compacte, d'une métrique rieman-
nienne.

Une métrique riemannienne g définit une dérivation des champs de vec-
teurs par un champ de vecteurs, la dérivation covariante dite connexion de
Levi-Civita, unique (X,Y) — DxY a satisfaire a

DixY = fDxY et Dx(fY)=(z-f)Y + fDxY
DxY — Dy X =[X,Y]
rv-g9(Y,Z)=g(DxY,Z) +g(Y,DxZ).
Voir [30, §11 BJ.

Sur une variété riemannienne, on a ainsi une notion de géodésique. Une
géodésique est une solution ¢ — ~y(t) de I'équation différentielle

D:Y’V =0.

Etant donnés un point 2 € V et un vecteur Y € T, V, il existe une unique
géodésique passant par x avec vecteur tangent Y en x,

vy (t) avec 7y (0) = z et 4y (0) = Y.
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Les géodésiques sont solutions d’une équation différentielle d’ordre 2. On
suppose que V est compléte, c’est-a-dire que vy (t) est défini pour tout
t € R. On définit alors

exp, I,V —V
Y — v (1).
On démontre que exp, est un difféomorphisme local et que
Toexp, : T,V — T,V
n’est autre que l'identité. Voir [30, §II C].

Comme V est munie d’une métrique riemannienne, on peut considérer,

pour tout R, le sous-espace

{(z, )TV | |Y||< R} CTV.
On qualifie ce type d’espace de « fibré en disques » : la fibre en x € V est
le disque de rayon R de l’espace euclidien T, V.

Lorsque la variété V est compacte, il existe un réel positif r tel que

I’exponentielle définisse un difféomorphisme
(2,Y) — (z,exp, Y)
du fibré en disques de rayon r
{(@,Y)eTV[[Y] <r}
sur son image dans V x V. Un tel r est appelé rayon d’injectivité.

A une métrique riemannienne et & sa connexion de Levi-Civita est asso-
ciée une notion de « transport paralléle ». Etant donné un vecteur X tangent
en z & V| on définit son transport paralléle le long d’une courbe t — ~(t)
d’origine x = v(0) ainsi : X (t) € T,4)V est I'unique section « parallele »,

c’est-a-dire a dérivée covariante nulle, de v*T'V | satisfaisant a la condition
initiale X (0) = X.



CHAPITRE 15

UN PEU DE TOPOLOGIE ALGEBRIQUE

Dans un ouvrage consacré & ’homologie (de Morse, de Floer), nous utili-
sons forcément un peu d’algébre homologique (formule de Kiinneth, suites
exactes longues). Mais nous avons eu besoin aussi d’'un minimum de topo-
logie algébrique (groupes d’homotopie, premiére classe de Chern...). Nous
dressons un inventaire de tout ceci dans ce chapitre.

15.1. Un peu d’algébre homologique

Rappelons (voir par exemple [20]) qu'un complexe est une suite C, de
modules munis d’applications linéaires

8 : Ck — Ckfl
telles que 0o 0 = 0.

15.1.a. La formule de Kiinneth sur Z/2. Dans ce paragraphe, C, et D,
sont des complexes d’espaces vectoriels!) sur Z/2. Leur produit tensoriel
est le complexe défini par

(C@D)k = @ CZ‘®DJ‘
i+j=k

avec la différentielle
%P (c@d) = ((0Fc)@d, c®(0Pd) € Cio @ D; @ C;@Dj—y € (C®D)j_

pour c®d e C; ® D; C (C ® D).
Nous allons montrer :

(D Le résultat est vrai sur n’importe quel corps. Mais pas sur un anneau. Et en particulier
pas pour I’homologie entiére. Voir la remarque 15.1.2 et [20].
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Proposition 15.1.1. L’homologie du complexe produit tensoriel est le produit
tensoriel des homologies

H,(C,®D,) = H,(C,)® H,(D,).

Démonstration. Remarquons d’abord que

- C®0=0;

- H.(C, & C)) = Hi(C,) ® Hi(C)) 5

- (CeC)YoD=CDaC' ®D;

— si la proposition est vraie pour C, et D, et aussi pour C! et D,, alors
elle est vraie pour (C & C'), et D,.

On montre donc la proposition par récurrence sur la longueur ¢(D,) du
deuxieme complexe, ou, naturellement,

U(D.) =4#{j| D; #0}.
Il n’y a rien & démontrer pour £(D,) = 1. Considérons le cas d’un complexe
de longueur 2. Si les deux espaces vectoriels non nuls dans D, n’ont pas
des indices consécutifs, a propriété est claire par somme directe. Supposons
donc que le complexe D, est
00— Dj—l — Dj—l — 0.

Si 0 =0, on a aussi le résultat par somme directe.

Supposons d’abord que 9 est un isomorphisme. Dans ce cas, 'homologie
du complexe D, est nulle et nous voulons donc montrer que ’homologie de
(C ® D), est nulle. Considérons donc un élément du noyau de

0i4j 1 Ci®@D; & Cit1®@Dj 1 — Cio1 @ Dy C; @ Djq
(les exposants indiquent les degrés) et montrons qu’il est dans I'image de

ai+j+1 : Ci+1 ® Dj — CZ ® Dj.

o(Caon YA eq ) =0
a b

On écrit donc

c’est-a-dire
> (0l @yl =0
et Z zl, ® Oy, + Z Izt et =o.
a b

Avec notre hypothese, O est un isomorphisme. Appliquons donc Id ®9~!
a cette deuxiéme relation. On obtient

daley=> o4t eo '
a b
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(nous calculons modulo 2). Finalement,
o(S oo o) = (Saon Y4 en ).
b a b
de sorte que notre élément du noyau de 0;4; est dans I'image de Oj4j41.

Considérons maintenant le cas général d’un complexe D, de longueur 2.
Décomposons D; et D;_; comme sommes directes

Dj =Ker(d) ® D} et Dj 1 =FE;_; ®Im(d).
Ainsi D, est somme directe des deux complexes
0—>Ker(8)i> i1 —0 et 0— Dj iIm(a)—N)
et le résultat se déduit des études précédentes.

Finalement, supposons la proposition démontrée pour les complexes de
longueur k et soit D, un complexe de longueur k + 1,

O—>Dk+1ka—>---—>D1—>O.
On décompose comme ci-dessus
Di1 =Ker(0) ® Dy, et Dy =Im(d)® Ej.
Le complexe est alors sommes des trois complexes

0 — Ker(0) — 0,
0— E;, — Dj—q —> -+~
et 0— Djyy — Im(9) — 0
tous de longueur inférieure a k + 1. O

Remarque 15.1.2. C’est au moment de décomposer D; ou D1 en somme
directe du noyau de 0 et d’un supplémentaire que l'on utilise vraiment
le fait que nos complexes sont des complexes d’espaces vectoriels (et pas
simplement de modules sur un anneau commutatif).

15.1.b. Suites exactes de complexes. Rappelons rapidement ici que,
si A,, B, et C, sont des complexes, une suite exacte de morphismes de
complexes

J

O—>A,L>B.—>C’.—>O
induit, pour chaque k, une suite exacte

Uy

Hy(4) -~ my(B) 25 m,(0)



522 CHAPITRE 15. UN PEU DE TOPOLOGIE ALGEBRIQUE

(vérification directe), mais que le morphisme induit par ¢ (resp. par j) n’est
en général pas injectif (resp. surjectif). Ce défaut d’exactitude est « mesuré »
par une suite exacte longue

Hy(A) —— Hp(B) —— Hy,(C)

Hk—l(A) - ...

Contentons-nous ici d’indiquer comment le connectant 0 est défini (toutes
les vérifications restantes sont analogues et directes). Soit donc [¢] € Hy(C),
un élément représenté par un ¢ € Cj, avec d¢(c) = 0. Le diagramme

donne ¢ = j(b), avec
J(0pb) = 0c(j(b)) = Occ =0

donc dp(b) € Ker(j), puis 0p(b) = i(a) pour un certain a € Ag_1. De plus,
cet élément est un cycle : on a

i(aAa) = aB(Z(CL)) = 8383(6) =0

et i est injectif.

15.2. Classes de Chern

Deuzxiéme groupe de cohomologie. Nous avons mentionné, bien qu’assez peu
utilisé, la premiere classe de Chern d’un fibré vectoriel complexe. Celle-ci
vit dans le groupe de cohomologie H?(W;Z), obtenu, par exemple, par le
complexe de Morse comme dans la premiere partie de ce livre.
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Premiere classe de Chern. Le plus économique pour la définir est de prendre
la puissance extérieure maximale de ce fibré, obtenant ainsi un fibré en
droites complexes. La premiére classe de Chern est alors la classes d’Euler
de ce dernier :

c1(E) = ¢1(A"E) = e(A"(E)) € H*(W;Z)

si F est un fibré de rang n sur un espace W. Nous renvoyons a [50] pour
ces notions.

Nous avons utilisé celle, ¢;(TW) du fibré tangent TW d’une variété
symplectique, vu comme fibré vectoriel complexe, & ’aide d’une structure
presque complexe calibrée par la forme symplectique. Remarquons que cette
classe est bien définie, simplement parce que ’ensemble de ces structures
presque complexes est contractile (et en particulier connexe) et que la classe
de Chern ¢; vit dans I'espace discret H2(W;Z).






CHAPITRE 16

UN PEU D’ANALYSE

Nous rappelons d’abord 1’énoncé du théoreme d’Ascoli. Puis nous indi-
quons les bases de la théorie de Fredholm. Nous démontrons ensuite les
lemmes de régularité elliptique, ainsi que les propriétés du 9 que nous avons
eu 'occasion d’utiliser au long de ce texte.

16.1. Le théoréme d’Ascoli

Rappelons I’énoncé de ce tres utile théoreme, qui caractérise les parties
relativement compactes de I'espace des fonctions continues sur un espace
compact et que nous utilisons dans plusieurs énoncés de compacité. Voir [14]
pour cet énoncé et des références.

Théoréme 16.1.1 (d’Ascoli). Soient (E,d) un espace métrique compact et F
une famille bornée de fonctions continues f : E — R, uniformément équi-
continue sur E, c’est-a-dire telles que

Ve>0,36>0telqueVfedF, dzy <d=|f(z)- fly)]<e.

Alors F est relativement compacte dans ’espace des fonctions continues
sur E.

Autrement dit, de toute suite d’éléments de F, on peut extraire une suite
qui converge uniformément sur E (vers une fonction continue).

Remarque 16.1.2. Dans tous les cas ou nous avons appliqué ce théoreme
dans ce texte, la famille de fonctions considérée était équicontinue parce
qu’« équilipschitzienne ».
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16.2. Théorie de Fredholm

Conformément a ’habitude et pour simplifier, nous appellerons dans ce
chapitre®) opérateur d'un espace vectoriel normé dans un autre, une ap-
plication linéaire continue (ce qui se dit parfois en anglais bounded linear
map).

16.2.a. Opérateurs a indice. On dit qu'un opérateur L d’un espace de
Banach F dans un espace de Banach F' est a indice si Ker L est un sous-
espace de dimension finie et Im L est un sous-espace de codimension finie
(ou Coker L est un espace de dimension finie). L’indice de 'opérateur est
alors

Ind(L) = dim Ker L — dim Coker L.

Exemples 16.2.1.

(1) Par exemple, un opérateur bijectif est un opérateur & indice, d’indice
nul.

(2) Si E est un espace vectoriel de dimension finie, toute application liné-
aire L : E — FE est d’indice nul... puisque cette assertion est équivalente a

dimKer L +dimIm L = dim E.

Remarque 16.2.2. Si L : E — F est un opérateur a indice, alors Ind(L) est
la caractéristique d’Euler du complexe

0—F—F—0
puisque dans ce cas simple, cette caractéristique d’Euler est
x = dim(Ker L/ {0}) — dim(F/ Im(L)).

La théorie des opérateurs a indice est tres bien expliquée dans 'exposé
de Grisvard [35], que nous avons pillé ici sans vergogne, en espérant que
ce pillage nous sera pardonné par la publicité qu’il procurera (nous n’en
doutons pas) a cet article méconnu. Voici une premiere liste de propriétés
qui se vérifient toutes directement.

Proposition 16.2.3. Soient Ly : Fy — Fy, Lh : By — F, L : E — F,
L' : F — G des opérateurs a indice. Alors on a

(1) Lo ® Ly est un opérateur d indice et

Ind(Lo SY Ll) = IHd(Lo) + IHd(Ll),

(D Dans le reste du livre, il nous arrive d’appeler « opérateurs » des applications différen-
tiables (pas nécessairement linéaires) et de considérer des opérateurs non continus. En
principe, ce dont il s’agit est toujours précisé.
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(2) si H est un espace vectoriel de dimension finie m, L ® Idg est un
opérateur a indice, d’indice Ind(L @ Idgy) = mInd(L),
(3) L' o L est un opérateur d indice et Ind(L' o L) = Ind(L') + Ind(L).

Démonstration. La premiere assertion est claire et la deuxieme en est une
conséquence, en choisissant une base de H et écrivant

EQHZE®---®F e L®ldg=L&---&L.

En application de la remarque 16.2.2, on aurait aussi pu considérer, pour
démontrer la premiere assertion, la suite exacte courte de complexes

0 0
N

0 Ey Fy 0
l Lo® L4 l

00— Ey®d By ————— Fy®d F1 ——0

Lo,

0 £y Iy 0
| |
0 0

et appliquer Padditivité de la caractéristique d’Euler(®). Ce qui introduit
largument élégant que Grisvard utilise pour démontrer la troisieme asser-
tion, que nous reproduisons ici. On consideére cette fois le diagramme com-

mutatif
0 0
0 F L F 0
(Idg, L) (L', 1dR)
L'oL&Idp
0——EF ——GoF ——0
L —1dg Idg —L'
L/
0 F G 0
0 0

(2 Celle-ci est conséquence de Iexistence d’une suite exacte longue associée & une suite

exacte courte de complexes, voir le §15.1.b.
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dont les fleches verticales forment une suite exacte courte de complexes. On
en déduit que

Ind(L)+Ind(L') = Ind(L o L&1dp) = Ind(L' o L)+ Ind(Idr) = Ind(L'o L).
O

Les opérateurs a indice en ce sens sont bien ceux que nous avons appelés
opérateurs & indice au chapitre 8, puisqu’on a en effet :

Proposition 16.2.4. Soit L : E — F un opérateur dont l’image est de codi-
mension finie. Alors son image est fermée.

Démonstration. Appelons G un supplémentaire (algébrique) de Im L dans F
et considérons ’application linéaire

FeoG — F
(2,y) — L(z) +y.
Comme G est de dimension finie, elle est continue. De plus, elle est surjec-

tive. D’apres le théoréme de Banach, I'image du sous-espace fermé E x {0}
est un sous-espace fermé. O

16.2.b. Les propriétés de base.

Proposition 16.2.5. Soit L : E — F un opérateur entre deux espaces de
Banach. Pour que L soit un opérateur a indice, il faut et il suffit qu’il existe
un opérateur L' : I — E tel que Lo L' —Idp et Lo L' —Idg soient de rang
fini. Lorsque c’est le cas, L' est aussi un opérateur a indice et

Ind(L') = —Ind(L).
Cet indice s’appelle aussi 'indice de Fredholm de I'opérateur.

Démonstration. Supposons pour commencer que L soit un opérateur a in-
dice. On choisit un supplémentaire Ey de Ker L dans F, de sorte que la
restriction Lo de L a Ey est un isomorphisme de Ey sur Im(L). On consi-
dere 'inverse Lal de Lg. On choisit aussi une projection p : F — Im(L),
que ’on choisit continue, et on pose

L’zLalop.

Ainsi L’ est continu. On a Im(L' o L —Idg) = Ker(L) et Im(Lo L' —Idp) =
Ker p, qui sont tous les deux de dimension finie. On a

LoL!loL=L e L oLoL =1L
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Réciproquement, si L’ a les deux propriétés, montrons que L et L’ sont
des opérateurs a indice. Posons A = Lo L' —Idg et B=L'oL—1dr. On a

Ker(L) C Ker(L' o L) C Ker(B)
(ce noyau est donc de dimension finie) et
Im(L) D Im(Lo L) =TIm(Idg +A).

Si G = Ker(A4), E/G est isomorphe a Im(A) donc de dimension finie.
Donc G est de codimension finie. Mais Idg +A vaut Idg sur Ker(A), donc
Im(Idg +A) D G, de sorte que cette image est bien de codimension finie.
Ainsi L (et L’ aussi) a un indice. La formule pour I'indice résulte de la
formule d’additivité dans la proposition 16.2.3 et de la proposition qui suit,
qui va impliquer que 'indice de Idg +A est nul. O

Proposition 16.2.6. Siu: E — E est un opérateur de rang fini,
Ind(Idg +u) = 0.

Si L : E — F est un opérateur a indice et si u: E — F est un opérateur de
rang fini, alors L +u a un indice qui est

Ind(L + u) = Ind(L).
Démonstration. La premiere assertion est un calcul de dimensions, que ’on
peut traiter par caractéristique d’Euler. On pose G = Im(u). C’est un sous-

espace de dimension finie de F et il est stable par Idg +u. Le diagramme
de suites exactes de complexes est :

Idg +u

Idg +u

ldg,q

Q
=
Q
o

o
o]
O¢— " 4—m—Q¢—o
O— " 4—m—Q<¢—o
o

(les fleches verticales sont inclusion et projection). L’indice est alors la
somme

Ind(Idg +u) = Ind(Idg +u) + Ind(Idg,q),

le premier est nul parce que G est de dimension finie, le deuxieme parce que
I’indice de l'identité est toujours nul.
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Comme on a ainsi fini de démontrer la proposition 16.2.5, rien ne nous
empéche de I'appliquer pour prouver la deuxiéme assertion. On utilise donc
un L’ comme dans son énoncé. Alors (L+u)o L' —Idg est lui aussi de rang
fini, donc

Ind(L 4 u) + Ind(L") = 0 et donc Ind(L + u) = Ind(L). O

Proposition 16.2.7. Si K : E — E est un opérateur compact d’un espace de
Banach, alors Idg +K est un opérateur a indice.

Démonstration. On consideére L = Idg +K : E — E. D’abord, Idg |ker(1) =
—K|Ker(L), donc Idg \Ker(L) est un opérateur compact, ce qui veut dire que
la boule unité de Ker(L) est compacte et donc que Ker(L) est de dimension
finie.

Montrons maintenant que I'image de L est fermée. On choisit un sup-
plémentaire Ey de Ker(L) dans E et on montre qu’il existe une constante
C > 0 telle que

Ve Eo, |zl < C|L(x)].

En effet, si ce n’était pas le cas, on pourrait trouver une suite () d’éléments
de norme 1 dans Fy telle que

kl{lfoo(xk + K (zy)) = 0.
Comme K est compact, on pourrait alors extraire une suite telle que (K (zy))
soit convergente. Mais alors, (x) aussi convergerait. La limite x devrait
avoir les propriétés suivantes :

|zl =1, =z € EynKer(L),

ce qui est absurde.

Donc on a l'inégalité voulue, qui implique que I'image de L est fermée :

si (%) est une suite dans F telle que

Jm Lize) =y,
alors la suite (z) est de Cauchy et donc convergente vers un vecteur de FE
dont I'image est y.

Enfin, on considére les transposées £’ — E’ (ici E' désigne le dual de F,
muni de la topologie faible(g)). L’opérateur ‘K est compact donc le méme
argument que pour Ker(L) donne le fait que Ker(‘L) est de dimension fi-
nie. Avec le fait que Im(L) est fermée, ceci achéve la démonstration de la
proposition. O

®)On a toujours que Ker ‘L est annulateur de Im(L); on n’a pas toujours que Im(L)
est Pannulateur de Ker L, mais cette derniére propriété est vraie si Im(L) est fermée.
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De ces propositions, on déduit les trois résultats essentiels pour la théorie
des opérateurs de Fredholm.

Théoréeme 16.2.8. Soit L : E — F un opérateur entre espaces de Banach.
Pour que L soit un opérateur d indice, il faut et il suffit qu’il existe L' :
F — FE, tel que

LoL'—Idrp et LolL —Idg

sotent des opérateurs compacts.

Démonstration. Les opérateurs de rang fini sont compacts, donc la propo-
sition 16.2.5 donne le fait que la condition est nécessaire. Ensuite, on a

Ker(L) C Ker(L'o L) et Im(L) D Im(LoL')
donc le résultat est conséquence de la proposition précédente. O
Théoréme 16.2.9 (invariance de ’indice par petites perturbations). Soit L :
E — F un opérateur a indice entre deux espaces de Banach. Il existe une

constante € > 0 telle que, pour tout opérateur v : E — F de norme ||u|| < e,
L + u soit un opérateur a indice, d’indice

Ind(L + u) = Ind(L).

Démonstration. On utilise un opérateur L' comme donné par la proposi-

tion 16.2.5 et on pose

o1
(e

Ainsi, pour ||u|| < €, les opérateurs Idp +uoL’ et Id g +L'ou sont inversibles.
En particulier, leur indice est nul et 'on a

(L+u)oL'=LoLl 4uol'=Idp+A+uol’

pour un opérateur A de rang fini. Comme Id g +uoL’ est inversible, Id g +A+
uwo L' a un indice nul (gréce a la proposition 16.2.6). Comme

Im((L +u)o L") C Im(L + u),

cette image est de codimension finie. On montre de méme que Ker(L + u)
est de dimension finie. Enfin, on a d’une part

Ind(L + u) + Ind(L") =0
et de l'autre
Ind(L) + Ind(L') = 0,
d’ott 'on déduit que
Ind(L + u) = Ind(L). O
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Théoréme 16.2.10. Soit L : E — F un opérateur a indice entre deux espaces
de Banach. Pour tout opérateur compact K : E — F, Uopérateur L + K
admet un indice et

Ind(L + K) = Ind(L).

Démonstration. On utilise toujours I'opérateur L’ de la proposition 16.2.5;
les opérateurs

(L+K)oL' —Idp et L'o(L+K)—1Idg

sont compacts, donc L + K admet un indice (théoréme 16.2.8). De méme
L + tK pour tout ¢ € [0,1], et donc, grace au théoréme 16.2.9,

Ind(L + K) = Ind(L). O

Remarque 16.2.11. Le théoreme 16.2.9 affirme que l'indice est une applica-
tion continue sur I’ensemble des opérateurs a indice, qui est un ouvert dans
I’espace des opérateurs de E dans F'.

Remarque 16.2.12. 1’opérateur Idg + K, dont la proposition 16.2.7 affirme
qu’il a un indice, est donc d’indice nul.

16.2.c. Un autre résultat utile. Pour démontrer que 'opérateur L liné-
arisé de I’équation de Floer est un opérateur de Fredholm, nous avons utilisé
la proposition 8.7.4, que nous ré-énongons ici :

Proposition (proposition 8.7.4). Soient E, F' et G trois espaces de Banach.
Soient L : E — F un opérateur et K : E — G un opérateur compact. On
suppose qu’il existe une constante C > 0 telle que

VeeE, |aflp<C(L@)p+ K@)
Alors le noyau de L est de dimension finie et son image est fermée.

Démonstration. La démonstration est inspirée de celle de la proposi-
tion 16.2.7. Montrons d’abord que Ker L est un sous-espace de dimension
finie de E. Pour cela, montrons que sa boule unité est compacte. Soit (xy)
une suite d’éléments de cette boule :

lzkl|lz <1 et L(zg) =0.

L’hypothese est

lzkllp < CIE (zn)ll -
L’image de la boule unité par K est compacte, donc, quitte a extraire une
sous-suite, on peut supposer que la suite (K (zj)) converge dans G. Ceci
implique que la suite (xy) est de Cauchy et donc, comme E est complet,
qu’elle converge dans E et donc dans la boule unité. Ce qui en prouve la
compacité.
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Montrons maintenant que Im(L) est un sous-espace fermé de F. Sup-
posons que () soit une suite d’éléments de E telle que la suite (L(zy))
converge vers un élément y € F' et montrons que y est dans 'image de L.

— Si la suite (xy) est bornée, I'inégalité donne

lekllg < C (LRl p + 1K (z)ll)

avec L(zy) — y dans F et K(x) reste dans un compact de G. Donc (zy)
posséde une sous-suite qui est de Cauchy et donc convergente. Sa limite x
vérifie y = L(x).
— Si la suite (zj) n’est pas bornée, montrons que l'on aboutit & une
contradiction. Elle possede une sous-suite avec
lim =z, = +oo.
k—-+4o00
Comme Ker L est un sous-espace de dimension finie, on peut lui trouver un
supplémentaire®) Ej et on peut supposer que z;, € Ey pour tout k. Soit
x
Uk = k¢ Ey.
[EZ9(F

Notre inégalité donne

lurllz < C (IL(ur)llp + 1K (ur)llq) -

Encore une fois, la suite (K (ug)) posséde une sous-suite convergente, ici la
suite (L(ug)) converge vers 0, donc on peut supposer que la suite (uy) est
de Cauchy et donc qu’elle converge dans Ej vers une limite

u € Ker LN Ey = {0},

donc u = 0 alors qu’elle devrait aussi avoir norme 1, la contradiction espérée.
O

16.2.d. Applications de Fredholm. Pour une application différentiable
F.F—F

d’un espace de Banach dans un autre, on dit qu’elle est de Fredholm si elle
posséde en tout point une différentielle (continue)

T.3: F— F

qui est un opérateur a indice. Remarquons qu’alors 'indice de T,F ne dé-
pend pas de z (en vertu du théoréme 16.2.9 et de la remarque 16.2.11). On
le note donc Ind(F).

(4)Cest une conséquence simple du théoréme de Hahn-Banach.
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Remarque. Comme nous ’avons signalé (page 213) nous utilisons « opérateur
a indice », une terminologie claire, de facon concurrente et équivalente a
« opérateur de Fredholm », une terminologie plus usitée aujourd’hui.

Le théoréme d’inversion locale dans les espaces de Banach (voir [16])
permet de démontrer, comme en dimension finie :

Théoréme 16.2.13. Soit F : E — F une application de Fredholm et soit
y € F tel que

VeedF Yy), T.F:E—F
est surjective. Alors F~1(y) est une variété de dimension Ind(F) et son
espace tangent en x est Ker T, F.

16.3. Espaces de distributions, solutions faibles

16.3.a. Distributions. Nous rappelons rapidement les définitions de base
de la théorie des distributions. Nous renvoyons les lecteurs a leur livre pré-
féré. Pour notre part, nous avons utilisé [10].

Pour tout ouvert U de R™, on considere I’espace C5°(U) des fonctions
de classe C> & support compact dans U. L’espace D’(U) des distributions
sur U est un dual de C5°(U), précisément, c’est I'espace des formes linéaires
sur €°(U), continues au sens otl, pour tout compact K C U, il existe un
entier p et une constante C' tels que

70|

pour toute ¢ € C5°(U) & support dans K, |(u, )| < C sup ‘

fai<p

On dit qu’une suite u,, de distributions converge vers une forme linéaire u
si 'on a

pour toute ¢ € C°(U),  lm (un,p) = (u, p).
n—-+o0o
Ce n’est pas complétement une trivialité, mais la limite u est alors une
distribution elle aussi.

On définit le support d’une distribution de fagon évidente (comme le
complémentaire du plus grand ouvert en restriction auquel la distribution
est nulle) et on note &'(U) lespace des distributions & support compact
dans U.

Exemples.

(1) L’évaluation des fonctions en un point donné de U définit une forme
linéaire sur C§°(U) qui est une distribution,

(60, ) = p(a),

la masse de Dirac en a (on note 6 = dp).
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(2) Plus généralement, les combinaisons linéaires de dérivées partielles
(comme 0, A), calculées en un point a, sont aussi des distributions.

(3) Si f est une fonction localement intégrable sur U, on peut définir,
pour toute ¢ € C5°(U),

(roh= [ feda,

une forme linéaire qui est une distribution. Si deux fonctions localement
intégrables f et g sont égales presque partout sur U, elles définissent la
méme forme linéaire. De plus, si la suite (f,,) converge vers f au sens de

la norme L' sur les compacts de U, alors elle tend vers f au sens des

1
loc

(avec l'inégalité de Holder).

distributions, de sorte que L _ est ainsi un sous-espace de D’(U). Il en est

A P
de méme de L,

16.3.b. Dérivées. On définit les dérivées d’une distribution u (en pensant
a la formule d’intégration par parties et) par

(i) =~(v38)

Il est facile de vérifier que la forme linéaire ainsi définie est bien une distri-

bution. On peut donc itérer 1'opération.

Par exemple, § est la dérivée de la fonction H de Heaviside (celle qui
vaut 0 pour x < 0 et 1 pour z > 0) : H est localement intégrable, donc une
distribution et les regles de calcul donnent

<Hm»=—/H@wmmm=—Aw¢@Mx=ﬂm

16.3.c. Convolution. En copiant la définition de la convolution de deux
fonctions (disons, ici, u intégrable et ¢ de classe C>),

W*@uo=/¢w—yW@My=ww»wx—w»

on peut convoler une distribution & support compact et une fonction € a
support compact en définissant, pour u € &'(R™) et tout ¢ € C5°(R") et
en chaque point x
(ur@)(x) = (u(y), vz —y)).
Nous renvoyons (par exemple) au cours [10] pour toutes les propriétés
de la convolution et notamment pour celles qui suivent. La fonction u % ¢
ainsi définie est dans C3°(R™), son support satisfait &

Supp(u x @) C Supp u + Supp ¢,

gt = (55) = () + o

et ses dérivées a
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Si w est une distribution a support compact et ¢, ¥ deux fonctions C* a
supports compacts, on a une propriété d’associativité

(ux @) x1h = ux(px1).

Plus généralement, on peut convoler des distributions, par exemple deux

1

ive, dont les supports A et B sont « convolutifs », c’est-a-dire

fonctions de L
tels que

VR >0,3p(R) > 0 tel que
(zeAyeB |z+yl| <R)= (x| < p(R), Iyl < p(R)).

C’est un produit commutatif (et associatif).

On pourra ainsi définir la convolution d’une distribution de &'(U) avec
une fonction C*°, ou d’une distribution quelconque avec une fonction € a
support compact, le résultat obtenu étant dans les deux cas une fonction C*°.

Une autre remarque utile est le fait que la masse de Dirac en 0, 4, est
une unité pour ce « produit »

dxp=¢

(c’est une conséquence de la définition de la convolution).

16.3.d. Solution fondamentale, solutions faibles. Soit L un opérateur
différentiel. Si f est une fonction dans L} = (ou plus généralement une dis-
tribution), on appelle solution faible de I'équation Lu = f une solution dans
I'espace des distributions. Si L est a coefficients constants, les propriétés de
la convolution, ci-dessus, impliquent que Lu = § x Lu = LJ x u, de sorte
que I’équation s’écrit aussi Lo xu = f. On appelle solution fondamentale de
I’équation Lu = 0, ou « solution fondamentale de L », une distribution E
qui satisfait a
LixE=L(E) =4,

une écriture dans laquelle LJ est considéré comme une distribution.
C’est le cas, par exemple, grace a la formule de Cauchy, pour la fonction
1/7z lorsque L est 'opérateur 0, comme nous le démontrerons au § 16.5.
Formellement, on peut espérer, si E/ est une solution fondamentale de L,
avoir pour toute fonction f,

Lix(Exf)=(LdxE)xf=6xf=f

et donc exprimer les solutions de Lu = f par convolution avec une solution
fondamentale. C’est bien le cas, et on a plus précisément :

Théoréme 16.3.1 ([10, théoreme 8.1.2]). Si L est un opérateur différentiel a
coefficients constants qui posséde une solution fondamentale E et si f est
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une distribution a support compact, l’équation Lu = f admet une unique
solution faible a support compact u = E x f.

Démonstration. L’argument ci-dessus montre que u = E x f est bien une
solution. L’unicité de cette solution vient de ce qu’elle est a support com-
pact : si u est une solution a support compact, les supports de u, L et E
vérifient la condition de convolutivité et la propriété d’associativité qui s’en
déduit donne

u=0xu=(E* (L)) u=Ex((L)xu)=Exf. O

16.4. Espaces de Sobolev sur R"

Rappelons ici la définition des espaces de Sobolev. Ici U désigne un ouvert
de R™. On appelle € (U) I’espace des restrictions & U des fonctions C>
sur R™ et par C°(U) l'espace des fonctions C*° & support compact sur U.

L’espace de Sobolev W#P(U) est une complétion de 'espace des fonc-
tions > sur U dont toutes les dérivées jusqu’a l'ordre s sont dans LP(U).
Plus précisément, on définit la norme |||, , d’une fonction €> sur U par

lull,,, = </U > |8°‘u(x)pdx)1/p.

loe|<s

L’espace de Sobolev WP (U) est le complété de C>(U) pour cette norme
et W5P(U) est 'adhérence de €2°(U).

En fait, ces espaces sont des espaces de distributions : les éléments de
W#P(U) sont les fonctions qui ont des « dérivées faibles », comme nous le
montrons dans la proposition qui vient.

Proposition 16.4.1. Soit U un ouvert de R™ dont la frontiére est une sous-
variété de classe C'. Soit u € LP(U). Alors u est dans W*P(U) si et seule-
ment si, pour tout a avec |a| < s, il existe une fonction u, € LP(U) telle
que, pour toute fonction ¢ € C(U),

/ u(z)0%p(x)dx = (71)‘6"/ Ue (z)p(x)dx.
U U
Idée de démonstration de la proposition 16.4.1. Par un changement de co-
ordonnées, on se ramene au cas ou U est un demi-espace (x1 > 0 pour fixer
les idées). Nous laissons aux lecteurs le soin de vérifier que les éléments de
W#P ont bien des dérivées faibles.

Supposons que u ait effectivement des dérivées faibles u, et montrons
que u € W*P(U). Fixons une fonction 3 de classe C> sur R?, & support
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contenu dans le disque unité et telle que
B(x)dx =1
R?2

et définissons (5 par
Bs(w) = 586 1a).

Fixons aussi une fonction 7, de classe €*° sur R™ qui vaut 1 sur la boule
unité est est identiquement nulle en dehors de la boule de rayon 2. Ainsi la
fonction

us(x) = y(6x)u(zy + 6,22, ..., 2p)
définie pour x; > —d est a support compact et a des dérivées faibles jusqu’a
Pordre s, qui convergent, en norme LP, vers les dérivées faibles de u. De plus,
la convolution

Bous(a) = | ute = y)us(u)dy

est C°° & support compact est converge (en norme ||+, ) vers u. Donc u est
bien dans W*P. O

Ces dérivées faibles se comportent bien. En effet, méme si ce n’est pas
évident, on a le résultat espéré :

Proposition 16.4.2. Soit U un ouvert borné de R"™ et soit u € WhP(U)
dont toutes les dérivées (faibles) d’ordre 1 sont identiquement nulles sur U.
Alors u est localement constante. Si l’on suppose de plus que u € Wol’p(U),
alors u est identiquement nulle.

Démonstration. On suppose d’abord que U est un cube et que la valeur
moyenne de u est nulle. La fonction u est alors limite (pour la norme de
W) dune suite (u,) de fonctions € & valeur moyenne nulle. Le lemme
(de Poincaré) ci-dessous affirme alors que cette suite converge vers 0 pour
la norme LP. Donc u est nulle. On a ainsi démontré que u est constante sur
chaque cube ol ses dérivées (faibles d’ordre 1) sont nulles. On en déduit le
résultat. O

Le lemme de Poincaré utilisé dans cette démonstration est une inégalité :

Lemme 16.4.3 (inégalité de Poincaré). Pour p > 1 et pour U ouvert borné
de R™, il existe une constante C' (ne dépendant que de p et de U ) telle que,
pour toute fonction u € Wol’p(U) (a support compact dans U), on ait

||u||Lp(U) <C ||gradu||Lp(U) ‘

Si U =]0,1[" est un cube, on a, pour tout u € WHP(U), de valeur moyenne
nulle

HUHLp(U) =n ||gradu||Lp(U) .
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Démonstration. Par densité de C°NW 1P dans WP, on peut supposer que u
est lisse et a support compact dans U. Quitte a appliquer une transformation
affine de R™, on peut aussi supposer que 'ouvert U est contenu dans le demi-
espace x,, > 0 (et que 0 € 9U). Comme U est borné, il a un diameétre fini, D
etonal<z, <Dsur U. On écrit

u(x):/ " Ou —(x1,. ..y Ty, t) dt,
0

oxy,
()P < [ /

< pr/a /wn
0

en appliquant 'inégalité de Holder (ici 1/p + 1/¢ = 1 donc p/q = p — 1).
On integre ensuite les deux membres sur U ou, ce qui revient au méme, sur

R"! x [0, D],
[ @ e < v [| 04
n U 8$Cn

< DH
”uHLp = 5‘xn

d’ou 'on déduit la premiere assertion. Pour la deuxieme, on procede par
récurrence sur n. On utilise la densité des fonctions €*° sur U pour supposer

puis

p
aiu(xla s 7xn—17t)‘ dt:|

n

7(%1,...7$n,1,t) dt

L

ou ‘P

et finalement

que u est C* sur le cube fermé. L’initialisation de la récurrence se fait
en remarquant (ce que nous avons déja fait dans le lemme 10.4.1) qu’une
fonction de valeur moyenne nulle sur [0, 1] satisfait a

/|u \pdt</|u t)|" dt.

En effet, on a pour tous ¢, ; dans [0, 1],

B du
u(ty) —u(t) = /t . dr,

relation que l'on intégre par rapport a ¢ sur [0, 1] pour obtenir

1t
u(ty) :/ / U g at,
0 t dT
d’ott 'on déduit que

1 1 1 t1 U
/ ()P dty < / / /
0 0 0 t
1
§/ |u/(7)|p dr.
0

) P
‘ dr dt dt,
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On passe de n & n + 1 en considérant
’U(t):/ U(l‘l,...,l‘n’t)dg;l...dxn7
[0’1]71,

une fonction sur [0, 1] de valeur moyenne nulle, & laquelle on applique le cas
n = 1 et 'inégalité de Holder,

1 1
/ (b)? dt < / W (6 dt < /
0 0 [0,1]m+1

A t fixé, on applique I'hypothése de récurrence & la fonction u(x,t) — v(t),

dx.

ou ‘P
axn—i—l

/ [u(z1y. .oy, t) — ()| doy - day,
[0,1]"

< np/ |grad$1,m7wn w(Ty, ..., Tn, t)‘p dzy - - dxy,
[0,1]™

ce qu’on integre ensuite par rapport a ¢, pour trouver

||U - UHLP <n nga‘dzl,...,cvn uHLp
et enfin
[ull e < llu—vllge + [0l Lo
ou
<l il + |72,
< (n+1) fgradull,
Ce qui achéve la démonstration. O

Les fonctions C*° sont denses, au sens précis que voici :

Proposition 16.4.4 (voir [14, p. 162]). Soit U un ouvert de R™ dont la frontiere
est une sous-variété de classe Ct. Alors les restrictions a U des fonctions €
a support compact sur R™ forment un sous-espace dense de WP (U).

Relations entre espaces de Sobolev. Commengons par un exemple.

Exemple 16.4.5. Considérons, sur la boule unité ||z|| < 1 de R", la fonction
1
u(z) = +—5-
[Ed
Elle n’est pas continue en 0 si &« > 0. On a
ou T;

d ‘ ou
= —0— onc
oz, Va* oz,

< allz]|
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Les puissances p-émes de ces dérivées sont intégrables sur la boule unité si
et seulement si (a+ 1)p < n. Donc, si « vérifie

0<a<ﬁ—1,
p

la fonction u est dans WP sans étre continue en 0. Un tel o ne peut exister
que si p < n. Cet exemple est représentatif de la propriété exprimée dans le
théoreme suivant, qui est un cas particulier d’un théoreme de Rellich.

Théoreme 16.4.6 (Rellich, [14, p. 169]). Soit U un ouvert borné de R™. On
suppose p > n. Alors WHP(U; R™) est un sous-espace de CO(U;R™) et
linjection

WLP(U; Rm) c GO(U; Rm)

est un opérateur compact.

Remarque 16.4.7. Notons en particulier que, sur R, les éléments de W2
sont des fonctions continues. Voir [14].

Le cas p = n = 2, cas de R?, qui est celui qui nous intéresse dans ce
texte, est plus subtil, comme le montre I’exemple :

Exemple 16.4.8. Pour tout 6 € ]0,1[, définissons une fonction continue us
sur C par

1 si|z] <6
log|z|
= 6 < <1
ugs(2) o sid < |z| <
0 si |z] > 1.
Pour § < |z| <1, on a
1
gradug(2)|| < ————,
Jevadus (2] < o

de sorte que

d ' 27sd 2
/ lgrad us(2)||* dz < / % = / L‘z =T
C 5<|z|<1 |logd]” |2| s |logd| [log 4|

Ainsi la fonction ug est & la fois continue & support compact et élément de
WLP(C) (on pourrait méme la rendre C* en la convolant avec une fonction
convenable) et elle vérifie us(0) = 1.

La suite (v,,) définie par v,, = uy,, est donc une suite de fonctions conti-
nues a support compact, éléments de W12(C), cette suite tend vers 0 pour
la norme W12 mais pas pour la norme L.

Les théoremes qui suivent regroupent les estimées Sobolev et un énoncé
de compacité appelé théoreme de Rellich.
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Théoreme 16.4.9 (voir [14, p. 168]). Soit U un ouvert borné de R™ dont la
frontiére est de classe C. Soit k € N, k > 1 et soit p avec 1 < p < +o0.
Alors

(1) sip <n/k, WrkP(U) C LY(U) avec ¢ = np/(n — kp),

(2) sip=n/k, WEP(U) C LY(U) pour tout ¢ > p,

(3) sip>n/k, Wkr(U) C L®(U)
et les inclusions sont continues. De plus, pour u € W*P(U), on a
o
ox™

En particulier, on a, pour m = [k — n/p|, une injection continue

WhP(U) c e™(U).

o] <k = H

Lo (U) < C ”uHW’WJ(U) :

L’énoncé suivant se concentre sur le cas ou k = 1.

Théoreme 16.4.10 (de Rellich-Kondrachov [14, p. 169]). Soit U un
ouwvert borné de R™. On suppose p < mn. Alors il existe une constante
C =C(p,U) > 0 telle que, pour toute fonction u sur U,

lull oo < Cllullwrs pour tout ¢ < -

De plus, pour ¢ < np/(n — p), Uinjection
WhP(U; R™) C LY(U;R™)

est un opérateur compact.

16.5. L’équation de Cauchy-Riemann

L’opérateur 0 joue un grand role dans la théorie de Floer, nous ’avons
vu. Sur R? = C, on considére les deux opérateurs

0= 1(gﬂ'ﬁ) et 0= 1<2 —i2>
- 2\9z Oy - 2\0z  oy/’
Une fonction u de classe C' sur un ouvert U de C est holomorphe si et
seulement si elle satisfait a ’équation de Cauchy-Riemann

du = 0.

La fonction

U4

N(z) =

(noyau de Cauchy) est une solution fondamentale de I’équation de Cauchy-
Riemann au sens donné au §16.3.d, comme le montre le lemme suivant.
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Lemme 16.5.1. Soient u et f des fonctions continues a support compact dans
LP(C). Alors, u est une solution faible de Ou = f si et seulement si u =
N % f.

Autrement dit,

1 w
2im Jow —z
Démonstration. Dans le cas ol u est continue, la formule de Cauchy (une
conséquence, par exemple, de la formule de Stokes, voir [34, p. 3]) donne,
sur tout disque D C C et tout z dans D,
1 u(w) dw 1 ou dw N dw
2T Joap w—z 2im Jp 0w w—z

Si u est a support compact et D contient son support, la premiere intégrale
est nulle. O

C’est la propriété qui permet d’affirmer qu’une limite de solutions d’un
« opérateur elliptique » est une solution €°°. Pour une présentation générale
au niveau d’un cours de masteére, voir [59, Chap. I]. Nous avons utilisé pour
écrire cette partie [43, App. B], [45, App. BJ, [14] et [32]. 11 est arrivé sou-
vent que nous n’ayons pas trouvé tres faciles ce que certains de ces auteurs
qualifient d’easy exercises, aussi nous avons essayé d’éviter cette humiliation
a nos lecteurs.

16.5.a. Le laplacien. Sur R", le laplacien est 'opérateur
n
62
A=D g
i=1 ?

Les fonctions G2 sur un ouvert U qui vérifient Au = 0 sont les fonctions
harmoniques. Rappelons, dans le cas n = 2, qui est celui qui nous intéresse
ici, que les fonctions harmoniques sont les parties réelles des fonctions ana-
lytiques. Les fonctions harmoniques vérifient la propriété de la moyenne :

Proposition 16.5.2 (égalité de la moyenne). Soit u une fonction harmonique
sur U C R%. On a
1
u(z) = —2/ u(z)dz pour toute boule B(z,r) C U.
T J B(w,r)
Une fonction Li . qui vérifie cette propriété (égalité de la moyenne) est
nécessairement C*° comme nous le vérifions dans un lemme :

Lemme 16.5.3. Une fonction LY = qui satisfait a l'égalité de la moyenne est
de classe C*°.
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Démonstration. L’idée est que le u qui constitue le membre de gauche est
plus régulier que celui qui apparalt dans 'intégrale (un bootstrapping). Pour
le démontrer, remarquons que 1’égalité de la moyenne est aussi équivalente &

U= Xr*U, avec xr = JE) XB(0,r)s

cette égalité étant valable sur U, = {x € U | B(z,r) C U}. Ceci entraine
que
U= Xpr*XrK* - kXpr *U sSur Up,.
m fois
Le résultat découle immédiatement de la régularité des convolutions (ci-
dessus, §16.3.c) si l'on sait que

Xr % Xrx ok Xpr € 68172(1{2)7
S
m fois
ce que nous montrons maintenant par récurrence. D’abord,
1 .
Xr * Xr(T) = 7=+ Aire(B,(0,0) N By.(x)),
(mr?)
dont on vérifie sans mal que c¢’est une fonction continue a support compact,
précisément

2
1 Iz llzlly/4r? = [z
Xr * Xr(z) = (7r2)? 2 arccos o 5

(si B-(0) N B.(z) # & et 0 sinon).

Puis, si f € C§(R?), alors x, x f € CET1(R?). En effet, cette fonction est
clairement & support compact. De plus, la convolée est de classe C§ et, si
lal =k,

(03 (63

@(Xr*f):)(r*%f

donc 9%/0xf est continue. Appelons-la g et montrons que g est de
classe C!. On a

712 (e 9)(5,1) = / gz, y) de dy

T

s+r t+4/r2—(x—35)?
= 9(z,y) dy) dx

donc la fonction est dérivable en ¢ et sa dérivée est continue. De méme pour
sa dérivée en s. O

Le fait d’étre de classe G2 n’est pas une hypothese indispensable & I’har-
monicité, comme l'exprime le lemme (souvent appelé « lemme de Weyl ») :
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Lemme 16.5.4. Toute solution faible w € LY (U) (pourp > 1) de Au=0 est

loc
harmonique.

Démonstration. On utilise une famille de fonctions (s de classe C*° qui
approchent la masse de Dirac en 0 (comme dans la démonstration de la
proposition 16.4.1) : on choisit § : R™ — R positive et de classe C,
a support dans la boule unité et telle que fR" B(z)dx = 1 et on pose
Bs = 0" "B(5~1x). Le support de 35 est contenu dans la boule de rayon ¢ et
son intégrale sur R" est égale a 1.

Soit u € LP (U). La fonction u x 3s est de classe €, son support est

loc

contenu dans {z € U | B(z,6) CU} et on a
A(u*ﬁ,;) = 55 * A

(par définition des dérivées faibles), donc u x 35 est harmonique si u est
une solution faible. En particulier, pour tout &, u x 85 vérifie I’égalité de la
moyenne.

Mais u x 35 converge vers u en norme LP et presque partout sur les com-
pacts de U quand § tend vers 0. Donc la solution faible u vérifie, elle aussi,
la propriété de la moyenne, donc elle est de classe C> et donc harmonique
d’apres le lemme 16.5.3. O

Les parties réelle et imaginaire d’une solution faible de 1’équation de
Cauchy-Riemann sont des solutions faibles de celles de Laplace. On en dé-
duit :

Lemme 16.5.5. Toute solution faible u de l’équation de Cauchy-Riemann qui
est localement intégrable sur un ouvert U est holomorphe.

Proposition 16.5.6 (inégalité de la moyenne). Soit u une fonction de classe G2
sur U € R? et qui y vérifie Au > 0. On a
1
u(z) < —2/ u(z)dz  pour toute boule B(xz,r) C U.
e JB(a,r)

Donnons une démonstration de cette inégalité (qui se transforme sans
difficulté en une démonstration de I'inégalité) et qui est une application de
la formule de Stokes.

Démonstration de inégalité (et de I’égalité) de la moyenne
Puisque Au > 0, on a fB Au > 0. Mais par le « théoreme de la diver-
P
gence » (la version ad hoc de la formule de Stokes),

au 2m )
Au = — =y —u(pe'?) do.
/Bp B, ov o Op ( )
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Ensuite

27

0 d (1 d (1

—u(pe’ d@z(/ u) donc(/ u) >0
08/’() dp\p Jg, dp\p JB,

de sorte que la fonction p — %pr u est croissante et que, pour r > p,

1

— < — U
27Tp BBP 27'("]" 9B,
Lorsque p tend vers 0, le premier membre tend vers u(0), on a donc
2rru(0) < / u,
OB,
ce que l'on integre de 0 a r pour obtenir

7rr2u(0)§/ u,
B

T

qui est I'inégalité désirée. O
Toujours dans le cas ot n = 2, on considére la fonction (noyau de Poisson)
1
K(z) = —log|z|.
27

On vérifie facilement®) que K est dans L} _(R?) et que AK = § (au sens
des distributions) donc K est une solution fondamentale de A (au sens
du §16.3.d).

Remarquons que

A = 400,
et d’ailleurs, les noyaux de Poisson et de Cauchy sont liés par
N(z) = 40K.

On a AK = 0 mais, attention, les dérivées secondes de K ne sont méme
pas intégrables sur les compacts. Toujours est-il que I'on a, comme consé-
quence du théoreme 16.3.1 :

Proposition 16.5.7. Soient u et f deux fonctions a support compact sur R2.
On suppose que u, f € L*(R?). Alors, la fonction u est une solution faible
de Au = f si et seulement siu= K x f.

Appelons K; (i = 1,2) les dérivées partielles par rapport & = et y de la
solution fondamentale K,

Kl(z):# Ka(z)= —2

B or |2)*

5 . . , .
(5)C’est un exercice, écrire K en coordonnées polaires.
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Ce sont aussi des fonctions localement intégrables. De plus, au sens des
distributions, on a
0] 0 0
AKi = —AK=—0 et AKy= —6.
LT s s ¢ Sy
Théoréeme 16.5.8 (inégalité de Calderon-Zygmund). Pour tout p tel que
1<p<+oo, il existe une constante C(p) > 0 telle que, pour toute

fonction f de classe G a support compact sur R?, on ait
lgrad(K; x f)ll ,, < C(p) [|Aul|,, -

Nous renvoyons a [45] pour une démonstration.
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Cet ouvrage est une introduction aux méthodes modernes de la topologie symplec-
tique. Il est consacré a un probléme issu de la mécanique classique, la « conjecture
d’Arnold », qui propose de minimiser le nombre de trajectoires périodiques de
certains systémes hamiltoniens par un invariant qui ne dépend que de la topologie
de la variété symplectique dans laquelle évolue ce systéme.

La premiére partie expose la « théorie de Morse », outil indispensable de la
topologie différentielle contemporaine. Elle introduit le « complexe de Morse » et
aboutit aux inégalités de Morse. Cette théorie, maintenant classique, est présen-
tée de maniere détaillée car elle sert de guide pour la seconde partie, consacrée a
I’« homologie de Floer », qui en est un analogue en dimension infinie. Les objets
de I’étude sont alors plus compliqués et nécessitent l'introduction de méthodes
d’analyse plus sophistiquées. Elles sont expliquées en détail dans cette partie.
Enfin, 'ouvrage contient en appendice la présentation d’un certain nombre de ré-
sultats nécessaires a la lecture du livre dans les trois principaux domaines abordés
— géométrie différentielle, topologie algébrique et analyse — auxquels le lecteur
pourra se référer si besoin.

L’ouvrage est issu d’un cours de M2 donné & l'université de Strasbourg. Le
texte, abondamment illustré, contient de nombreux exercices.
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