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La premiére classe caractéristique lagrangienne a été inventée par [Maslov] pour sa
théorie des solutions asymptotiques d'équations aux dérivées partielles. C'est Arnold qui
a expliqué pourquoi cet “indice de Maslov’ est une classe caractéristique au sens
classique du terme : elle provient d’un espace classifiant.

Cette classe, et ses généralisations possibles, ont suscité une abondanie
littérature, principalement du fait de géomeétres, donc beaucoup de descriptions a la
Chern—weil ou & la Chern—Simons.

Dans une premiére partie, je vais essayer de faire le point sur la question, dans
Vesprit (et la lettre) d‘Arnold]). Je ne prétends 14 & aucune originalité, ni & une

gquelconque exhaustivité des références.

Dans la deuxieme partie, je montrerai comment on peut théoriquement calculer les
classes de cohomologie d'une variété ¥V qui sont des classes caractéristiques pour les
immersions lagrangiennes de V, et je finirai le calcul si V est une sphére ou un tore.

Dans la troisiéme partie, jexpliquerai guels “nombres caractéristigues”
d'immersions lagrangiennes on peut effectivement réaliser.
0. Définitions et rappels

Le cadre est celui de la géométrie symplectique. Pour faire le point sur les

diverses classes en circulation, je vais devoir me placer dans des situations plus
générales que celle que j'étudierai dans la partie 2. Voici donc quelques définitions.



0.1. Symplectigue
On appelle

Espace vectoriel symplectigue un espace vectoriel réel muni d'une forme bilinéaire
alternée non—dégénérée. Le seul invariant du type d'isomorphisme d'un tel espace est sa
dimension, qui est paire.

Le modéle le plus agréable & utiliser dans notre contexte est le R—espace vectoriel
€", avec la forme W définie par

WiX,¥) = Im<K,¥>
{partie imaginaire de la forme hermitienne standard).

Fibré vectoriel symplectique un fibré vectoriel E — X, dont chaque fibre E, est
munie d'une forme “Jx gui en fait un espace vectoriel symplectique, la correspondance

% = o), étant C™ (la base X sera toujours une variété).

variété symplectique une variété ¥ munie d'une 2—forme différentielle w qui fasse
de TY—sY un fibré symplectique {c’est-a-dire, si dim ¥=2n, que w" est une forme
volume). Pour des raisons qui nous concernent assez peu ici, on demande en plus que o
soit fermée (dw=0).

L’'exemple fondamental est celui o0 ¥ est le fibré cotangent d'une variété X

¥ =T — X,

il y a alors une 1-forme X {pour “Liouville”) sur ¥, qui dans des coordonnées locales (x;
sur X, £, les coordonnées cotangentes) s'écrit :
A= T gk,
et Ww=-dX est une forme symplectigue sur ¥.
Si ¥=R", Videntification
T*RN—¢"

{x,£) > x+if

identifie aussi w=—~dX\ et W=Im¢,> : cest 1a forme £ dxiAdgi.

0.2. Lagrangien

un sous—espace réel L de CN est dit Jagrangien s'il est totalement isotrope
(uJ“_zo) maximal (dim L=n). Si L désigne V'orthogonalité pour le produit scalaire

euclidien X.Y=Re<X,¥>, il est clair que

0.2.1. L est lagrangien si et seulement si L = (iL)-



un sous—fibré L — X dun fibré symplectique est un sous-fibré lagrangien
si toutes les fibres L, C E, sont lagrangiennes.

une immersion { : L — ¥ dans une variété symplectigue est dite lagrangienne si TL
est un sous—fibré lagrangien de f*T¥, clest-a—dire si fwW=0 et dim L=} dim Y. Par
exemple, les fibres et la section nulle du fibré cotangent T*X sont lagrangiennes.

1. Maslov, Arnold, Borel, Fuks, et les autres...

1.1.1. Le groupe Sp(zn,R) des isomorphismes R-linéaires de C" qui préservent 1a forme
W se rétracte sur son sous—groupe U(n) (c’est sa composanie compacte). En
particulier, si E — X est un fibré vectoriel symplectique, il existe “‘une” structure de
fibré vectoriel hermitien sur E, dont w est la partie imaginaire (il y en a beaucoup, mais
elles sont toutes homotopes). Une telle structure sera toujours sous—entendue dans la
suite.

1.1.2. Si E contient un sous-fibré lagrangien, on a un isomorphisme
L@RC — E

d‘aprés 0.2.1. On voit ainsi que, s'il existe beaucoup de fibrés vectoriels symplectiques
(tous les fibrés vectoriels hermitiens), il y en a assez peu parmi eux qui possédent des
sous—fibrés lagrangiens !

1.1.3. Toujours d'aprés 0.2.1, le groupe U(n) opére transitivement sur 1la
grassmannienne A, des lagrangiens de C" avec sous-—groupe d'isotropie O(n): toute base

orthonormée d'un lagrangien est une C-base de €U et réciproquement. La
grassmannienne A, = U(n)/0{n), avec son fibré vectoriel tautologique, est Vespace

classifiant pour les fibrés vectoriels réels de rang n dont le complexifié est trivialisé.

1.1.4. Dans A, le sous—espace des lagrangiens transverses & un lagrangien fixé L

s'identifie & lespace vectoriel des endomorphismes symétriques de L @ 1la
correspondance est

(9 : L—L) = (graphe de Poi : iL=LL —1)

En particulier, cet espace est contractile.



1.1.5. 6i Loy et Ly sont deux sous—fibrés lagrangiens d'un fibré symplectigue £ — X de
rang 2n, ils définissent une “différence” :

dlLlgsly) : X— AAp, (m assez grand)
dont voici deux descriptions :

a) Log®RC = E = L®RC, donc Ly-Ly est classifié dans U/0, et, plus
géométriguement :

b} Soit My un fibré vectoriel réel tel que Lo®My soit trivial de rang m, alors
Li®M, est un sous-fibré lagrangien du fibré symplectique trivial E®(M,®C). Pour
chague ¥ de X, 1a fibre en x de ce sous-{ibré differe de Rmz(i_oeﬂ,:,}x par un élement
de U{m}, bien défini modulo O{m} ; on obtient ainsi une application

dllgsLy) 1 X—>Ap.

Cette application permet de rappeler en arriére les éléments de H*(Am) pour

définir des classes caractéristiques lagrangiennes qui, d'aprés 1.1.4, sont des
obstructions & la transversalité des deux sous-—Tibrés Lo et Ly, en particulier des

obstructions & la transversalité de deux feuilletages lagrangiens d'une variété
symplectique, ce qui explique qu’elles intéressent les géomeétres : je renvoie & [Morvan],
[Morvan—Niglio], [Vaisman], entre autres, pour des descriptions de classes de
cohomalogie de de Rham ainsi abtenues.

1.1.6. Un autre cas particulier important est celui fourni par une immersion lagrangienne
f:L — T*X, oli Yon dispose
a) d'un fibré symplectique f*(T(T*X)) — L
b} de deux sous-fibrés lagrangiens :
le fibré tangent aux fibres de T X — X, rappelé sur L
le fibré tangent TL.

Lta construction de 1.1.5 fournit dans ce cas des classes caractéristiques pour
Vimmersion f, reliées & la transversalité de { aux fibres de T*X — X, donc aux
singularités de la projection L — T*X — X.

Les classes caractéristiques lagrangiennes provenant, par définition, de la
cohomologie de U(m)/0(m), il nous reste & calculer cette derniére. Commengons par la
dimension 1, & cause de l'importance de la classe de Maslov.



1.2. Classe de Masloy

Elle est définie comme indice de Morse le long dun chemin par [Maslovl, je n'ai
évidemment pas la place de citer toute 1a littérature qui i est consacrée, cependant,
pour évoguer le parfum de certaines applications (approximation semi-classique a la
mécanique quantique} je renvoie 3 la trés belle utilisation dans la quantification de
I'énergie (spectre de V'équation de Schridinger) expliqguée par Maslov, Arnold et
[Duistermaat].

Le § 1.1 était écrit dans Vesprit d'larnold;], voici donc Ta définition de la classe de
Maslov quon y trouve : on a une fibration

SU(N)/S0(n) ¢ Un)/otn) —2- g!

ol D est induite par le carré du déterminant dans U(n). On en déduit immédiatement que
H’(ﬁn;Z) = Z, engendré par I'image m du générateur de H'(S';2) par D*.

Arnold a montré aussi, dans V'optique “‘transversalité/singularités’ évoquée plus
haut, gue, pour une immersion lagrangienne générique
f:L—sT*R"
ia classe induite par m est duale au cycle des points singuliers de la projection
L —T*R" — RN

C'est Ta source de généralisations de la définition de m en dimensions plus grandes
que je signalerai au §1.3.

Une autre fagon possible de généraliser la classe de Maslov a été proposée par
[Viterbo]. Ii s’agit de construire une classe analogue pour des immersions lagrangiennes
dans une variété symplectique qui n’est pas forcément un cotangent (il y a des
applications intéressantes). Spoit donc E - X un fibré symplectique quelconque. On
considére le fibré en grassmanniennes A, C AE — X. On cherche s'il existe une classe

fﬁeH‘(AE;Z) dont la restriction & chaque fibre soit m. Remarquons que, si U est un
ouvert triviatisant £ (et AE), alors

- D, el
ﬁEitu{ - Anxq-l,“—‘ S

définit iocalement une extension de m & E. L'application D (=dét?) se définit
globalement, c’est-a-dire “traverse’” les changements de cartes complexes de E,
exactement quand le fibré en droites complexes dét(E)®Z est trivialisable,

c'est—-a—-dire quand 2c‘(E)=0€H2(X;Z) (les choix de trivialisations et de m sont
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parameétrés par H‘(X;Z)). Il est clair aussi que cette condition (2¢)(E)=0) est une, mais
seylement une des obstructions & ce que E soit complexifié d'un fibré vectoriel réel.

Le lecteur aura vu apparaitre dens cetie remarque 1a transgression de la fibration
C
Uin)/0{n} — BO(N) BL, BU(n)

ce qui est une transition avec

1.3. Classes de Borel-Fuks

Quand j'entends parler de cohomologie d'un espace homogéne, j'ouvre mon [Borell,
et plus précisément je considére la fibration

A=uwo — 50 2% By

Yoici donc la cohomologie de A :

Il existe des classes BZkeH4k+‘(A;2) telles que

a) Bo-'-_-m.

b) la transgression de $o est 2cy +1eH4k+2(BU;Z}, ce qui definit B,y & un
élément d'ordre 2 prés.

c) Ta réduction modulo 2 de By, 85t W wop ¢ (W, désigne la i-éme classe
de Stiefel-Whitney).

d) si A est un anneau contenant %, H*(A:A) est Valgébre extérieure sur les
{images des) Boy» aqui sont primitives pour le coproduit naturel {c‘est vrai aussi dans
H*(A:2Z) mod. torsion, d'aprés [Fuks]).

e} H*(B0;2/2) — H*(A:Z/2) est surjective, et son noyau est formé des
carrés.

f) les classes Bg.....Bo sont géja dans H*(Ap,12) et suffisent &
engendrer H*(A5 .1:A).

[Fuks] a décrit 1a cohomologie de L{n)/0(n) & V'aide de classes duales & des cycles
de Schubert, bien reliées aux questions de transversalité et de singularités. Une fagon
plus abstraite de définir des classes caractéristiques en petites dimensions & V'aide de
singularités a été proposée par [Vassiliev] {voir aussi [M.A.]).



2. Réalisation de classes caractéristiques lagrangiennes

2.1. Le probléme

La question qui nous intéresse dans cette partie est la suivante :

Seit ¥ une variété compacte de dimension n. Quelles sont les classes x de H*(V)
qui sont des classes caractéristigues d'immersions lagrangiennes de ¥ dans C" ?

La premiére réponse possible est bien simple et classique : si dim V=1, toules les
classes divibles par 2 sont des classes de Maslov d'immersions lagrangiennes : en

dimension 1 en effet, toutes les courbes sont lagrangiennes et AizP'(R) puisque toutes

les droites sont isotropes ; 1a classe de Maslov n’est autre que le degre de Yapplication
tangente (non—orientée), qui est évidemment pair, et toutes les classes paires sont

atteintes. Une conséquence est que toutes les classes divisibles par 2 dans Hl(T sont
des classes de Maslov.

En dimensions plus grandes que 1, nous allons devoir remplacer notre connaissance
de toutes les immersions lagrangiennes (cas des courbes) par le théoreme de
classification des immersions lagrangiennes de [Gromov] et [Lees].

Note :les méthodes etrésultals de cette partie s'adaptent sans mal au ca3 olila variété symplectique considérée estnimporte
quei cotangent.

Soit fg 1 ¥V — C" une immersion lagrangienne et soit

Py : TVORC— &"
la trivialisation associée. Si f : ¥ — CN est une autre immersion lagrangienne, elle
définit une nouvelle trivialisation P(f) de TVRRC qui différe de P, par une application
“}‘(fo,f) 1 ¥ — U (les fibrés vectoriels complexes de rang n sur les variétés de
dimension n sont déja stables).

Le théoréme de Gromov-—-Lees affirme, entre autres choses, qu'inversement, siy :
¥ — U est une application continue, il existe une immersion lagrangienne { : v — CP
telle que ‘}’(fo,ﬂ soit homotope & .

Identifions maintenant
Iv,ul = k~lEv) -5 KW

oll £ désigne 1a suspension et K 1a K—théorie complexe. Une conséquence du théoréme de
Gromov—Lees et de la définition des classes By st alors :



2.2.1. Théoréme :
Bok(N=Boylfo) = 0™ 2eoy 44 (oY (o, M
ol o est la suspension et Copyy - KIZV) — H4k+2(2‘v';2) la classe de Chern.

Démonstration : Seit a : UxU/0 — U/0 Vopération de U, de telle sorte que, si ¥
désigne les applications de Gauss {stables), on ait :

a ° [Pl DXl = ¥ : ¥ — U/0
alors

Z2.2.2. Lemme :

3" By = 205,81 + 1@ By
ou o; est élément transgressif universel, classe dans H2i+’(u;2) dont 1a transgression
pour a fibration universelle U—EU—BU est ¢y, 4.

donc By = 29(1o, 1™ o + Boylfp)
2.2.3. Lemme : Soit § € [V,U], alors

f* dgk = U_I(E2k+1(0‘ﬂ)
On en déduit immédiatement 2.2.1.0

Démonstration de 2.2.2 : a est le quotient de a multiplication du groupe
b:UXlYy — U
par 1a projection  : U — U/0, les B et les o sont primitifs, et

* —
T By = 2oy
par définition, donc

a* ﬁ2k = ﬂ'* 525(@1 + ‘®£’2k = 20f2k®1 + 1@52‘(..

Démonstration de 2.2.3 : of : Z¥ — Bl est I'adjointe de

f:¥—sl~ QBU
Il est alors classique que le diagramme
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H2K+1p _f* H2Kk+ 1y

7 |
2k+2gyy O ke 2(sy)

{00 T est la transgression) commute.®

Je vais expliguer maintenant sur des exemples pourquoi Z.Z.1 donne lieu & des
calculs explicites @ en toute généralité, il faut déja connaitre les classes Py (fy), et

l'image de Coy 4y Pour calculer toutes les classes By lf). 11 y a au moins une situation
ot 1'on sait qu'il existe une immersion lagrangienne 70 dont les classes caractéristigues
sont nulles, c’est celle ol V est stablement parallélisable.

2.3. Les variétés stablement parallélisables, sphéres et tores

Si ¥ est stablement paraliélisable, soit 190 une trivialisation de TV@RC
complexifiée d'une trivialisation stable de TV. Gréce & Gromov-Lees, on sait gue Yo
correspond & “une” immersion lagrangienne fO dont il est bien clair que ‘application de

Gauss dans U/0 est homotopiquement triviale. Voici la reformuiation de 2.2.1 dans ce
cas :

2.3.1. Corollaire : Si ¥ est stablement parallélisable, les valaurs possibles des classes
B (1) quand f parcourt les immersions lagrangiennes V — €l sont les valeurs de

o7 2e 1) 1 KEV — K viz) B

Ceci donne immédiatement, par intégralité du caractére de Chern :

2.3.2. Corollaire : Soit x e H¥+lg4K+l-zy  poyr qu'il existe une immersion
lagrangienne f : 5%+ 5 gaK+1 teyie que Boylf) = %, il faut et il suffit que x soit
divisible par 2(zk) B

Remarguons que si fy @ yak+l _ g4K+1 ggt yne immersion lagrangienne d'une
variété guelcongue, on peut modifier le P, associé par une application
yak+l _e | gdk+!

—

(o e écrase le 4k—squelette) et qu'on a donc :
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2.3.53. Corollaire : Soit fq : yAk+1 _ g4k+1 yne immersion lagrangienne. Pour tout n

€ 2, il existe une immersion lagrangienne fn YA+ gdk+1 oy que
Boxlfn) = By () +2(2) n B

Revenons aux variéiés stablement parallélisables pour examiner le cas des tores.

2.3.4. Proposition : Soit (%545 une famille d'éléments de H™(T":2) (deg o = 4i+l).

Pour qu'il existe une immersion lagrangienne f : TN — €M telle que Boilf) = %o (i20}, 11
faut et i1 suffit gue x5; soit divisible par 2(2i)!

Démonstration : L'équivalence d'homotopie

S(AXE) ~ 5'v TA v B v Z(AAB)
donne par recurrence

T ~ glv ns? v...vngh v ght!

{od asK désigne le bouguet de a exemplaires de K ot tes coefficients sont les
coefficients binGmiaux).

On déduit immédiatement de 2.2.1 que les classes Poi sont indépendantes et le
calcul de chacune d'elles est trés simple. Ona :
@] K { Sf‘i+2) C2i+1 @ H4i+2 { S4i+2 )
|
H4§+1{Tﬂ}

Si I parcourt les suites strictement croissantes de 4i+1 entiers compris entre 1 et n,
{t,...,t,) désigne la base de H(TN:2) déduite de Vécriture TN=(sHN, et () la base de
HA+1TN2) associée, alors oty est le

générateur de HA+ 2(9;” +2y,

Comme dans 2.3.2, 1'image de c,;,, est formée des

22 2 apolty), apez. B

En particulier, les ciasses de Maslov des immersions lagrangiennes de T" dans €N
sant exactement cefles gue nous avons exhibées dans 2.1 (pour les produits
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d‘immersions de S'), mais il y a évidemment beaucoup plus d“immersions que les
produits, puisque ceux—ci ont des classes Boj nulles pour izl.

Note :la démonstration de 2.3 4 s'adapte facilement atel produit de sphéres queielecteur voudraconsidérer.

3. Réalisation des nombres caractéristiques lagrangiens

La question générale peut étre formulée ainsi :

Etant donnée une classe geHn(A), quelles sont les valeurs possibles du nombre

<¥(N*y,IL]> quand %(1) parcourt les applications de Gauss des immersions lagrangiennes
de variétés compactes de dimension n

f:L—-¢ch?
Pour alléger les notations, nous écrirons ce nombre y(f). Le cas des nompres
caractéristigues modulo 2 est facile : ce sont des nombres de Stisfei-Whitney, iis

dépendent de L mais pas de f, ceux qui sont effectivement obtenus sont déterminés dans
{M.4.,] (seules les conditions wji’:o imposent des restrictions). Nous nous limiterons

donc ici au cas des classes entiéres, et donc aux variéigs L orientees,

Nous connaissons déja la réponse sin = 1 (voir 2.1),

La stratégie que je vais adopter en dimensions plus grandes est la suivante :

1) définir un groupe Ly, de fagon que y définisse un homomorphisme
yily —2
dont l'image soit exactement 'ensemble des valeurs possibles des y(f),

2} caleuler si possible ces groupes et ces hamomorphismes.

Une fois que les mots auront été définis, il sera clair que y(f) est un invariant de la
classe de cobordisme de f, L, sera donc un des groupes de cobordisme lagrangien

d'lArnold,].

3.1. Cobordisme lagrangien

Je renvoie 3 la source, c'est—&—dire & [Arnold;] pour la définition géométrique.

Pour nous, via le théoréme de [Gromovi-[Lees] et les constructions de Thom-Pontrjagun
d'[Eliashbergl, il s’agira essentiellement du bordisme des variétés orientées dont le fibré
tangent complexifié est trivialise.
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Comme je ne vois plus travailler qu'avec des variétés orientées, je medifie les
notations : la grassmannienne A, est maintenant celle des lagrangiens grientés de cn,

c'est-&—dire U{(n)/SO(n). Ceci ne change rien & la cohomologie stable en dimensions >1
(instablement, il y a en plus la classe d’Euler quand n est pair ; en dimension 1, Ta
classe de Maslov est modifiée de fagon évidente : U(n})/SO(n) est le revétement double
non trivial de U(n}/0(n}}.

Soit }‘n le fibré vectorie! tautologique, et M) le spectre de Thom construit sur les
by

ne

3.1.1. Définition : L, est 'anneau gradué 1 (MX).

L, n‘est en fait gu'un sous—anneau de anneau de cobordisme lagrangien, celui des

cobordismes lagrangiens exacts (i.e. on demande que la forme de Liouville X soit
exacte), mais c’est une conséquence du théoréme de Gromov—Lees que Vimage de L,

dans Z est bien 1'ensemble cherché :

3.1.2. Proposition : Soit yeH™A:Z}, y definit un homomorphisme

y:t, — 2
dont I‘image est Vensemble des valeurs des nombres y(f) quand f{ parcourt les
immersions lagrangiennes des variétés compactes orientées de dimension n dans C". B

La question est maintenant de calculer 1'image de y. Les réponses gue je vais
donner sont issues des calculs de [M.A.5] et [M.A.z]. La premiére remargue est un

corollgire de 2.3.2 :

3.1.3. Proposition : L'algébre extérieure L,®Q est engendrée par des immersions

lagrangiennes de sphéres. Siy € H*(A) est non nul dans H*(A;Q), alors il existe une
immersion lagrangienne d'une réunion de produits de sphéres telle que y(f) soit non nul.
|

3.2. Les hambres 32,(

En dimension 5, la réponse est aussi compléte gu’en dimension 1 :

3.2.1. Théoréme : B, : Lg — 2 est un isomorphisme. 11 existe une immersion
lagrangienne SU(3)/S0(3) — €3 dont le nombre B, vaut 1.
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et, plus généralement :

3.2.2. Théoréme : Pour k=1, limage de Bo, : Ly, — 2 est le sous—groupe des
multiples de la partie impaire de (2k)!.

Esquisse de démonstration de 3.2.1 et 3,2.2 ;

a) On monire que Lg=Z par les voies naturelles, c'est—8~dire en considérant

H*(MA: 2/p) en petites dimensions, comme module sur algébre de Steenrod modulo 5.

b) Reste & étudier la variété V=SLU(3)/S0(3) : le complexifié de son fibré tangent
est trivialisable, et son nombre wowz est non nul, donc i1 existe une immersion

lagrangienne f @ ¥ — €7 dont le nombre B, est impair. Grace & 2.3.3, on peut

supposer que ce nombre est 1 ou —{, il n'y a plus qu'd éventuellement changer
Vorientation pour obtenir B>=1. Ceci montre 3.2.1.1

c) L'image de $ contient un nombre impair, c'est—f-dire qu'il existe une variété
aver WopWop 1=1 Qui possede des immersions iagrangiennes : on étudie 1a structure du
module H*(MX\:Z/2) sur 'algébre de Steenrod.

d) Pour montrer 3.2.2, il suffit alors de calculer I'image de

Yoici les étapes
= On montre que L,®ZL = alf(A)e2ll], tout revient donc & calculer
}’image par Fhomomorphisme de Hurewicz

o (AYBZIE — Hyy (M) @21

des éléments qui sont indécomposables sur Q@ (B, est primitive).

* A = U/S0 est facteur direct dans U (loin de 2}. On s'inspire maintenant des
méthodes de [Schwartzl.

* Les indécomposables de wS(U) sont les éléments de Vimage de R, :
n3EEP™t) - S, ol R : (CP™)* — U est V'application de [James].
* [Mosher] a montré que Vimage de Yhomomorphisme de Hurewicz
wCP™) — H, (CP¥:2)
en dimension 4k est formée des multiples de {2K)it4,, ol t,y est le genérateur usuel.
Ceci achéve 1a preuve de 3.2.2.0

(Je renvoie & [M.A.z] pour les détails.)
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3.3. Les produits de classes o,

Le lecteur sagace aura compris, & la lecture de la démonstration précédente, gu'il
y a peu d’espoir d'obtenir des résultats beaucoup plus généraux : la structure d'anneau

de L, “ressemble” beaucoup & celle de wJ{U)... c'est—a—dire est assez compliquée.
S§'il est pratiquement évident que L,®Q est une algebre extérieure, on voit aussi gue
Ly/Torsion n'en est pas une. Je renvoie a [Franjou-Schwartz] pour une étude des

relations dans 73(U)/Torsion, dont la proposition suivante est un corolaire.

Pour tout k=1, choisissons un elément Xg .y de Lgy 41/ Torsion qui soit
indécomposable, c'est-a-dire tel que Boy X 4x 41} soit 1a partie impaire de (ZK)1.

3.3.1. Proposition : Si p =2s+1 est un nombre premier impair, alors

Kgivt-Ra(ee)et ~ xd(i+s)+1'x4}+1
est divisible par p dans L,/Torsion. B

Plutét que d'énoncer un résultat général sur l'image de BoyPoy » qui serait
forcément illisible, déduisons de 3.3.1 les images de BoBy et BoBe.

3.3.2. Corollaire : (i} 1'image de BoB 4 est Z tout entier
(ii) Vimage de B,Bg st formée des multiples de 3.

En effel, (i) BB 4(XcXg)=3 d'aprés 3.2.2 et Xcg¥q est divisible par 3 d'aprés 3.2.1.
(i) BoBgliskiz)=45 d'aprés 3.2.2, et XXz est divisible par 3 et 5 d'aprés
3.3.1.8

3.4. Hiscellanées
Revenons aux variétés stablement paraliélisables :

3.4.1. Proposition: Soit V une variété stablement parallélisable, et soit f:v— CAK+1
une immersion lagrangienne. Alors B, (f) est divisible par 2(2k)!.

C'est une conséquence de la démonstration de 3.2.2. : on considére maintenant 'image
de

ol — .0
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D'autre part, SU(2k+1)/S0(2k+1) posséde des immersions lagrangiennes et sa
dimension est le degré de B,...B5, : ce n'est pas un hasard : SU(2k+1)/S0(2k+1) est

une sous-variété de codimension 1 de A, ., duale 8 B...85 . On en déduit
facilement :

3.4.2. Proposition : Il existe une immersion lagrangienne
f 2 SU(2k+1)/50(2k+1) — €30 hoc
telle que By... B (N=(2Z+2k+1)...(22K+2k+1). W
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