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La premiere classe ceractsrtsttque lagrangienne a ete mventee par lrtestovl pour sa
theorie des solutions esqmptotlques d'equetions eux denvees partielles. C'est Arnold Qui
a explique pourquot cet "mdtce de rtastov" est une ciasse ceracteristtque au sens
clessique du terme : elle provient d'un espece ctesstnent.

Cette classe, et ses generalisations possibles, ont susctte une abondante
ntterature, principalement du faU de geometres, done beaucoup de descriptions 6 la
Chern-Weil ou 6 la Chern-Simons.

Dans une premiere partie, je vais essayer de faire le point sur le Question, dans
l'esprtt (et le lettre) Je ne pretends 16 6 eucune originallte, ni 6 une

qualccnque exhaustivtte des references.

Dans le dauxtema partie, je montrerai comment on peut thaortqusmant calculsr les
classes de cohomologie d'una vari8te V qui sont des classes cerectensttques pour les
immersions lagrangiennes de V, et je finirai Ie calcul si Vest une sphere ou un tore.

Dans la trmsieme partie, j'expliquerai queIs "nomores ceractsrtsttquss"
d'immersions lagrangiennes on peut effectivement raahssr.

O. Definitions et .-appels

Le cadre est celui de la geometrie symplectiQue. Pour faire Ie point sur les
diverses classes en circulation, je vais devoir me placer dans des situations plus
generales que celle que j'etudierai dans la partie Z. Voici done quelques definitions.
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0.1.

On eppelle

Espace vectoriel J2.Y!!ltllectigue un espace vectortel reel muni d'une forme bilmealre
alternee non-degeneree. Le seul invariant du type d'tsomorphisme d'un tel espece est Sa
dimension, Qui est paire.

Le modele Ie plus agreable autiliser dans notre contexte est le R-espace vectorial
cn, avec la forme w definie par

<.V(X,V) = Im(X,v>

(partie imaginaire de la forme hermitienne standard).

Fibre vectoriel J2.ymtllectigue un fibre vectorial E X, dont cheque fibre Ex est

munie d'une forme Wx Qui en fait un espaca vectortel symplectiQue, la correspondance

x H oJx stant COO (Ia base Xsera toujours une variete).

Variete J2.y!!lt!lectigue une variate Vmunte d'une Z- forme differentielle W Qui jesse
de TV-tV un fibre symplectiQue (c'est-il-dire, st dim V=Zn, Que wn est une forme
volume). Pour des raisons Qui nous concernent assez pau tct, on demande en plus Que w
sort fermee (dw=O).

L'axempls jondamentet est celui ou Vest Ie fibre cotangent d'una variete X

V= T*X ---+ X,

il Ya elors una t-jorme A (pour "Liouville") sur V, Qui dans des ccordonnees locales (Xi

sur X, les coordonnees cotangentes) s'ecnt :

A = L

et W= -dA est une forme sgmplecttque sur V.
Si X=Rn, l'identificaUon

T*Rn ---+cn

(x,S) H x+iS

identifie aussi OJ=-dA et oJ=Im<,> : c'sst ta forme L dXiAdSi'

o.Z. Lagrgngien

un sous-esnace reel L de Cn est dit ]Qgrangien s'n est totalement isotrope
(oJ IL=0) maximal (dim L=n). Si .i designe t'ortnoqonante pour te prcdutt scataire
euclidien X.V=Re(X,V>, n est clair Que

0.2.1. Lest lagrcmgien si et seulement si L = (iL).!.
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un snus-fibre L .... X d'un fibre symplectique est un sous-fibre lagnmgien
si toutes les fibres Lx C Ex sont lagrangiennes.

une immersion f : L - Vdans une variate symplectique est dite .!2grangienne si TL
est un sous-jmre lagrangien de (TV, c'est -a-dire si (0)=0 et dim L=! dim V. Par
exemete, les fibres et ra section nulle ou fibre cotangent T*X sont lagrangiennes.

1. nastev, Arnold, Dorel, ruks, et les autres ...

1.1.1. Le groupe Sp(2n,IR) des rscmornmsmes lR- uneeires de Cn qui oressrvent la forme
0) se retracts sur son sous-groupe U(n) (c'est sa composante compacter, En
perucuuer, si E .... Xest un fibre vectoriel sumotecnuus, il extsts "une" structure de
fibre vectoriel hermitien sur E, dont 0) est te partie imaginaire (iJ y en a baauccup, mats
elles sont toutes nomotopes). Une telle structure sera toujours sous-entendue dans la
suite.

1.1.2. 5i Econttent un sous -jmre laqrenqten, on a un tsomorpntsme

L®JRC ----I' E

d'apres 0.2.1. On vott ainsi que, s'il existe beeucoup de fibres vectoriels symplectiques
(tous les fibres vectoriels hermitiens), il y en a essez peu parmi eux qui posssdent des
sous- fibres lagrangiens !

1.1.3. Toujours c'epres 0.2.1, le groupe U(n) opere transit ivement sur te
grassmannienne An des lagrangiens de Cn avec sous-groupe d'tsctropte O(n); toute base

orthonormee d'un lagrangien est une C-base de en et reciproquement. La
grassmannienne An U(n)/O{n), avec son fibre vectoriel tautologique, est l'espace

classtjiant pour les fibres vectoriels reels de rang n dont Ie complexifie est tnvialtse,

1.1.4. Dans An' Ie sous-espace des lagrangiens transverses 8 un lagrangien fixe L

s'tdenttjie a l'espece vectoriel des endomorphismes sqmetrtques de L ; la
correspondance est

("':P : L""L) ..... (qrapne de "':Poi: iL=L1. .... L)

En perttcuuer, cet espace est contractile.
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1.1.5. Si LO et L, sont deux scua-jiores lagrangiens d'un fibre symplectiQue E - X de

rang 2n, tls definissent une \\difference" :

d(LO,L,) : X---+ 11m (m essez grand)

dont voici deux descriptions :

a) LO®JtC == E == L1®JtC, done LO-L, est classifie dans UfO, et, plus

geometriQuement :

b) Soit MO un fibre vectoriel reel tel Que LoEBMO soit trivial de rang m, alors

L1EBMO est un sous-fibre lagrangien du fibre sqmplscttqus trivial EEB(MO®C). Pour

cheque x de X, ta fibre en x de ce sous-tere differe de JRm=(LoEBMo)x par un element

de U(m), bien detini modulo O(m) ; on obtient ainsi une application

d(LO,L1) : x-11m,

Cette application permet de rappelsr en arrtere les elements de H*(l1m} pour

definir des classes caracteristigues J.Qgrgngiennes Qui, d'apres 1.1.4, sont des
obstructions a la trensversente des deux sous- fibres Lo et L1, en parncuuer des

obstructions 8 le transversahte de deux jeuittetaqes lagrangiens d'une variete
symplectiQue, ce Qui expltque qu'elles interessent les geometres : je renvote a [Morvan],
lrtorven-Ntqltol, lvetsmanl, entre autres, pour des descriptions de classes de
cohomologie de de Rham ainsi obtenues.

1.1.6. Un autre cas particulier important est celut fourni par une immersion lagrangienne

f : L T*X, ou l'nn dispose

a) d'un fibre sqmplectlque f*(T(T*X» ---+ L

b) de deux sous-jiores lagrangiens :

Ie fibre tangent aux fibres de T*X ---+X, rappele sur L

le fibre tangent TL.

La construction de 1.1.5 fournit dans ce cas des classes cerectertsttquas pour

l'immersion f. relteas a la trensverseuts de faux fibres de T*X - X. done eux

singularites de la projection L - r*x - X.

Les classes caractsrtsttquas lagrangiennes provenant, par definition, de la
cohomologie de U(m)fO(m), it nous reste il cslculer cette cerntsra. Ccmmencons par le
dimension 1, acause de l'importance de la classs de rtaslov.
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1.2. Classe de Maslov

Elle est definie comme indice de Morse Ie long d'un chemin par Irteslovl, je n'ai
evidemment pas la place de citer toute la ltttereture Qui lui est consacree, cependent,
pour evoquer te pertum de certaines applications (approximation semi-ctessique 6 la
mecenique quenuoue) je renvoie 6 la tres bene utilisation dans la Quantification de
l'energie (spectre de l'eQuation de SchrOdinger) expliquee par Maslov, Arnold et
loutstermeetl.

Le § 1.1 etait ecnt dans l'esprit d'[Arnoldl], voici done la detinition de te classe de

Maslov quion y trouve : on a une fibration

SU(n)!SO{n) c U{n)!O(n) LSi

oil Dest induite par Ie cerrs du cteterminant dans utn). On en dMuit immMiatement Que
HI{An;Z) Z, engendre par J'image m du gemkateur de HI(SI;Z) par D*.

Arnold a montre eussi, dans l'OPtiQue "transversaltte/slnqularttss" evoQuee plus
naut, Que, pour une immersion lagrangienne generlQue

j : L__T*R.n

la classe induite par m est ouale au cycle des points singuliers de la projection
L __T*lRn __ IRn

C'est la source de generalisations de la definition de m en dimensions plus grandes
Que je signalerai au §1.3.

Une autre falt0n possible de generaliser le ciasse de Maslov a ete proposaa par
lvttsrnol. II s'agit de construire une classs analogue pour des immersions lagrangiennes
dans une varieta symplectiQue Qui n'est pas jorcement un cotangent (il y a des
applications interessantes). Soil donc E .... Xun fibre symplectique quelconqua. On
constders Ie fibre en grassmanniennes An c AE .... X. On cherche s'11 existe une ciasse

m HI{AE;Z) dont Ia restriction 6 chaque fibre soit m. RemarQuons Que, si 'U, est un
ouvert trivteltsent E (et AE), alors

AEI'U, = Anx'U,L SI

definit localement une extension de milE. t.'appttcenon D (=det2) se definit
globalement, c'est-il-dire "traverse" les changements de cartes complexes de E,
exactement quend Ie fibre en droites complexes det(E)@2 est trtvtaliseble,
c'est-il-dire quand 2CI(E)=O HZ(X;Z) (les chotx de tnvtansettons et de m sont
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parametres par H1(X:Z». II est clair ausst Que cette condition (zcl(E)=O) est une, mats

seulement une des obstructions ace Que Esoit complexifie d'un fibre vectortel reel.

Le lecteur aura vu epperaitre dans cette remarque la transgression de la fibration
@(;

U(n)!O(n) -- BO(n) --l> BU(n)

cs Qui est une transition avec

1.3. Classes de Borel-Fuks

Quand j'antenos parler de cohomologie d'un espace nomaqana, j'ouvra mon [Borell,
et plus prectsemant je constdara la fibration

1\ =UfO -- an eu

votct done le cohomologie de 1\ :

Il axtsts des classes $Zk EH4k+I(1\; Z) telies que

a) $O=m.

b) la transgression de $Zk est ZCZk+ IEH4k+ Z(ElU;Z). ce qui definit $Zk a un

element d'ordre Z pres.
e) la reduction modulo Z de $Zk est WZkW2k+I (wi designe la i - eme classe

de Stiefel-Whitney).
d) si A est un anneau contenant H*(1\;A) est l'algebre exterisure sur les

(images des) $Zk' qui sont primitives pour Ie coproduit naturel (c'sst vrat aussi dans

H*(A;Z) mod. torsion. d'apres [FuksJ).

e) H*(BO;Z!Z) --+ H*(A;Z!Z) est surjective. et son noyau est forme des
carres,

f} les classes $O•••• '$Zk sont deja dans H*(1\Zk+I:Z) et sujjtsent a
engendrerH*(Azk+I:A).

[Fuks] a decrit te cohomologie de U{n)!O(n) e l'aide de classes duales e des cycles
de Schubert, bien reliees aux Questions de transversaltte et de sinqulerttes. Une
plus abstraite de definir des classes cerectensnques en petites dimensions e l'aide de
sinqulerttes a ete proposee par Ivessntevl (voir aussi (M.A.I]).
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2. Realisation de classes caraetertstfques lagrangiennes

2.1. Le probleme

La Question Qui nous interesse dans cette partie est le sulvente :

Soit V une variete compacts de dimension n. Quelles sont les classes x de H*(V)
qui sont des classes ceractensucues o'immerstons lagrangiennes de Vdans en ?

La premiere reponse possible est bien simple et classtque : st dim V=I, toutes ies
classes divibles par Z sont des classes de nasjov d'lmmsrstons lagrangiennes : en
dimension 1en effet, toutes les courbes sont lagrangiennes et .i\(;,;;p1CR) puisque toutes

les urottss sont tsotropes ; te ciesse de Masloy n'est autre Que Ie degre de l'apPJication
tangente (non-onentes), Qui est eYidemment pair, et toutes les classes neires sont
atteintes. Une consequence est que toutes les classes rnvtstnlas par 2 dans H1(Tn) sont
des classes de rtaslov.

En dimensions plus grandes que I, nnus allons devoir remplacer notre connatssance
de toutes les immersions lagrangiennes (cas des coumss) par Ie thenreme de
classification des immersions lagrangiennes de [Gromov) et [Lees).

Note:lesmethodes etresuillts decette pertle s"adaptent S8I'lSmet au cas ouIavarietesymplectique consideree estn"lIllpoIte
que! cotangent

2.2. Ce dit }g theoreme de Gromov - Lees

Soit fo : V en une immersion lagrangienne et soit

: en

le trivialisation esscctee, 5i f: V en est une autre immersion lagrangienne, elle
detinit une nouvelle trivialisation de TV®RC qui differe de par une application

: V U (las fibres vectoriels complexes de rang n sur les varietes de

dimension n sont deja stables).

Le tneoreme de sromov-Lees affirme, entre autres cnoses, qu'mversement, si :
V Uest una application continue, il existe une immersion lagrangienne f : V Cn
telle que sort homotope il

Identifions maintenant

[V,U) = K-1(LV) .a; K(V)

ou L designe la suspension et Kla K-theorie complexe. Une consequence du tMoreme de
Gromov-Lees et de la dElfinition des classes :BZI< est alors :
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2.2.1. Theoreme :

:B2k(f)- :BZk{fO) ef- 112CZk+I(O"'¥{fo,f»l

ou o est la suspension et cZk+1 : -l' H4k+ la Clesse de Chern.

Demonstration : Soit a : UXU!O -l' UfO l'operatton de U, de te11e sorte Que, si 0­
designe les eppltcetions de Gauss (stables), on ait :

alors

2.Z.Z. Lemme:

all' J3.2k = ZO:Zk@1 + l@J3.Zk

ou <X j est l/element transgressif universal, classs dans HZi+ dont la transgression

pour la fibration universe lie U-l' EU -l' ElU est c2i+l'

2.2.3. Lemme: Soit f IV,UI, alors

flo' <XZk = ef-1(cZk+l(eff»

On en dedult immedietement 2.2.1..

Demonstration de 2.Z.2 : a est Ie Quotient de le multiplication du groupe

b: UXU U

par la projection rr : U -+ u/u, tes t et las 0: sont pnmtttts, et

par definition, done

Demonstration de 2.2.3 : eff : BU est I/adjointe de

f : V -----t U "" SCBU

II est alors classiqua Que Ie diagramme
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tl l(j
H2k+ 2(BU) H2k+ 2(L:V)

(ou r est 1a transgression) commute••

Je vats expuouer maintenant sur des axemples pourquot Z. Z.1 donne lieu a des
calculs axpltcttss : en toute generalite, i1 faut deja connaitrs les classes Jl:2k(f0)' et

I'image de cZk+l pour celculer toutes les classes :l>2k{f). 11 Y a au mains une situation

au l'on sait Qu'iJ existe une immersion lagrangienne fO dont les classes caractertstiuuss

sont nulles, c'est csue 01.1 Vest stablement parallelisable.

2.3. Les YarietE'is stablement QarallE'ilisables, -S.QMres et tores

51 Vest stablement parallelisable, sott "'PO une trtvtattsanon de TV@1RC

complexjfiee d'une tnvteusenon stable de TV. Grace a aromov-Lees, on sait Que ':PO

correspond a "une" immersion lagrangienne fo dont iJ est bien clair Que l'eppltcetion de

Gauss dans UfO est homotopiquement triviale. Voici la reformulation de 2.2.1 dans ce
cas:

2.3.1. Corollaire : 5i Vest stablement parallettsanle, les valeurs possibles des classes
Jl:Zk{f) quend f parcourt las immersions lagrangiennes V Cn sont les valeurs de

(j-l(2C2k+l): K(L:V)_H4k+ 1(V;Z).

Ceci donne immedtetement, par integralite du cerectere de Chern :

Z.3.Z. Corollglre : son x E H4k+ 1(S4k+l;Z). Pour ou'n extste une immersion

lagrangienne f : S4k+1 c4k+1 te lle que Jl:Zk{f) = x, i1 jeut et il suffit que x soit

divisible par Z(Zk)! •

Remarquons que si fo : V4k+ 1 est une immersion lagrangienne d'une

varhHe on peut modifier le ':Po assocte par une application

V4k+ t 54k+ 1 -U

(ou e acresa le 4k-squelette) et qu'on a done:
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Z.3. 3. CorolIaire : Soit I0 : V4k+1 -t C4k+1 une immersion lagrangienne. Pour tout n

E Z, iJ existe une immersion laqrenqienne fn : V4k+ 1 -tC4k+l teBe Que

J3zk(fn) = J3Zk(fO) +Z(Zk)! n •

Revenons eux variates stemement oereueusemes pour examiner Ie cas des tores.

2.3.4. Prop-osition: Soit (xZi)il::O une famille d/elements de H*(Tn;Z) (deg xZi = 4i+1).

Pour Qu/j] existe une immersion lagrangienne f : Tn -t Cn te11e Que J3Zi(f) = xZi (il::O), il

raut et il sutjtt que x2i sott divisible par Z(Zj)!

Demonstration: L'equivelence d'homotopte

[(AX6) ""' s'v [A V [6 v [(AAB)

donne par recurrence

(ou aSk designe Ie bouquet de a exemplaires de Sk et les coefficients sont las
coefficients binomiaux).

On deduit immedlatement de Z.2.1 Que les classes J3Zi sont mdependentes et le

calcut de chacuna d'allas est trss simple. On a :

Si 1 percourt les suites strictement croissantes de 4i+1 entiers cornprts entre 1 et n,

(t1, ... ,tn) designe 10 base de H1(Tn;Z) dedutte de l'scrtture Tn=(SI)n, et (t1) la base de

H4i+ l(Tn;Z) essocies, ators O't1 est te

generateur de H4i+Z(S4i+Z).
I

Comme dans 2.3.2, l/image de cZi+ 1 est formee des

En perttcuner, tes classes de nestov des immersions lagrangiennes de Tn dans Cn
sont exactement ceues que nous avons exhioees dans Z.1 (pour las orooutts
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d'imrnerstons de SI), mats il y a evtdernment beeucoup plus d'lmmersinns Que les
produits, putsque ceux-ci ont des classes :l32i nulles pour tz l,

Note: Iademonstllllion de2.34s'adapte tacilemenl aIel produit despheres que Ie lecleurvoudraconsiderer.

3. Realisation des nombres caractartsttquas Jagrangjens

La question generale peut etre formulee ainsi :

Etant donnee une clesse y rfl(li) , quelles sent les veleurs possibles du nornbre
<oW*y,[L]) quanu oW percourt les applications de Gauss des immersions lagrangiennes
de vertetss compectes de dimension n

j : L Cn ?

Pour alleger les notations, nous ecnrons ce nomnre y(f). Le cas des nomnres
cerectertsunues modulo Z est facile : ce sent des nomores de Stiefel-Whitney, us
dependent de L mats pas de f, ceux Qui sont effect ivement outenus sont determines dans
IM.A.zl (seules les conditions W?=O imposent des restrictions). Nous nous limiterons

done ici au cas des classes enusres, et done eux varietes L onentees.

Nous connatssons deja la rsponse st n =1 (voir Z.1).

La stratsqie Que je vats adopter en dimenstons plus qrendes est te sutvante :

1) definir un groupe Ln de jacon Que y definisse un nomomorphtsms

y : Ln ----- :l

dont l/image sort exactement l'ensamnla des valaurs possibles des y(f),

Z) calculsr st possible cas groupes et cas homomorphismes.

Une jots Que les mots auront ete definis, il sera clair Que yW est un invariant de la
classa de conorutsme de 1, Ln sera done un des groupes de cebormsma lagrangian

d/IArnoldZl.

3.1. Cobordisme }&grangien

Je ranvoia 8 la source, c/est-a-dire a lArnoldzl pour la definition geomBtrique.

Pour nous, via Ie tneoreme de IGromovl-ILeesl et les constructions de Thom-Pontrjagyn
d'IEliashbergJ, 11 s'agira essentiellement du norctsme des vartetss ortentees dont Ie fibre
tangent complexifje est trivialise.
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Comme je ne vets plus trevetner qu'evec des verietes orientees, je modifie les
notations: la grassmannienne An est meintenent celie des lagrangiens orientes de en,

c'est-a-dire U(n)!SO(n). Ceci ne change rien a 10 cohomologie stable en dimensions >1
(instablement, il y a en plus la classa d'Euler quand n est pair; en dimension 1, la
classs de Maslov est modifiee de evidente : U(n)!SO(n) est ls revetement double
non trivial de U(n)/O(n».

Soit An Ie fibre vectoriel teutoloqique, et MA ls spectre de Thom construit sur les

L* n'est en fait qu'un snus -ennaau de l'annsau de cobordisme lagrangien, calui des

cobordismes lagrangiens exacts (i.a. on demande Que la forme de Liouville A snit
exacts), mats c'est une consequence du theorsme de Gromov-Lees Que l'imeqe de L*

dans Z est bien l'ensernble cherche :

3.1.2. Eal.p-osition : Soit YEHn(A;Z), y definit un homomorphisme

y: Ln - Z

dont l'image est l'ensemble des veleurs des nombres y(f) quend f parcourt les
immersions lagrangiennes des varietes compectes orientees de dimension n dans en .•

La Question est meintenent de celculer l'imeqe de y. Les reponses Que je vets
donner sont issues des celculs de [M.A.2l et [M.A.3J. La premiere remerque est un

corollaire de· 2.3.2 :

3.1.3. Proposition: L'algebre extsrteura L*@(l est engendree par des immersions

lagrangiennes de spheres. Si y H*(A) est non nul dans H*(A;(l), alors il exists une
immersion lagrangienne f d'une reunion de produits de spheres tene Que y(f) soit non nul•

•
3.2. Les nombres

En dimension 5, le reponse est eusst complete qu'en dimension 1 :

3.2.1. TMoreme : : LS --> Z est un isomorphisme. 11 extste une immersion

lagrangienne SU(3)!SO(3) -'" C5 dont Ie nombre vaut 1.
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et, plus generalement :

3.2.2. Tneoreme : Pour kz t, l'image de :eZk L4k+ 1 -t est le sous-groupe des

multiples de le partie impaire de (Zk)!.

Esguisse de demonstration de 3.2.1 et 3.Z.2 :

a) On montre Que par les voiss naturelles, c'est-a-dire en consiosrent

H*(MA.; en petites dimensions, comme module sur l/algebre de Steenrod modulo p.

b) Reste a etudier le variete V=SU(3)!S0(3) : le eomplexi!iB de son fibre tangent
est trlvialisebla, et son nombre wZw3 est non nul, done il existe una immersion

lagrangienne f : V -+ c5 dont le nombre $2 est impair. Grace a 2.3.3, on peut

supposer Que ce nombre est 1 ou -1, il n/y a plus qu'e eventuellemsnt changer
l'onentenon pour obtenir :62=1. Ceci montre 3.2.1 ••

c) L/image de :eZk contient un nombre impair, c/est-a-dire qu'tl existe uns variete

avec w2kw2k+1=1Qui possede des immersions iagrangiennes : on etudie la structure nu

module sur l/algebre de Steenrod.

d) Pour montrer 3.2.Z, 11 surttt etors de catcuter l'image de

:62k :

Voici les Mapes

* On montre Que tout revtent cone a ceicuter
l'image par l'homomorpntsme de Hurewicz

-

des elements Qui sont indecomposables sur () (:62k est primitive).

* n =U/SO est jecteur direct dans U (loin de 2). On s'mspire mamtenent des
methodes de (Schwartz).

* Les muecomposemes de rr;(U) sont les elements de l/image de R* :

rr;(I<Cpoo)+) -+ rr;(U), ou R : I(Cpoo)+ -t U est l/application de [James).

* (Mosher) a montre Que l'image de t'homomorphtsme de Hurewicz

rr;(cpOO
) -t H*

en dimension 4k est formee des multiples de (2k)!t4k, ou t 4k est le generateur usual.

Ceci echeve te preuve de 3.2.2••

(Je renvoie a [M.A.3] pour les details.)
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3.3. Les produits de classes o6Zk

Le lecteur saqaca aura comprts, il te lecture de ta demonstration nracscanta, qu'tl
y a psu d'aspmr d'ubtsnir des rssultats beaucoup plus generaux : ta structure n'enneau

de L* "rsssemble" beaucoup 8 calla de ... c'est-a-dire est asssz comptiquea.

sin est prattquement evident Que L*®Q est une algebre sxterteura, on voit ausst Que

L*/Torsion n'en est pas une. Je renvoie (, IFranjou-Schwartzl pour une etude des

relations dans rr;(U)/Torsion, dont 10 proposition suivants est un corollaire.

Pour tout 1, choistssons un element X4k+1 de L4k+1/Torsion Qui soit

indecomposable, c'est-a-mre tel Que o62k(X4k+l) sott la partie impaire de (Zk)!.

3.3.1. Proposition: Si p = 2s+1 est un nombre premier impair, alors

est divisible par p dans L*/Torsion.•

Plutot Que d'enoncer un resultet general sur l'image de o6Zk:/)ZI ' Qui sarait

jorcement illisible, dedutsons de 3.3.1 les images de :/)2:/)4 et :/)2:/)6'

3.3.2. Corollaire : (i) l'lmeqe de :/)2064 est :i: tout entier

(ij) l'image de :/)2:/)6 est formee des multiples de 3.

En eftet, (i) o62J)4()(S)(9)=3 c'epres 3. Z.Z et )(5)(9 est divisible par 3 d'apres 3.Z.1.

(ii) J)z:B6(XS)(13)= 4S d'epres 3.2.2, et )(5)(13 est divisible par 3 et S d'apres

3.3.1..

3.4. Miscellanees

Revenons eux varietes stablement paralJeJisables :

3.4.1. Proposition:Soit V une variete stablement paralleltsable, et soit f:V-+ C4k+1
une immersion lagrangienne. Alors :B2k(f) est divisible par 2(2k)!.

C'est une consequence de la demonstration de 3.2.2. : on consicere mamtenent l'image
de
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O'autre part, SU(Zk+1)/SO(Zk+1) possede des immersions lagrangiennes et sa
t1imension est 1e degre de $2 ••• $Zk : ce n'est pas un haserd : SU(Zk+1)!SO(Zk+1) est

une sous-lJarhHe de cornmansten 1 de AZk+1' dueIe il $2' .. :eZk' On en deduit

jectlement :

3.4.Z. Prop-osition: Il extste une immersion lagrangienne

f : SU(Zk +1)/5O(Zk+1)---t Cad hoc

telle que :e2...$Zk(f)=(ZZ+2k+O... (ZZk+2k+1).•
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