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QUELQUES CALCULS
EN COBORDISME LAGRANGIEN

par Michéle AUDIN

Les groupes de cobordisme lagrangien ont été définis
géométriquement par V.I. Arnold [2] dans un cadre assez général.
Nous ne considérerons ici que des immersions de variétés dans
I’espace numérique C".

La métrique euclidienne canonique de R" permet d’identifier
C" au fibré cotangent T  R" , on le munit ainsi de la structure
symplectique naturelle définie par la 2-forme exacte w = —d\,
ou A est la forme de Liouville de T R” . Une immersion i d’une
variété de dimension n dans C” sera dite lagrangienne exacte si
la forme i® A est exacte.

Les cobordismes ont lieu dans C"*! et sont supposés définis
par des immersions lagrangiennes exactes.

Nous appellerons L, le groupe de cobordisme orienté, et
StL, le groupe de cobordisme non orienté des immersions
lagrangiennes exactes de variétés fermées de dimension n
dans C" .

Les hypothéses d’exactitude permettent de relever les
immersions (de fagon essentiellement unique) dans la variété de
contact J'(R",R)=C"x R en sousvariétés “legendriennes”.
Les groupes que nous considérons sont donc, dans la terminologie
de [2] les groupes de cobordisme “legendrien cylindrique” dans
JL(R",R).

V.I. Amold a montré que L, =2Z, &L, =0, en exhibant
une immersion explicite de S' dans C, qui engendre L,, et
qui est le bord d’une trés jolie immersion lagrangienne exacte

Mots-clés : Cobordisme — Immersions lagrangiennes — Singularités.
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de la bande de Mobius dans pz. Les calculs que nous présentons
ici sont des calculs de topologie algébrique, et peuvent donc
sembler plus arides (le probléme est qu’on ne connait pas beaucoup
d’exemples). En particulier, nous montrons que certains groupes
sont engendrés par des immersions lagrangiennes exactes de
sphéres (c’est le cas pour L, = Z/3), mais nous ne savons pas
écrire d’autre immersion de S" dans C"(n > 1) que celle dite
“de Whitney” dont il est facile de voir qu’elle est 0 dans L, .

La traduction du probléme ‘“‘géométrique” d’Arnold en termes
de topologie algébrique est rendue possible par le théoréme de
Gromov-Lees :

Etant donné une variété V, nous appelerons U-parallélisation
de V Ila donnée d’une trivialisation complexe du fibré vectoriel
TV ®g C. 1l est facile de voir que l'application tangente a une
immersion lagrangienne définit une U-parallélisation de la variété
immergée.

Appelons homotopie f-réguliére entre deux immersions
lagrangiennes exactes F,,F,: V —> C” la donnée d’une application
différentiable F:V x[0,1] —> C*, qui est une immersion
lagrangienne exacte de V x {f} pour tout ¢, et telle que
F(,00)=F,,F(,1)=F,. On définit a Paide de cette notion
une relation d’équivalence entre les immersions lagrangiennes
exactesde V dans C" .

0.1. TueoreME ([12], [13]). — L'application, qui, a une
immersion lagrangienne exacte de NV dans C", associe la
U-parallélisation de V définie par son application tangente,
induit une bijection de I'ensemble des classes d’homotopie
Q-réguliéres d’immersions lagrangiennes exactes V —> C" dans
l’ensemble des classes d’homotopie des U-parallélisations de V.

Remarquons qu’a cause des hypotheéses d’exactitude, une
homotopie K-réguliere entre F, et F, induit un cobordisme
de F, a F,; de plus, les fibrés vectoriels complexes de rang n
sur les variétés de dimension n sont stables. La notion de
cobordisme considérée est donc le cobordisme des variétés
U-parallélisées. On déduit alors facilement lexpression de L_ et
ICL, en termes classiques de groupes d’homotopie de ‘‘spectres
de Thom™ :
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Appelons A, (resp. K,,) la grassmannienne des sous-espaces
lagrangiens (totalement isotropes maximaux) de C" (resp. orientés)
et A, le fibré vectoriel (réel de rang n) tautologique sur A, . Soit
W:X,, —> A, le revétement double. On appelle MA, [Iespace de
Thom de A,, et MA le spectre de Thom associé.

N De méme, soient MX,, I’espace de Thom du fibré =° A, sur
A, et M) le spectre de Thom associé.

0.2. THeEOREME (Eliashberg [9]). —
RNL, =7, (MN); L, = m,(MN).

Il se trouve que m MA a déja été calculé depuis longtemps
par L. Smith et R. Stong [17], hors de tout contexte “lagrangien”.

Dans ce travail, nous rappelons le calcul de SUL, et nous
calculons I'image de .9’(L_ dans le cobordisme non-orienté ¢, de
Thom. Ces résultats montrent peut-€tre que la théorie ML,
n'est pas trés intéressante (elle s’injecte dans 9T ), mais sont
assez surprenants: il y a beaucoup de classes de cobordisme
non-orienté qui contiennent des variétés possédant des immersions
lagrangiennes (*). Nous donnons ensuite des résultats sur L :
Comme le calcul de UL, est assez facile, on essaie de relier L, et
ICL, par une “suite exacte de Rokhlin”. Une telle suite exacte ne
peut exister, puisqu'on sait que L, =2Z, L, =0. Nous
introduisons donc wune nouvelle théorie de cobordisme: le
cobordisme des variétés SU-parallélisées. Les nouveaux groupes
SL, ont une suite exacte de Rokhlin les reliant 8 3L, ; et L,
s'obtient trés facilement a partir de SL_ (partie 3). Nous
étudions ensuite la partie 2-primaire de L, dont nous mon-
trons en particulier qu’elle est détectée par les nombres
caractéristiques ad hoc. Les résultats obtenus, méme partiels,
permettent de calculer I'image de L, dans J(L_, et I'image de L,
dans le cobordisme orienté Qfo Dans la partie suivante (5), nous
verrons que la “partie impaire” de L, est bien différente: plus
question ici de nombres caractéristiques. En particulier, L,
contient deux exemplaires de la partie impaire des groupes d’homo-
topie des sphéres.

(*) Rappelons que toute variété qui posséde une immersion lagrangienne
posséde une immersion lagrangienne exacte: c’est une conséquence de Gromov-
Lees (mais il y a des arguments plus faciles .. . .).
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Dans les trois derniéres parties (6, 7 et 8), nous donnons des
exemples et applications. Nous calculons d’abord les sous-groupes
de L, formés des classes de cobordisme représentées par des
immersions lagrangiennes de sphéres. Nous verrons que ces derniéres
suffisent 4 engendrer rationnellement L_ . Nous donnons. ensuite
les valeurs des groupes L, pour n <10, avec leurs générateurs
(sauf dans le cas de L,), exhibant, enfin, une variété (de dimension 5),
qui n’est pas stablement parallélisable, mais qui est U-parallélisable
et dont une des U-parallélisations engendre le groupe infini cyclique
Ls. Nous finissons par des applications 4 la théorie énumérative
“des singularités lagrangiennes, répondant, au moins théoriquement,
3 une question posée par V.I. Arnold, qui a été le point de départ
de ’ensemble de ce travail.

Les conversations que j’ai pu avoir avec Lionel Schwartz et
Francois Latour m’ont été particuliérement utiles. F. Latour m’a
(entre autres choses) signalé que le calcul de = MM était da a
Smith et Stong, et surtout fourni la démonstration de 6.4 pour
remplacer un arguement faux.

Certains des résultats des parties 6, 7 et 8 ont été annoncés
(avec quelques erreurs) dans [4].

1. Rappels sur la cohomologie de A, et X,, .

On a A, =U@®/Om,A, =U@)/SO(m), on appelle
A=TU/O;A=U/SO. La cohomologiec de ces espaces est bien
connue, elle a été particuliérement étudiée par Borel [6] et
Fuks [10]. Voici les résultats et notations que nous utiliserons
dans la suite.

j p
On considére les fibrations: A — BO — BU
A -4 Bso-% BU
et le revétement m: A — A .

1.1. 11 existe une classe B,; € H**! (A;Z), transgressive, dont
la transgression est 2c, 4, € H*%*2(BU;2).

Pour k=1, nous appellerons encore f, la classe
' By ;5 si k=0, remarquons que p' ¢, =0 dans H?(BSO;2)
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et appelons B, € H! (X;Z) la classe dont la transgression est c,
(ce n’est pas =" B,) (il n’y aura pas de confusion due a4 ces
notations). Traditionnellement, les classes B, considérées dans
H'(A;Z), H'(A;Z) sont appelées “classe de Maslov”.

1
2 >
Q ou Z/p, p premier impair). Appelons encore B,, € H¥*1(A;A)
(resp. H¥*'(A;A)) la classe déduite de B,, par 'homomorphisme

1
ez f —a

|
Soit A un anneau contenant 5 (nous utiliserons A =2 [ }

1.2. H*(A;A) (resp. H’ (K;A)) est une algébre extérieure,
engendrée par les classes §,; .

1.3. A, ,K,, , A, A sont sans torsion impaire.

Si on remarque que les classes [, sont primitives (voir 5.4
pour une démonstration), on en déduit :

1.4. H, (A;A)  (resp. H‘(X;A)) est une algébre extérieure sur
un générateur en chaque dimension congrue 4 1 modulo 4.

Tous ces résultats sont dans [6] ou s’en déduisent facilement
(Borel considére plutot la fibration U — U/SO — BSO,
par exemple).

Passons maintenant aux classes définies par Fuks.

1.5. Si b, €EH¥**'(A;Z) est la classe définie par Fuks en
termes de cycles de Schubert, on a: b, = t f,; + décomposables
(modulo la torsion paire). (D’ailleurs, 1.1. ne définit B,, que
modulo la torsion paire.)

1.6. j*: H' (BO;Z/2) — H'(A;2/2) est  surjective. Soit
a,=j'w, o w, est la ieme classe de Stiefel-Whitney. Alors,
H"(A;2Z/2) est l’algébre extérieure engendrée par les a,.

1.6 bis. Soit W,EH’(BSO;Z/2) la j-eme classe de Stiefel-Whitney
et a,=j"w,EH(A;Z/2). Soit 4, la réduction de la classe
de Maslov. Alors, H’ (X ;Z[2) est lalgébre extérieure engendrée
par a; etles aq,(i = 2).

(1.6 bis se déduit de 1.6 [10] en considérant la suite exacte
de Gysin pour le revétement 7 ; on a bien sur 1r°a, =0).
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1.7. Si p est la réduction modulo 2,0na:

Pby = ayay .+ EH¥ T (A;2/2).
(Ce résultat n’est pas énoncé par Fuks, mais se montre de la
méme maniére —géométrique— que les théorémes de Fuks, voir 7.9).
Nous aurons aussi besoin de
1.8. Les classes b,,,B, sont déja dans H**!(A,;Z) pour

n>2k+1; et lapplication naturelle H'(A;Z) — H'(A, ;2)
est surjective pour « <n — 1.

Voici pour finir deux applications immédiates de 0.2, dont
nous aurons besoin dans la suite :
1.9. L, ® Q est une algeébre extérieure sur un générateur en chaque
dimension congrue a2 1 modulo 4.

(On applique 0.2 et 1.4 ; cette remarque est déja dans [9].)

1.10. L, = 0.
(On regarde la cohomologie H* M) pour £« <3.)

2. Le cas non-orienté : calcul de 9(L,, .

Les groupes w,(MA) ont été calculés par Smith et Stong [17],
bien avant que les travaux d’Arnold et Eliashberg leur aient donné
Pinterprétation “‘lagrangienne” dont nous sommes partis.

2.1. THEOREME (Smith et Stong [17]). -

i) 7, MA est un anneau de polynomes sur 2Z[2, avec un
générateur en chaque dimension impaire qui ne soit pas de la
forme 2% —1:

7 M\ =22 (X, Xy, Xy, ,... 1.

ii) L'application naturelle d'oubli qui, d wune immersion
lagrangienne V —> C", associe la classe de cobordisme non-orienté
abstraite de la variété V est une injection 9L, X ¢ n, €t de plus

N, =0 L) ®z/, Z/2[Xy, .-, Xy -+ 1.
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2.2. COROLLAIRE. — a) La classe dans L, de [l'immersion
V —> C” ne dépend pas de l'immersion choisie, mais seulement
de la classe de cobordisme abstraite de V .

b) Cette classe est déterminée par les nombres de Stiefel-
Whitney de V.

c) Plus précisément, si V, et V, sont cobordantes et
possédent des immersions lagrangiennes (exactes) dans C",
alors ces immersions sont cobordantes (au sens lagrangien). o

Voici une esquisse de démonstration de 2.1.

- m, MA est 2-primaire (C’est particuliérement évident pour
J(L,), donc on peut calculer m, M\ en considérant la cohomologie
modulo 2 de MA-

+ L’application naturelle A, -4 BO, induit un homo-
morphisme  surjectif j* :H(BO,,Z/2) — H'(A,;Z/2), et
son noyau est exactement l'idéal engendré par les carrés (1.6).
Si w est une partition de n, soient s,€ H"(BO;Z/2) Iles
éléments de la base de Thom [18]. Alors, les j'sw oll w parcourt
les partitions de n en entiers impairs forment une Z/2-base de
H” (A;2/2): on voit facilement que les éléments indiqués engendrent
H"(A;2/2), et comme il y a autant de partitions de n en entiers
impairs qu’en entiers distincts, ’ensemble des j's, a le bon
cardinal.

* Par isomorphisme de Thom, on a ainsi une Z/2-base de
H*(M\;Z/2). Maintenant, tout le reste suit des calculs de
Thom [18] pour ¢, et du

2.3. LEMME. — H (M ;2/2) est libre sur l'algébre de Steenrod.

En effet, soit U la classs de Thom dans H°(MA;Z/2).
D’aprés un théoréme de Milnor et Moore [14], il suffit de montrer
que I’application

ad v oM 2/2)
6 6 (U)

est injective. Voici un argument géométrique :
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Soit B@, le classifiant du groupe des tresses @3, sur n
brins, et &, —— B®, le fibré vectoriel associé 4 la représentation
@ , — O(n) via le groupe symétrique. D.B. Fuks a donné une
trivialisation naturelle de £, ®gq C [11]. On en déduit une
application B(fsni-) A, , et au niveau des espaces de Thom,
une application My : Mg, —> M), . La composition

a4 o ¥ B e

est: (Mp)'oy)(@)=6 (Mp)°’U)=6(V) ot V est la classe
de Thom dans H® (M§).

Il ressort des calculs de Fuks que I’application 6 — 6 (V)
est un isomorphisme d’algeébres de Hopf [11]. On en déduit que
Yy est injective. - o

Nous allons maintenant caractériser les éléments de xn,

qui contiennent des variétés possédant des immersions lagrangiennes,
c’est-a-dire I'image de 9L, dans 9¢,.

2.4, THEOREME. — Une variété est cobordante (au sens non-
orienté) d une variété possédant une immersion lagrangienne si et
seulement si tous ses nombres de Stiefel-Whitney contenant des
carrés sont nuls.

La démonstration de 2.4 est basée sur le théoréme de
Dold [8] et le lemme 2.5.

Soit
T,: AL, —> H _(A;Z/2)
V— 7 [V]

ol 7:V —> A est 'application de Gauss de V. D’aprés 2.2.b),
7, est injective.

2.5. LEMME. —x est dans limage de T, si et seulement si
(Sgb + vb,x> = 0 pour tout b €EH" (A), ou

Sg=2 S4', v=Sq7'q,

iz20

et a= Z a, est la classe de Stiefel-Whitney totale.
i20
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Démonstration de 2.5.—Le théoréme de Dold décrit
Iimage de [Iapplication analogue 7, :9t.—> H BO. 11 est
fondé sur le fait que H° MO est libre sur @. Nous allons donc
imiter la démonstration de ce théoréme, grice 4 2.3. La
condition est nécessaire (relations de Wu). Réciproquement,
x €Im7_ sietseulementsi (y,x)= 0 désque

yEP 1@ - H"M)),

ol & est I'isomorphisme de Thom et @ les éléments de degrés
strictement positifs dans @. Donc :

xE€Imr, <= Vy€EH A, (71(SqUy + Uy),x)=0

(N.B. Sqz +z= 2, Sq’z) .

>0
Mais
(d~1(SqUy + Uy),x) = (&7 1(SqU U Sqy + Uy),x)

={(P 1 (U@Sqy +y)),x)
= {aSqy + y,x)
=(Sq(¥Sq¢~'a) +y,x)
=(Sq(¥Sq 'a) + Sqg 'a(ySq 'a),x)
= (Sqb + vb,x)

oo b=ySqg 'a. (On a (S¢g~'a)> =1 puisque les carrés des
éléments de degrés positifs sont nuls.)

Donc, si (Sgb + vb,x)=0,xE€Im7_. o

Démonstration de 2.4. —La condition est nécessaire. Soit
réciproquement V une variété dont les nombres caractéristiques
contenant des carrés sont nuls. Appelons x la classe de V dans
9, On veut montrer que x€Im6@. On a un diagramme
commutatif : 0 :

AL I

L 2
-
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dans lequel toutes les applications sont injectives. L’hypothése
sur les nombres de Stiefel-Whitney de V est exactement
(v,7,x)=0 quand y€Ekerj", soit 7.xE€Imj . On écrit
T x=j,z.

Les nombres caractéristiques de V sont liés par les relations
de Wu, soit: bEH" BO,v' = Sqg~'w la classe de Wu

0=(Sgb +v'b,r,x)=(Sqb +v'b,j z) =(SqG"b) +vj"b,2).
Comme j* est surjective, on a :

(Sqc +vc,z)=0,VcEH" A,
soit (2.5) z€Im7_.

Soit W avec z=r71 [W]. Ona: 7,8 [W]=j 7 [W]=r1.x,
et donc x =0 [W]€EIm§@. o

3. Une “‘suite exacte de Rokhlin” ; ’anneau SL, .

Il ne peut y avoir de suite exacte de Rokhlin liant AL, et
L,: par exemple, L, =Z 9(L, =0[2]. Ceci est lie’;\lau fait que
m,(A)= 2, ce qui fait que le revétement double A a aussi un
groupe fondamental infini cyclique, en particulier H* (X;Z) #F0:
les fibrés “lagrangiens” orientés ont une classe caractéristique en
dimension 1, la classe de Maslov B,. Nous allons tuer ce groupe
pour obtenir une suite exacte de Rokhlin; pour cela nous allons
définir une nouvelle notion de cobordisme, liée au revétement
universel de A.

3.1. Remarque. — Le revétement universel de A, est

R x (SU(n)/SO(n)).

En effet, on a un homéomorphisme: S' x SU®n) — U®)
qui induit un homéomorphisme :

S! x (SU(n)/SO(n)) — U®n)/SO(n)

et donc R x (SU®R)/SO(n)) est le revétement universel de Xn
et donc aussi celui de A, .

Ce revétement universel a donc le type d’homotopie de
SU@®)/SO(n).
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Appelons S,U(@m) le sous-groupe de U() formé des
matrices de déterminant égal 4 +1, et S,U Ile sousgroupe de
U correspondant.

3.2. DEFINITIONS. — a) Une S, U-trivialisation d’un fibré
vectoriel réel t~— X est une homotopie d [lapplication
constante de la composition X £ B0 — BS, U.

b) Une SU-trivialisation d’un fibré vectoriel réel orienté
§— X est une homotopie d [lapplication constante de la
composition X—% BSO — BSU.

c) Une variété (resp. orientée) est dite S, U-parallélisée
(resp.  SU-parallélisée) si on a donné une S, U-trivialisation
(resp. une SU-trivialisation) de son fibré tangent.

3.3. Remarque. — Un fibré S, U trivialisé est orientable.

En effet S, U a deux composantes connexes, donc I'application
BO — BS, U induit un isomorphisme des groupes fondamentaux.
Donc, si la composition

X <4+ BO— BS,U

est triviale, ¢ :w,(X) —> 7 (BO) est nulle et § possede un
relévement 3 BSO. )

En particulier, les variétés S, U-parallélisées sont orientables.

3.4. DEFINITIONS. — a) On appelle SL, le groupe de cobordisme
des variétés SU-parallélisées de dimension k.

b)On note SA, = SUn)/SO(m), S\, le fibré vectoriel
réel de rang n déduit de N\, sur SA,, MS\, son espace de
Thom, MSM le spectre de Thom associé, SA = SU/SO.

Une construction de Thom-Pontrjagin donne :

3.5. PropPOSITION. — SL, = 7, (MSA).

On a des applications naturelles: SL_—i*S’CL_ et
SL—— L,.

L’intérét de lintroduction de SL,, comme intermédiaire
dans le calcul de L, provient des résultats suivants :
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3.6. THEOREME. — La suite SL,—— SL, —2> J(L, est exacte.

3.7. THEOREME. —a) Le groupe SL_ est facteur direct dans
L, ; plus précisément, on a une suite exacte de groupes munie
d’un scindage naturel

0—> SL,—— L, — SL,_, — 0.

\__/ !

b)Si X est le générateur de L,, F et o induisent un

isomorphisme d'anneaux : SL, @ SL_ . X—> L_, la multiplication
sur SL, ® SL,. X étant définie par celle de SL, et X* = 0.

Démonstration de 3.6. — Soit V une variété SU-parallélisée ;
on suppose qu’elle est le bord d’une variété U-parallélisée W.

Soit 4 la composition: W — AZ—D-> S!', ou D:A— §!
est la fibration déduite de U(m) =5 S' (la fibre de D est
S,U/O = SU/SO =SA), et 7 classifie la  U-parallélisation
de W,

Comme V est SU-parallélisée, on a un relévement de
T,y 4 SA, donc Ay est constante égale a 1.

Soit zESl_—{l} une valeur réguliétre de &, et soit L
la sous-variété A '(z) CW.

Si L#®, L est de codimension 1 dans W et son fibré
normal est trivial par définition. Soit N [Pintérieur d’un voisinage
tubulaire de L dans W, etsoit M = W — N.

Comme S'— {z} se rétracte sur le point 1€S!, 1la
variété M est S, U-parallélisable. On peut alors choisir (d’aprés 3.3)
une orientation, puis une SU-parallélisation de M, compatible
avec la U-parallélisation donnée de W et induisant sur VC o M
la SU-parallélisation donnée de V.

Cette SU-parallélisation de M induit une SU-parallélisation
de Tlautre partic du bord de M; clestd-dire aN=LI1LL.
Comme L est S, U-parallélisable en méme temps que M, les
SU-paraliélisations obtenues sur les deux exemplaires de L
formant le bord de N sont, soit identiques, soit opposées (mémes
S, U-parallélisations, orientations opposées).
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M réalise donc un cobordisme SU-parallélisé entre V et
L+ L, et donc la classe de V est dans I'image de la multiplication
par 2. ” o

Démonstration de 3.7. —a) Soit 5 ‘A — S! la fibration
déduite de U(n) 225 S! (la fibrede D est SA).

Définissons d:L,—> SL__,. Si V est une variété
U-parallélisée de dimension n, on lui associe la variété SU-parallélisée

L=7f"1(1) ot f est la composition V-I> A-—2- S! supposée
réguliere le long de f!'(1) (L représente la classe de Maslov
de V).

Exactitude de SL,— L_~— SL__,. Soit V une variété

U-parallélisée, f:V—— A 2> S! et L =7 1(1), sousvariété
de codimension 1 de V. On suppose que L est le bord d’une variété
SU-parallélisée W, on veut montrer que V est cobordante a
une variété SU-parallélisée .

Le fibré normal de L dans V est trivialisé. Soit N = L x [0,1]
un voisinage tubulaire de L dans V. Définissons

M=V x[0,1J]UWXx[0,1]/(N x {1}
=L x[0,1]x {1} =oWx|[0,1]).

\"% VxO0 Vxl

La variété (lissée) M posséde une U-parallélisation naturelle,
son bord est formé de V x 0 et d’une variété P dont il suffit
de vérifier qu’elle est SU-parallélisée. Elle est formée de V — N,
qui posséde une SU-parallélisation naturelle (L est la classe
de Maslov de V) etde Wx 0 UW x 1 quiont une SU-parallélisation
déduite de celle de W. Ces deux SU-parallélisations coincident
sur Dlintersection (WxOUWx 1I)N(V—N)=L1L (elles
induisent toutes les deux la SU-parallélisation naturelle de L).
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Définissons le scindage o. Soit X€EL, le générateur,
on définit o:L_ —> L, la multiplication par X, et
0:SL,_,—> L, de la méme fagon. Si V est une variété
SU-parallélisée, et si S' est muni de la U-parallélisation déduite
du plongement standard S' C C, on associe la variété

U-parallélisée V x S' a V.

On a: doo= idSL‘_l : Si 'V est SU-parallélisée, on
doit vérifier que V x {1} C V x S' est la classe de Maslov
de la variété U-paraliélisée V x S', autrement dit que
Vx {1} =f~1(1), ou f estlacomposition

VxS -2 X D ogt

L’application classifiante 7' se décompose en :

V x §' 5L QA x St s R

ol 7 est lapplication classifiante de V, et m:SA x St — A
est ’homéomorphisme déduit de :

SU@) x S — U )

1 0
(A,z) — Al -

0o -1,
et la composition SA x S! 2> A L5 gl est 1a projection
sur le facteur S'.

On a donc une suite exacte, scindée par o :

SL,—> L, %, 8L, _, — 0.

[

1

I reste & montrer que F est Pinclusion d’un facteur
direct. Considérons la composition dg - L,— SL,. Il suffit
de montrer que dG F = idg;,; or, 0F = ¢ par définition ~ donc
doF =do = idg , .

On a donc bien une suite exacte :

F d
0—SL, 2L, B SL_,— 0

= ,
do g '
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b)Tout élément x de L, s’écrit donc de fagon unique
sous la forme x=y+o(z) ou y,zESL,. Comme F
est injective, on peut considérer SL, comme un sous-anneau
de L, et écrire o0(z) =zX; pour montrer 3.7.b), il suffit
donc de vérifier que X? =0 dans L,, ceci est clair puisque
L =0(.10) (e ne connais pas de démonstration directe
de Pégalité X* = 0). . =

Dans la suite, nous calculerons donc avec SL, et nous
utiliserons 3.7.b) pour en déduire des résultats sur L_ .

4. Partie 2-primaire de L_ .

Nous allons montrer qu’il existe une équivalence d’homotopie
2-primaire

MX — VK (@Z/2,x+n,)vVK@Z,x+np),
o I

et étudier 'image de L, dans 9'LL' et dans Qfo (cobordisme
des variétés orientées).

Utilisant les résultats précédents, nous devons calculer la
cohomologie modulo. 2 de MSA .

Rappelons qu’un module sur I’algébre de Steenrod @ est
dit “simple” s’il se décompose en une somme de & -modules
“de type & c’est-d-dire engendrés par un générateur y avec
Punique relation Sq'y =0 (le modeéle-type est H' (K(2),Z/2))
et de @ -modules libres.

4.1. ProPOSITION . — i) H* (MSA ;Z/2) est un @-module simple.
ii)Si on écrit H'MS\N;Z/2)=L®& M, ou L est libre

et M “de type @» on peut choisir une «“@-base” de M
formée des réductions modulo 2 des classes

Uby;, - by, 1 <iyp <. <4p),
ou U est la classe de Thom et les b,; sont les classes de Fuks.

Démonstration. —i) Wall a donné un critére algébrique
trés pratique [21]: Un (@-module B est simple s’il entre



174 M. AUDIN

dans une suite exacte de &-modules :

0o —BL ctB—o,

ou C estlibre, f de degré 1, et g de degré 0.

Soit i:SA —> A Plinclusion naturelle (rappelons qu’au
type d’homotopie prés, c’est le revétement universel), et soit
¢ : MSA —> MM\ Tlapplication “thomifiée”. On a une suite exacte
de @-modules:

0 —> keryp" — H' (MA;Z/2) £ H® (MSA;2/2) — O,
et un isomorphisme de degré 1, f: H* (MS\;2Z/2) — ker¢"
Ux ¥ Ua,x

(en effet, al = 0 et donc la notation a bien un sens; l’appllcatlon
f est un morphisme de & -modules aussi parce que ai=0,
c’est un isomorphisme pour la méme raison). On a donc :

0— H' (MSx;Z/2) L5 H® M\;2Z/2) <> H® (MSA;Z/2) — 0
et H® (M\;Z/2) est X-libre d’aprés2.3.

ii)Wall a aussi remarqué qu’on pouvait choisir comme
“Q-base” de M un systéme de représentants d’une Z/2-base
de kerSq'/ImSq' dans H" (MS\;Z/2). Ecrivons, pour
simplifier, a; pour ¢* a,(i>2). A Tl'aide des formules de Wu, il est
facile de constater que Sq‘(Ua,.1 ... a4, )=0 si et seulement si
4, . .. a; estun produit de termes d’'une des deux formes :
Azj+1

Ar0a50+1-
Remarquons aussi que, si Sg! x = 0, alors
1 —
Sq (ayx) =ay,, x,

et donc, si Ug, ... a;, € ker Sq' et contient un terme Ayj+1
isolé, alors Ua, -4y, €Im Sq!. Pour démontrer (ii), il
ne reste plus qu’a verlflerque Uagg, @y 41 - - Gag, a9, 4, Nest
pas dans I'image de Sq?!. n
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Soit maintenant (x,), une (-base de la partie libre L
de H® (MS\;Z/2), et
f:MSA — y K (Z/2,+ + n,) (n, = deg (x,))

P'application décrivant ces classes. Pour toute suite I (éventuellement
vide) d’entiers distincts (I= {i,,...,5} 1<i;<...<i),
soit g :MSA— K(Z,x +n) (ny=Z(4iy +1)) TIapplication
associée a la classe Ub,, ... b,, € H" (MS\;2).

En faisant le bouquet de f et des g1, on obtient une
application :

F:MSA — y K(Z/2,x+ny)v \I/ K@Z,x+ np).
4.2. THEOREME. — F est une équivalence d’homotopie 2-primaire.

Démonstration. — F  induit un isomorphisme en cohomologie

rationnelle, et en cohomologie modulo 2. m
4.3. COROLLAIRE. — La torsion 2-primaire de SL, et de L, est
d’ordre 2 exactement. o

4.4. COROLLAIRE. —Les éléments de SL, et de L, sont
déterminés, modulo la torsion impaire, par leurs nombres de
Stiefel-Whitney et leurs nombres caractéristiques de Fuks. O

4.5. COROLLAIRE. — Les inclusions de la fibre S*<— MS), ,
S* «— M\, induisent des homomorphismes :

a: Q) — SL,; Foa: QF — L
qui annulent la torsion 2-primaire de QI .
Démonstration. —Si V  est stablement parallélisée, son
image est V, munie de la SU-parallélisation complexifiée de
la  SO-parallélisation donnée. Or, il est clair que les classes

de Fuks d’un fibré dont la U-trivialisation est complexifiée
d’une trivialisation réelle sont nulles. o

En calculant un peu plus, on peut montrer

4.6. THEOREME. — Pour tout k=1, on peut trouver un
élément Xup, | €SLyy .y, telque by (X, ,,) estimpair et
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a)Les X,.,,(k>1) engendrent (rationnellement) I'algébre
extérieure SL, ® Q.

b)Les images p (X,.,) peuvent étre choisies comme
générateurs polynémiaux de dimension 4k + 1 de S'CL‘,

(Les éléments X2, | sont alors d’ordre 2 exactement
dans SL . On obtient un énoncé analogue pour L, en rajoutant
le générateur X de L, , dont le carré est nul, par 3.7.)

La démonstration est basée sur le

4.7. LeMME. — Le polyndome de Newton sy, ., s'écrit, dans
H' (A;2/2):

Sak+1 = Qaxvy T arag v .. taga,,,
de plus :

Sak+1 =agy Gz 4y = P by (mod. Im Sqt)

Sax+3 € ImSq' . =

On en déduit 4.6, sachant que L, ® Q est extérieure (1.0),
et NL, polyndmiale. On déduit aussi de 4.7 que, dans
H" (MS\;Z/2), Us,,,€ImSq', et donc, comme cette
classe détecte le générateur de degré 4k + 3 dans IL,, celuici
ne peut étre choisi dans I’image de SL, .

4.8. THEOREME. —i) Un élément de NRL, est dans limage de
Uapplication naturelle L_—L> JL, si et seulement si tous ses
nombres de Stiefel-Whitney contenant w, sont nuls.

ii) Un élément de Q280 est dans l'image de | ‘application

1 , ,
naturelle L —— Q¥ s5i et seulement si tous ses nombres de
Pontrjagyn, et tous ses nombres de Stiefel-Whitney contenant
des carrés sont nuls.

iii) Les noyaux des deux applications naturelles L, —&*SZL‘

9 L , \
et L, —— Q%° coincident et sont égaux a

2L, + o(SL,_,) CL,.
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Démonstration. — i) On a un diagramme commutatif :

n

-
SL, ® Z/2 : = H_(SA :Z[2)
Py i,
T‘

mL‘ = H (A ;2/2)

"

ou 7. est défini comme 7, (cf. 2.4). L’application p, est injective
d’aprés 3.6, i, est injective (C’est la transposée de

H'(A;2/2) £ H' (SA;2/2)
dont le noyau est précisément I'idéal engendré par a,), et
7! est injective d’aprés 4.4.

Donc, si x€NL,, x€Imp, si et seulement si tous
les nombres de Stiefel-Whitney de x contenant a, sont nuls. Il
est clair que Imp,=Imp, p:SL,—AL,, et que
Imp=1Imp, p:L, — L, d’aprés 3.7.

ii) De méme, soit §': SL, —> Q%°.
Comme L, =SL, ® 0(SL,_;), Im 8=1Im0, 0 est a valeurs dans
la torsion (les nombres de Pontrjagyn sont nuls), et donc I'image de
0 s’identifie a 'image de :

6,:SL, ® Z[2 — Qfo ® Z/2.

On a donc un diagramme commutatif :

P2
SL, ® Z/2 -NL,
95 0
2°® z/2 -9,

ot toutes les applications sont injectives. On déduit donc le
résultat de 2.4.
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iii) Lesnoyaux de p et & s’identifient donc a

o(SL,_p @K,

ou K, est le noyau de SL, —> SL, ® Z/2, soit I'image de la
multiplication par 2. o

5. Des informations sur la partie impaire de L, .

Les résultats précédents, particuliérement les parties 2 et 4,
montrent que (en dehors de la torsion impaire), NL, et L,
se comportent comme les groupes de cobordisme classiques 9T,
et Qfoz ils sont entiérement détectés par les nombres
caractéristiques ad hoc.

Nous allons montrer qu’il en est tout autrement de la torsion
impaire de L, . En particulier, L, contient (au moins 2 fois)
la partie impaire des groupes d’homotopie des sphéres.

La remarque de base pour cette partie est une évidence:
les fibrés A,, X, ou SA, ont, par définition, des complexifiés
triviaux, en particulier, dans la K-théorie réelle des espaces
considérés, ils définissent des éléments d’ordre 2.

Nous allons donc démontrer

5.1. THEOREME. — Il existe une équivalence d’homotopie (en
dehors de 2) :

S” (SAT) — MSA.

5.2. COROLLARE. —a) a:Q® Z

1

5} — SL, est injective
1
N
1

E] —> L, est injective (n > 1) et
1
2

® Im(ooa)d n°

n

(n>0) et SL, ® Z

%] =Im(@) ® 7, (SA)® Z

bl)ooa: Q_, ®Z

1} > Im (&) ® 7 (SA) ® Z

L,® Z
" 2

L, (SA)® Z

)
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Démonstration de 5.2. —C’est une conséquence immédiate
de 5.1 et 4.5 pour a), de 5.2.a) et de 3.7 pour b). n]

La suite de cette partie est consacrée a la démonstration de 5.1.

Considérons la multiplication :
K SA, x SA, —> SA,,
P,Q — P®Q

(ou Pon pense & SA, C K,, , grassmannienne des lagrangiens
orientés de C"), et la diagonale :

A :SA, — SA, x SA, .

On a: A" pu" S\, = S\, ®S\, =g S\, ® C =g €2". On en
déduit une application ¢, = (M u)o (MA) au niveau des espaces
de Thom :

00 S A (SA}) = M e X5 Msa, AMSH, 2> MS),, .
Désignons par A un anneau dans lequel 2 est inversible.
5.3. LeMME. — g : H2"*F (MS),, ; A)—> H2"+k ($27 A (SAY);A)
est un isomorphisme pour k <n — 1.

Démonstration. — On a un diagramme commutatif :

N ¥n ~
H2n +k(MSA,, ; A) = H™"*(8™ A (SA;);A)

*)

H*(SA,, ;A) — H*(SA,;A)
(o A)
ol les fléches verticales sont les isomorphismes de Thom.

Il suffit donc de montrer que (uo A)* est un isomorphisme
pour k<n—1.

Appelons encore u:SA x SA — SA. -Le lemme suivant
suffit a finir la démonstration de 5.3.

5.4. LEMME. — " Bp; = B, ® 1 + 1 ® B,, EHY"! (SA x SA;A).
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Onaalors (uo A)" 321- = 2[32, et 2 est inversible dans A. o

Démonstration de 5.4. — On peut déduire ce résultat de la
thése de Borel [6]: les [32]. sont construits 4 I'aide des générateurs
universellement transgressifs de H*U, qui sont primitifs pour
la structure de coalgébre définie par la multiplication du groupe
U, et il est classique que les deux structures de coalgébre
coincident.

Comme ce lemme permet de montrer que H (SA;A)
muni du produit défini par u,_ est une algébre extérieure (1.4)
(résultat que nous avons déja utilisé avec A = Q), nous allons
en donner une démonstration directe (mais pas fondamentalement
différente des arguments ci-dessus !).

Remarquons tout d’abord que 32]. est parfaitement défini
par 1'32,. = 2c2iJr , ou 7 est la transgression de la fibration

SA —> BSO —B> BSU; deux choix possibles ne peuvent
différer que par I'image d’un élément de H¥Y*!(BSO;A)=0

1
(car — € A) .
2
Considérons le diagramme :
SA x SA —1XJ BSO x BSO —P2XP__ o BSU x BSU
m p | u
SA I = BSO P = BSU

Il suffit donc de montrer que :
S By =D (2054, ® 1 +1® 2¢,,,,),
ot p’:H (BSU;A)=H" (BSU,pt;A) — H’ (BSO,SA;A)
et 8§:H' (SA;A) — H'*!(BSO,SA;A)

sont les applications évidentes définissant la transgression (on a
552; =7 (2c2i+1)) .

Connaissant

*
BiCypr =Cys ® 1+ ¥ e ®cgt1® ¢y,
k+2=2j+1
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il suffit de vérifier que, si k, >0,
PXP" (2 ® €041) =0.

On contemple le diagramme commutatif :

H* (BSU) ® H**2 (BSU) X - H***42%2 (BSU x BSU)
ey
H** (BSO) ® H***2 (BSO, SA) pXp*
X
. \
H***4%+2 (BSO x BSO, BSO x SA) —— H***42+2 (BSO x BSO, SA x SA)
5 5

1 *®

H4k+4§2+ 1 (BSO X SA) . H4k+49+1 (SA X SA)

ob Ton voit (@ X p) (cax ® 2e304,) =j" s X P (2e294,)) (01
Py =DP" ¢y, est la classe de Pontrjagyn). Ona :

Pe XD (2¢5041) = 8' (9 ® B,p) par définition de B,
et donc:

@Xp) (Cor ® 205044) =] 8" (0 ® B20)s
=87" (@x ® Bz)
= 0 car p, s’annule dans SA. o

Finissons maintenant la démonstration de 5.1.

Les applications ¢, entrent dans des diagrammes commutatifs
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%,
Z3(S*" A (SA)) = TIMS),,
S2*2N (SA))
(*)
(*)
Pn ‘
SN (SAyyy) = MSA ey

ou les deux fleches (*) sont induites par les inclusions
SAn - SAn +1 et SAZn - SAZ (n+1)

respectivement.

Autrement dit, les ¢, définissent une application ¢:E — F
de spectres, ot E est le spectre décrit par la fléche verticale de
gauche, équivalent 4 S™(SA*), et F celui décrit par la fléche
verticale de droite, équivalent 4 MSA. Le lemme 5.3 dit alors
précisément que ¢ est une équivalence d’homotopie en dehors
de 2. o

Le théoréme 5.1 montre que la structure d’anneau de
SL, (et L,) est assez compliquée, en particulier L, /Torsion
n’est pas une algébre extérieure. En effet, en utilisant les méthodes
et résultats de [16], on peut vérifier :

5.5. Remarque. — Soient X, ., s Xans2p—y des éléments de
SLan+15SLap+2p—; (@ nombre premier impair) vérifiant les
propriétés de 4.6. Alors, le produit Xan+1 Xan +2p—1  est
divisible par p (modulo torsion). o

(Cette remarque est due a Lionel Schwartz.)

En particulier, si Y,, Y, sont les générateurs de Ly et
L, respectivement, il existe un élément Z de L,, tel que
Ys Yy, = 3Z (mod. torsion).
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6. Les sphéres lagrangiennes.

Considérons la trivialisation stable de TS", déduite du
plongement usuel S" C R"*!. On en déduit une U-parallélisation
de S", notée V9.

Toute autre U-parallélisation de S” se déduit de W par
multiplication par une application: S —> U (n).
L’application qui, & une trivialisation complexe de TS" ®; C,
associe la classe de cobordisme correspondante sera notée :
Ye:m,U— L, .

On peut la décrire en termes de spectre de la fagon suivante :
Soit f: 8" —> U (k) (k = n + 1); on considére la composition :

~

A

f

™ ~
' ——— U (k) — A,
(m est la projection canonique). Le fibré (mo f)" ’Xk est le fibré
tangent (stable) de S", il est donc trivial.

On en déduit une application :
S =S A SF =M ((mo ) X)) — MX,
dont la classe d’homotopie est F¢ [f].

Remarquons que I'application analogue dans UL, est nulle
d’aprés 2.2.a).

De méme que pour le J-homomorphisme classique, on a
facilement (comme conséquence du théoréme de Gromov-Lees) :

6.1. PROPOSITION. — L'image de & o décrit exactement l’ensemble
des classes de cobordisme qui peuvent se représenter par des
spheres. o

Il est clair que J, est un homomorphisme de groupes.
Appelons &, son image : c’est donc le groupe des classes de
cobordisme qui peuvent se représenter par des sphéres.
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On a immédiatement :

6.2. Remarque. — 8, estnulsi n est pair.
Eneffet 7, U = 0 dans ce cas. o

Donc, toutes les immersions lagrangiennes de S2" dans
C?" sont cobordantes a zéro.

On a aussi,’ pratiquement par définition
6.3. Remarque. — Soit J:m,(SO) — .Qf,’ le J-homomorphisme,

et soit ¢:m, SO —> m, U Il'application naturelle de complexification.
Le diagramme :

, (SO) d -
c J o
m, (U) Je -L,
est commutatif. =

Or, dans le cas o0 n=1(4), ¢ est nulle, par contre, si
n=3(4), c’est une injection de Z dans Z. Donc, les études
de $,.,, et S,.,, sont treés différentes. Commengons par

4k+1 -

6.4. THEOREME. — J¢ 1 M4y, U —> Ly, , est injective; plus
précisément, le nombre caractéristique associé @ f,, définit un
homomorphisme injectif B, : 84, — Z dont limage est
22 'Z.

6.5. COROLLAIRE. — On peut choisir des sphéres pour engendrer
lalgebre extérieure L, ® Q. o

Démonstration de 6.4. — Comme m,, ., ,U=2Z, Sart1
est un quotient de Z; il suffit donc de montrer la deuxiéme
assertion.

Soit f:S8**' — U une application, et soit 7:U — A
la projection.

On considére la composition :
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jomof: St — U I XC BSO.

jomof est homotope a Ilapplication constante dans BSO. On
peut donc trouver un prolongement de jo mwo f,

F:(D%**2 §%+1y — (BSO,A).

Soit aussi~f: S%**2 — BU [I'application déduite de F
par p:(BSO,A) — (BU,pt). On contemple le diagramme
commutatif :

HA* 1 (G4 1) = (mo /) H***1(RA)
§ | = 8
HAk+2(DAk+2 gHk+l F H**2(BSO, A)
~ v
HA*+2 (54 +2) - d H***2(BU)

et on constate :
((@of) By, [S*T1D = (F" 86,, ,[D**2,8%*1])
= (F* 3" (2, ), D2, 8%+1])
=2 (7' Carsr ,[S4k+2]>'
Il est clair par ailleurs que Iapplication :
Tag+1 U —> T4, BU
(1 — [f]

est Pisomorphisme naturel. L’image de f,, est donc, 4 un
facteur 2 prés, Pimage de ¢, : Mes, BU) — Z, C’est-d-dire
(2k) ! Z (par exemple par intégralité du caractére de Chern). o

D’aprés 1.5, b,, définit, au signe prés, le méme homomorphisme

Ss1 — Z que B,,; il y a donc lieu de corriger par un
facteur 2 la formule annoncée dans [4].
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De méme, il y a dans [4] une estimation fausse des groupes
8 4x+3» dont nous étudions maintenant le cas.
6.6. PrOPOSITION . — o : QFF, . 3 = L4x+5 induit un isomorphisme
1
ImJ® 2[51—* Saris -
En effet, dans ce cas, l'application ¢ est la multiplication

par 2 si k est pair et un isomorphisme si k est impair. On n’a
plus qu’a appliquer 5.2 et 6.3. o

Grice aux résultats d’Adams [1]}sur ImJ, ona:

6.7. COROLLAIRE. — 8,, ., est cycliqgue dordre mQ(k + 2)),

B
ou m(2s) est la partie impaire du dénominateur de %, les
s
B, étant les nombres de Bernoulli définis par
x x?
=3 B,~— - o
e —1 t!

Remarquons qu'on peut montrer 6.6 sans utiliser les
résultats de la partie 5. En effet, I'invariant ey d’Adams, qui

permet de calculer ImJ, factorise dans le diagramme
€R
7, SO o - Q/Z
c a -7
gc P -

7,0 ———— =1, °~

(nous expliciterons cette remarque dans la partie suivante).

7. Des exemples.

En étudiant la cohomologie de MSMA, et Popération des
algébres de Steenrod, on obtient facilement les valeurs des
groupes S'L. etdoncde L_ en petites dimensions.
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On remarque en particulier que I’isomorphisme de Thom
H' (SA;2/p) — H"(MSA;2/p)

est un isomorphisme de (& ,-modules si p est impair; ceci est
particuliérement clair sur le diagramme (*) de 5.3 (ou bien en utilisant
le théoréme de Wu : Si U est la classe de Thomet 6 € a,, , 8 (U) est
un polynéme dans les classes de Pontrjagyn de SA,, qui sont
nulles). C’est bien siur cette propriété qui fait apparaitre les
groupes d’homotopie stable Im (a).

Nous ne donnons pas les détails; voici les valeurs de L,
pour n < 10.

7.1. THEOREME. — L, =Z[2], L, =0, L;=L,=2/3, L, =2,
Li=2Z,L,=L,=2/15,L,=2, L,, =28 Z/2. a]

Nous allons consacrer la suite de cette partie 4 décrire les
générateurs de ces groupes (sauf celui de L, et celui de la partie
libre de L,,). Rappelons tout d’abord [2] que L, est engendré
par une immersion lagrangienne exacte de S' dans C, la
U-parallélisation de S' associée est celle déduite du plongement
standard de S' dans C: c’est ce que nous avons utilisé dans la
partie 3.

7.2. ProposITioN. — L, est engendré par une immersion
lagrangienne de S®; L, est engendré par une immersion
lagrangienne de S’ . Les  U-parallélisations correspondantes
sont les complexifiées des parallélisations stables de S® et S’
(respectivement) qui engendrent Q2 et QF.

7.3. COROLLARE. — L, est engendré par une immersion
lagrangienne de S' x S®, L, par une immersion lagrangienne
de S'x§7.

Démonstration. — 7.2 est une conséquence de 7.1 et de 5.2;
on en déduit 7.3 par multiplication par le générateur de L,
grice 4 3.7. Nous allons néanmoins expliciter la remarque finale
de la partie 6 dans le cas de L,, utilisant I'invariant eg d’Adams
pour retrouver ce résultat. Nous utilisons la description de eg
donnée par Conner et Floyd [7].
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Soit V3 une variété stablement parallélisée. Elle est le bord
d’une variété orientée de dimention 4, W* .

Cette variété posséde une classe de Pontrjagyn relative,

p, € H*(W,V) «<I— H*(BSO,pt;Z) = H*(BSO ;2)
1

ou 7:(W,V)—> (BSO,pt) décrit le fibré tangent de W.

Soit W' une autre variété dont le bord est V; ona:
oy (W, V), [W, VD) —(p, (W', V), [W,V]D =, (X),[XD,

ol X est la variété fermée orientée obtenue en recollant W
et (—W') sur leur bord commun V. Le nombre de Pontrjagyn
(p, X),[X])> est alors un multiple de 3, et donc {p, (W,V),[W,V])
est bien défini (i.e. ne dépend pas du choix de W) modulo 3.
On obient ainsi Pinvariant eg: Q’;’ —> Z/3, qui détecte la
partie impaire de Im J (ici J est surjectif).

1l est clair que cette fléche factorise dans L, :

fr °R
QF ;2/3

En effet, on peut aussi bien définir une classe de Pontrjagyn
relative dans H"(BSO,K;Z) (en fait, elle n’est bien définie
que modulo la torsion paire, mais ce n’est pas trés génant puisque
nous voulons I’évaluer sur la classe fondamentale d’une variété
orientée).

On sait [1] que er est sumective, et L,=2Z/3
(d’aprés 7.1); donc eg est un isomorphisme. Maintenant, toujours
d’aprés Adams, e~R détecte ImJ, donc eg détecte Im G,
et L, est bien engendré par une sphére. o

Nous allons maintenant nous intéresser au cas de L,
qui est engendré par une variété U-parallélisée qui ne posséde
aucune parallélisation stable.

7.4. THEOREME. — Il  existe des immersions lagrangiennes de
SU(3)/SO(3) dans C° dont l'une est le générateur de L.
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7.5. COROLLAIRE. — L. est engendré par une immersion lagran-
gienne de S! x SU(3)/SO(3) = U@3)/SO(3); la partie de torsion
de L,, est engendrée par une immersion lagrangienne de
(SU (3)/80(3)) x (SU(3)/SO (3)).

Démonstration de 7.5. —Cest une conséquence de 3.7,
7.1 et 7.4 pour la premiére assertion, de 4.6, 7.1 et 7.4 pour
la deuxiéme o

La démonstration de 7.4 va étre un peu longue: nous
n’avons encore rencontré aucun exemple de variété qui ne soit
pas stablement parallélisable. En fait, tous les ‘“‘espaces universels”
de la théorie sont des exemples :

7.6. PROPOSITION. — Les  variétés A, ,Xn ,SA,  possédent des
U-paraliélisations, et donc des immersions lagrangiennes dans
les espaces ¢ ad hoc.

Démonstration de 7.6. — 11 est facile de voir que
TA, =\, 0, |
le produit symétrique du fibré tautologique. Donc,
TA, ®g C= (A, ®g C)oc (A, ®x C);

on a donc 7.6 pour A,, pour son revétement dogple Xn et
aussi pour SA, par stabilité puisque S' x SA, = A, et TS!
est trivial. i

Comme on sait (7.1) que L, est infini cyclique et qu’on
dispose d’un homomorphisme g,:L,—> Z, il suffit, pour
montrer 7.4, de vérifier que B, prend la valeur 1 pour une
U-parallélisation de SU(3)/SO(3). Nous allons utiliser plutdt
la classe b, de Fuks, qui est plus accessible géométriquement.
Comme il n’y a pas d’éléments décomposables dans H*(A;2),
on a une conséquence immédiate de 1.5.:

7.7. LEMME. — Les = homomorphismes B, et by:L,— Z
sont égaux au signe pres. o

Nous allons donc montrer qu’il existe une U-parallélisation
de SU(3)/SO(3) avec b, =%1.
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Voici la remarque géométrique de base :

7.8. LEMME. — Soit  i:SA; CA, CA,  Ulinclusion naturelle.
Alors, <i* b, ,[SA,D =% 1.

Démonstration de 7.8. —SA, est la fibre de Asd—éf-* St
comme la classe b, est déja dans H° (A;;2Z)(1.8), il suffit
de montrer qu’on peut trouver une sous-variété de A, , duale
a la classe b,, et qui rencontre SA, transversalement et en
exactement un point. Or, la classe b, de Fuks est précisément
définie comme classe duale a un cycle de Schubert qui, dans
Aj, est:

By = {AE€A;IADY}

ou Y est un sous-espace isotrope de C*, de dimension 2).

Appelons (e, ,e, ,e;) la base (complexe) canonique de C*,
et choisissons pour Y le sous-espace (réel) engendré par (ie, ,ie;).
La sousvariété By. est alors I'ensemble des sous-espaces
lagrangiens de C3 qui admettent une base orthonormée de la
forme (ze, ,ie,,ie;) (z€S'). La restriction a By de l'appli-
cation “dét?” est donc :

B — S!
A=R.(ze, ,ie, ,ie,) — z%,

c’est-a-dire le difféomorphisme habituel de P!(R) dans S'. Comme
SA; est la fibre, on a fini. o

(I y a une remarque analogue concernant le générateur de
H*(A ;R) dans [15]. Bien que 7.8 en soit logiquement indépendant,
C’est cette remarque qui nous en a donné I'idée).

Nous allons comparer les nombres b, des U-parallélisations
de SU(3)/SO(3) au nombre b, considéré dans 7.8. Pour cela,
nous aurons besoin de la réduction modulo 2 de b,. Nous allons

donc démontrer 1.7 dans ce cas particulier (la démonstration générale
est identique).

7.9. LEMME. — Si p est la réduction modulo 2, on a :
pb, =a,a, EH*(A;2/2).

Démonstration de 7.9. — Comme H®(A) — H’(A;) est un
isomorphisme, il suffit de le vérifier dans A, . Soient P et Q les
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sous-espaces (réels) de C*> de bases respectives (e, ,ie;) et
(ie,). D’aprés [10], les classes a, et a, sont duales (modulo 2)
respectivement aux cycles de Schubert :

A, = {AEA, [dimANP>1}
A, ={NEA,IdMANQ>1}={AEA,[NDQ}.

A; est une sous-variété ; A, NA; = {NEA; |ADie, ,ie;)}
est contenu dans la partie lisse de A, ; lintersection est transverse
et égale a la variété By considérée en 7.8. o

Démonstration de 7.4. — Calculons les classes de Stiefel-Whitney
de la variété SA,. Le fibré tangent TA, = X, o X, se restreint en
i* TA, = TSA, @€' puisque TS' est trivial. Calculons donc
W, oRy).

On sait que, si w(Ay) = II (1 +¢,) formellement, alors :
1<i<3
A oN) = In L+t +¢
W o As) 1<i<j<3 ( (T

=1+a, +(@,a, +a,)
tous calculs faits ;
et donc : Wy, wy(A3 o) =a,a, .
Puis : w, w3(SU(3)/SO(3)) = (i*a, a; , [SA, 1)
={p(* by),[SA; D
=1 d’aprés 7.9 et 7.8.

Il existe donc une U-parallélisation de SU(3)/SO(3) dont le
nombre b, est impair. Par modification de cette U-parallélisation
au voisinage d’un point, on peut rajouter 4 ce nombre b, toute
valeur prise par b, sur le groupe &, des sphéres, soit tout multiple
de 4 d’aprés 6.4. (Cette opération correspond & faire la somme
connexe de 'immersion lagrangienne avec une immersion lagrangienne
de S®.) On peut donc transformer le nombre impair obtenu en
1 ou —1. u]

Une autre conséquence de 7.4 est

7.10 Remarque. — Le générateur de I Lg est SU(3)/SO(3); u]

et une conséquence du calcul précédent est

7.11 Remarque. — Le générateur de Q25° est SU(3)/SO(3). o
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8. Applications a la théorie énumérative
des singularités lagrangiennes.

Dans cette partie, nous utiliserons les résultats de [19], avec les
notations de [19] et de [5].

8.1. PrOPOSITION, — Soit i.: V"<*— C" une immersion lagrangienne
générique, alors (que V soit orientable ou non),

a)si n =2, le nombre de points de type A, sur V est pair
[20];

b) si n =3, le nombre de points de type A, ou D, sur V
est pair ;
c)si n =4, le nombre de points de type Ay sur V est pair ;

d)si n =6, le nombre de points de type A, sur V est pair.

Démonstration. — Vassiliev a montré dans [19] que les “nombres
de points” considérés sont des invariants de cobordisme, plus préci-
sément des nombres caractéristiques (i.e. provenant de la cohomologie
de A ; cette remarque est sans doute un peu plus explicitée dans
[5]). La proposition 8.1 est alors une conséquence de 7.2 o

Voici un résultat un peu plus sérieux. Vassiliev a montré aussi:

8.2. ProrosITION [19]. — La classe caractéristique associée da la
singularité A, ou Eg est 3b, ., la classe caractéristique associée
a la singularité Py est B,b,, celle associée a E, est —3B,b,. O

Or, nous avons calculé les valeurs possibles du nombre b, sur
les immersions lagrangiennes de S® dans 6.4, et sur le générateur

Y

de L, dans 7.4. En ajoutant a ces résultats I’isomorphisme 0

L, —> L,, et la valeur de la classe de Maslov Bo €HY(A;2)
sur le générateur de L, [2], nous pouvons répondre a une question
posée par V.I. Arnold [3].

8.3. PROPOSITION . — a) L'image des nombres caractéristiques A,
et Ej:L;——> Z est exactement 3Z. De plus, on peut réaliser
comme nombre de points de type A, ou Eg, tous les multiples
impairs de 3 par des immersions lagrangiennes de SU(3)/SO (3)
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dans C°, tous les multiples de 12 par des immersions lagrangiennes
de S’ dans C5.

b) L'image du nombre caractéristique Py :L, —> Z est
exactement 2Z. De plus, on peut réaliser comme nombre de points
de type P tous les multiples impairs de 2 par des immersions
lagrangiennes de U(3)/SO(3) dans C®, tous les multiples de 8
par des immersions lagrangiennes de S* x S*® dans C® . a

(L’énoncé analogue pour E, est clair 4 partir de 8.2 et 8.3 b).)

BIBLIOGRAPHIE

[1] J.F. Apams, On the groups J(X), IV, Topology, 5 (1966),
21-27.

[2] V.I. ArNoLD, Cobordismes lagrangiens et legendriens, I et II,
Funkt. Anal. Ego Prilozh., 14 n° 3, (1980), 1-13 et n® 4, p. 8-17.

[3] V.I. ARNoLD, Singularités des systémes de rayons, Uspekhi
Math. Nauk., 38 n° 2, (1983), 77-147.

[4] M. AupIN, Remarques sur les nombres caractéristiques entiers
de certaines immersions lagrangiennes, C.R.A.S., Paris, 297
(1983), 561-563.

[5] M. AupIN, Classes caractéristiques d’immersions lagrangiennes
définies par des variétés de caustiques (d’aprés V.A. Vassiliev),
Séminaire Sud-Rhodanien de géométrie, I, Travaux en cours,
Hermann, Paris (1984).

[6] A. BoREL, Sur la cohomologie des espaces fibrés principaux
et des espaces homogénes des groupes de Lie compacts, Ann.
of Math., 57 (1953), 115-207.

[7] P. ConnERr, E.E. FLoyp, The relations of cobordism to
K-theories, Lecture Notes in Math., 28, Springer (1966).

[8] A. DoLp, Volistindigkeit der Wuschen Relationen zwischen
den Stiefel-Whitneyschenzahlen differenzierbarer Mannigfaltig-
keiten, Math. Z., 65 (1956), 200-206.

[9] J. ELiasSHBERG, Cobordisme des solutions de relations différen-
tielles, Séminaire Sud-Rhodanien de géométrie, I, Travaux en
cours, Hermann, Paris (1984).



194 M. AUDIN

[10] D.B. Fuks, Classes caractéristiques de Méslov-Arno]d, Dokl
Akad. Nauk SSSR, 178 (1968), 303-306.

[11] D.B. Fuks, Cohomologie modulo 2 du groupe des tresses, Funkt.
Anal. Ego Prilozh., 4 n° 2 (1970), 62-73.

[12] M. GRoMoVv, A topological technique for the construction of
solutions of differential equations and inequalities, Actes Congres
Intern. Math., Nice, (1970), tome 2, p. 221-225.

{13] J.A. Lees, On the classification of Lagrange immersions, Duke
Math. J., 43 (1976), 217-224.

[14] J. MiLNoR, J.C. MOORE, On the structure of Hopf algebras,
Ann. of Math., 81 (1965), 211-264. -

[15] J.-M. MorvaN, Une obstruction a la transversalit¢é de deux
champs de plans lagrangiens, Séminaire Sud-Rhodanien de géo-
métrie, II, Travaux en cours, Hermann, Paris (1984).

[16] L. ScuwarTz, K-théorie et homotopie stable, these d’Etat,
Université Paris VII, 1983.

[17]1 L. SmitH, R. StoNG, Exotic cobordism theories associated with
classical groups, J. of Math. Mech., 17 (1968), 1087-1102.

[18] R. THOM, Quelques propriétés globales des variétés différentielles,
Comm. Math. Helv., 28 (1954), 17-86.

[19] V.A. VassiLIEv, Classes caractéristiques d’immersions lagran-
giennes et legendriennes duales aux caustiques et aux fronts
d’onde, Funkt. Anal. Ego Prilozh., 15 n° 3, (1981), 10-22.

[20] V.A. VAsSILIEV, Auto-intersections de fronts d’onde et nombres
caractéristiques legendriens (lagrangiens), Funkt. Anal. Ego.
Prilozh., 16 n° 2 (1982), 68-69.

[21] C.T.C. WALL, A characterization of simple modules over the
Steenrod algebra mod 2, Topology, 1 (1962), 249-254.

Manuscrit recu le 16 avril 1984.

Michéle AUDIN,
Université de Paris-Sud
Mathématiques
bat. 425
F - 91405 Orsay Cedex.



