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Fibres normaux d'immersions en dimension double, points 
doubles d'immersions iagrangiennes et plongements 
totalement r~els 

MICHl~LE AUDIN 

I1 y a actuellement toute une activitd autour des problEmes de plongements 
lagrangiens dans C n (une immersion f : V ~ C n est lagrangienne si, en tout point x 
de V, iT~f(T~V) est l'orthogonal de T~f(TxV)). La classification des immersions 
lagrangiennes est un des effets de la mEthode de [Gromov-1970] (voir aussi 
[Lees-1976]). Le probl~.me des plongements est autrement plus rigide, et va 
sfirement donner des rEsultats surprenants. Par exemple, un sous-produit d'une 
nouvelle puissante thEorie dEveloppEe par [Gromov-1985] est: pour que V 
possEde un plongement lagrangien dans C n, il faut que H~(V; ~) ne soit pas nul. 

Dans cet article, je vais montrer que la topologie diffErentielle "molle" a 
quand mEme des choses ~ dire sur le problEme de I'existence de plongements 
lagrangiens. Je vais m6me l'aborder sous un angle trEs grossier: pour que V 
possEde un plongement lagrangien dans C n, il est nEcessaire qu'elle possEde, dans 
la mEme classe d'homotopie rEguliEre ordinaire, ~ la fois une immersion 
lagrangienne et un plongement (ordinaire). 

Un "lemme de Whitney" d'Elimination des points doubles a permis 
( toujours. . . )[Gromov-1973] (voir aussi [Forstneri~-1986b]) de montrer que 
cette derniEre condition est suffisante pour que V possEde un plongement 
totalement reel (c'est la version "molle" des plongements lagrangiens: on 
demande seulement que Txf(TxV) et iTxf(T~V) soient transverses). I1 se trouve 
que les sous-variEtEs totalement rEelles de C n sont intEressantes en elles-m~mes: 
elles permettent par exemple de construire des domaines d'holomorphie (voir 
[Stout-Zame-1985] par exemple). 

La prEsente approche, fort grossiEre pour les plongements lagrangiens (elle 
n'imposera jamais des choses comme Hi(V; ~ ) ~ 0 )  est ainsi suffisante pour 
donner des caractErisations des variEtEs qui poss~dent des plongements totale- 
ment reels. 

Pour presenter simplement les rEsultats de cet article, je partage la question 
sous-jacente/t la remarque "grossiEre" prEcEdente en deux: 

a) Combien y a-t-il de classes d'homotopie rEguliEre d'immersions ordinaires 
de la variEtE V dans C n qui contiennent des immersions lagrangiennes? 
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b) Comment decider, ~t la vue de la topologie de V, si ces classes contiennent 
des plongements (ordinaires)? 

Voici d'abord des rdponses ~ a): 

0.1. THI~ORI~ME. Soit V une vari~t6 ferm6e de dimension n. S i n  + 1 n'est 
pas une puissance de 2, il existe au plus une classe d'homotopie r~gulidre 
d'immersions de V dans R ~ qui contient des immersions lagrangiennes. 

Sans hypotheses suppl6mentaires, on ne peut pas supprimer l'hypoth~se de 
dimension, puisqu'on a aussi. 

0.2. THI~ORI~ME. Pour tout entier q, il existe une vari~t~ (orientable) V de 
dimension n = 2 q - 1, dont toutes les classes d'homotopie r~gulidre d'immersions 
dans C n contiennent des immersions lagrangiennes. 

C'est le cas pour toutes les vari6t~Ss orientables de dimension 1 (trivialement) 
et 3. En particulier, toutes les varidt6s orientables de dimension 3 poss~dent des 
plongements totalement reels dans C 3. 

On a quand mEme 

0.3. PROPOSITION. Si V e s t  une vari6t~ stablement parall~lisable de dimen- 
sion n 4= 1 et 3, il existe une classe d'homotopie r~gulidre d'immersions de V dans 
C ~ qui contient toutes les immersions lagrangiennes de V. 

Passons maintenant ~ la question b). Soit f : V ~  C" une immersion lagran- 
gienne, d6signons par d ( f )  le nombre de points doubles d'une approximation 
croisements normaux de f, comptds "algdbriquement" comme dans [Whitney- 
1944], ainsi: d ( f )  ~ Z si Vest  orientable et n pair, d ( f )  ~ 7//2 dans tousles autres 
cas. La nullit6 de d ( f )  est une condition ndcessaire et sutiisante (m~me dans le 
cas des surfaces dans ce contexte) pour que f soit rdguli~rement homotope h un 
plongement, quand Vest  connexe. 

Le cas ofl n est pair est bien classique (au moins si V est orientable). On 
trouve 

0.4. PROPOSITION. Soient V une vari~t~ de dimension n = 2k et f : V ~ C" 
une immersion lagrangienne. Alors 

d ( f )  = ( - 1 )  k+l x(V) (rood 2si  Vn 'es tpas  orientable); 
2 

z ( V )  dEsigne la caract6ristique d'Euler. Si n est impair (n = 2k + 1), on peut 
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espErer que la semi-caractEristique de Kervaire 

k 

~z/2(V) = ~ dim H~(V; ~/2) mod 2 
i=0 

va jouer le m~me rEle, puisqu'on a 

0.5. THtS.ORI~ME. Soient V une oari~t~ ferm~e de dimension n impaire et 
f : V---~C n une immersion lagrangienne. Alors d ( f ) = ~ z / 2 ( V )  au moins dans les 
cas suivants : 

a) n 4:1 et 3 et Ves t  stablement paraU~lisable, 
b) n = 4h + 1 (h --- 1) et V est orientable, 
c) n = 8h + 3 (h 4:2 q) et Ves t  spin. 
Voici quelques applications directes. 

0.6. COROLLAIRE.  Pour qu'une oari~t~ connexe de dimension n possdde 

un plongement totalement r~el, il faut et il suffit que son fibrd tangent complexifid 
soit trivialisable et que : 

a) s i n  =- 0 mod 2, x(V) = 0 (mod 4 si V n' est pas orientable); 
b) s i n  ---- 1 mod 4 et V orientable, ~z/2(V) = 0. 

0.7. C O R O L L A I R E .  Si V e s t  une vari~t~ stablement parall~lisable mais pas 
parall~lisable, elle ne poss~de aucun plongement totalement r~el, afortiori  aucun 
plongement lagrangien. 

Comme je l'ai dEjh dit, le cas des variEtEs orientables de dimension paire est 
bien connu. Le cas des variEtEs stablement parallElisables (au moins pour n 4: 7) 
est aussi facile (0.7 est un exercice, qui peut se faire avant ce qui le precede). Je 
vais nEanmoins les expliquer tr~s en detail pour deux raisons: d'abord, il n'est pas 
impossible que les lecteurs les plus intEressEs par les rEsultats de ce travail soient 
des consommateurs de plongements totalement reels, et pas des spEcialistes de 
topologie diffErentielle; ensuite, la demonstration de 0.3 que je vais donner est 
une bonne introduction aux voies un peu dEtournEes menant ~ 0.5 b par exemple. 

Les demonstrations de 0.1, 0.2, 0.3, et 0.4 sont fondEes sur la classification 
des immersions de [Whitney-1944], [Smale-1959] et [Hirsch-1959] et sur celle 
des immersions lagrangiennes par [Gromov-1970] et [Lees-1976]. Un rEsultat 
intermEdiaire peut-~tre intEressant est l'EnumEration (quand n e s t  impair) des 
fibres normaux d'immersions en dimension double (3.1.1),* base sur un beau 

* Ce rEsultat figure d~j~ dans: W. Sutherland, Whitehead squares in Thom complexes, Proc. 
Edinburgh Math. Soc. 24 (1981) 221-229. 
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th6or6me de [James-Thomas-1965]. J'ai essay6 d'etre compl6te en ce qui 
concerne les plongements r6els, mais bien stir pas sur tout le folklore des 
immersions en dimension double, dont il n'appara~tra ici que ce qui sera utilis6 
dans les d6monstrations. 

Dans ce souci d'Stre compl6te, j'ai inclu une liste d'exemples de tout ce que je 
connais en fait de plongements totalement r6els et lagrangiens, voilh une partie 
des exemples qui viennent directement des r6sultats pr6c6dents: 

0.8. PROPOSITION. Les vari~t~s suivantes poss~dent des plongements tota- 
lement r~els : 

a) les espaces projectifs r~els p1, p3, p7 (et ceux-l~ seulement); 
b) saul en dimension 7, routes les oari~t~s parall#lisables, en particulier tous les 

groupes de Lie compacts; 
c) les espaces homogdnes U(n)/O(n), SU(3)/S0(3), SU(4)/S0(4) et 

u(n)/so(n). 
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I. 1. D~monstration de O. I quand nes t  pair 
EUe est folklorique et facile ~ partir de [Hirsch-1959], qui affirme que la 

classe d'homotopie r6guli~re de f : V " - - *  R 2" est (pour n pair) bien d6finie par la 
classe d'Euler du fibr6 normal 

e(Nf)  ~ H"(V  ; st,,O/O(n)) = H"(V  ; ~_w,) ~ Z 

ou 2 ew, est le faisceau de coefficients tordu par l 'orientation de V. S i f  est 
lagrangienne, la multiplication par i fournit un isomorphisme TV---~Nf, ce qui 

sutIit. [] 

1.2. D(monstration de O. 4 quand Ves t  orientable 

1.2.1. PROPOSITION. Soit V une vari~t~ fermde orientable de dimension n 
paire, et soit ["  V-+ R 2n une immersion. Alors 

d ( f )  = - � 89  [V]). 

D~monstration de 1.2. 1. On suppose f ~ croisements normaux, et on choisit 
une section a du fibr6 normal Nf, transverse ~ la section nulle et dont les z6ros ne 
sont pas des (images inverses de) points doubles de f. On consid~re, pour e > 0 

fE(x) = f ( x )  + ea(x) ~ ~2, 

d6finissant ainsi une approximation de f qui lui est transverse. On calcule ensuite 
l'intersection homologique 0 = f , [ V ] - f , [ V ]  en comptant les points d'intersection 

de f e t  rE. I1 y a: 
* d 'une part, les z6ros de o, en nombre "alg6brique" (e (Nf ) ,  [V]); 
* d'autre part, deux points d'intersection pour chaque point double de f, 

chacun avec le signe de ce point double. 
Ainsi, 0 = (e (Nf ) ,  IV]) + 2d(f) .  [] 

Maintenant, si f est iagrangienne, on a un isomorphisme TV--*Nf,  qui 
multiplie l 'orientation par ( -1 )  ntn-~)j2, donc e(Nf)=(-1)"~n- ' ) /2e(TV),  soit si 

n = 2k: 

d ( f )  = ( - 1 )  k+' x ( V )  
2 

[] 
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1.3. D~monstration de O. 4 quand V n 'est pas orientable 
Elle est fond6e sur la g6n6ralisation suivante d'un th6or~me de Whitney et 

Mahowald concernant les plongements (voir [Massey-1969a]). 

1.3.1. P R O P O S I T I O N  [Lannes-1982]. Soit V une vari~t~ ferm~e de dimen- 
sion n paire, et soit f : V---~ ~ une immersion. Alors, 

d ( f )  = (fftff~_,, [V]) + �89 [VI). 

Dans cet 6nonc6, ffi d6signe la i-~me classe de Stiefel-Whitney normale de V 
et �89 [V]) est un nombre entier, consid6r6 modulo 2. Je donnerai une 
d6monstraiton de 1.3.1 (due aussi ~ Lannes) dans 5.6. 

S i f  est lagrangienne, on remplace (comme plus haut) Nf par TV. Pour finir la 
d6monstration, il ne reste plus qu'~ montrer: 

1.3.2. LEMME.  Si V poss~de une immersion lagrangienne, le nombre 
(~lg'n_l,  [V]) est nut. 

D~monstration de 1.3.2. Soit g : V ~ R n§ (k assez grand) un plongement, et 
~(g) :s"+k---~ M la construction de Thom-Pontr jagyn (M est l 'espace de Thom 
du fibr6 normal de g). D6signons par u e ISlk(M; ~'/2) la classe de Thom mod 2, et 
calculons dans /q*(M;  Z/2): 

Sqn- ' (u~ , )  = ucv._,~, + u~._2cv~ 

= uCv,_lCvl; 

Comme V poss~de des immersions lagrangiennes, if2 = 0. Donc: 

(ff lff~- , ,  [V]) = (~(g)*Sq"-'(ugel), [S~+*])=0.  [] 

(En tout 6tat de cause, fin-1 = 0 pour toutes les vari6t6s V si n n'est pas une 
puissance de 2; et si n est une puissance de 2, on a par r6currence avec la 
d6monstration pr~c6dente que ( v~l wn- 1, [ V ] ) = ( a:~, [ V ] ). ) 

1.3.3. Remarque sur les surfaces. A priori, la nullit6 de d( f )  n'est pas 
suffisante pour que f soit r6guli~rement homotope ~ un plongement, quand n = 2. 
D'apr~s [Massey-1969b], il faut et il suffit: 

a) que d( f )  = O, soit ici que x(V)  soit divisible par 4; 
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b) et en plus que - 4 + 2 x ( V ) < - ( e ( N f ) ,  [ V ] ) < - - 4 - 2 x ( V ) ,  ce qui est auto- 
matique s i f  est lagrangienne: il n'y a pas de surface non-orientable dont la 
caractfristique d 'Euler  soit plus grande que 1. 

I1 existe bien des plongements totatement reels de routes les surfaces 
non-orientables dont la caractEristique d 'Euler  est divisible par 4: si x ( V ) =  

- 4 k  < 0 ,  il y a un plongement lagrangien de V dans [Givental-1986]; et il y a un 
plongement totalement reel (non lagrangien) de la bouteille de Klein dans 
[Rudin-1981]. 

w Etude des vari~t~s stablement parall~lisables de dimension n :/: 1, 3, 7 

Dans ce paragraphe, je montre 0.3 sauf en dimension 7. I1 y aura une autre 
d6monstration incluant la dimension 7 plus bas, mais celle donn6e i c i e s t  une 
bonne introduction aux probl~mes et mEthodes utilisEes dans la suite. Elle est 
fondEe sur la proposition suivante, qui est folklorique (voir par exemple 
[Koschorke-Sanderson-  1977]). 

2.1. PROPOSITION.  Soit f :V--->~"+x une immersion d'une varidtd orien- 
table de dimension n, et soit g la composition V---~ I~"+1~ I~ 2~. Alors, modulo 2, 

d(g) est l'invariant de Hopf de la parall~lisation stable d~finie par f. 

La d~monstration de 2.1. que je donne i c i e s t  inspirEe d e -  et donc essen- 
tiellement due h - [S tong-1968] .  On consid~re le diagramme commutatif  de 
groupes de cobordisme 

Z 
g2o.f, 

~ ( ) , n  
n + l  

a , 7//2 

dans lequeh 
* f2r, r est le groupe de cobordisme des immersions de variEt6s orient6es de 

dimension n dans R n+~ (ou des variEt6s stablement parallElisEes): 
, oo,f  r --n+l est le groupe de cobordisme relatif des vari6t6s de dimension n + 1 

donte le bord est orient6 et muni d'une immersion dans Rn+l; 
* I2~ est le groupe de cobordisme des immersions en codimension n des 

vari6t6s de dimension n; 
O,n * ~2.+1 est le groupe de cobordisme des vari6t6s de dimension n + 1 dont le 

bord est muni d 'une immersion en codimension n; 
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* 8 dEsigne les applications "bord"  et j ,  les applications induites par 
l'inclusion ~.+1 c •2,; 

* l'application de "points doubles" d est considErEe dans 7//2 m6me s i n  est 
pair. 

Soit (W "+1, f )  reprEsentant un ElEment de o., I2,+~ : f e s t  une immersion de 8W 
dans R 2~. L'application classifiant le fibre normal de la paire (W, 8W) est 
valeurs dans ( B O ,  B O ( n ) ) .  La restriction H * ( B O ,  7/ /2)---~H*(BO(n);72/2)  est 
surjective et son noyau contient la classe w,+~, qu'on peut donc considErer 
comme un ElEment 

W,+l E H"+~(BO,  B O ( n ) ;  7//2) ,--> H " + ' ( B O ,  7//2). 

En Evaluant sur la classe fondamentale, w,§ dEfinit donc un homomorphisme: 
�9 O , n  0 O . n .  w,+~.f2,+~--+7//2 nul sur l'image du cobordisme non-orient6 s247 la 

"derni~re" classe de Stiefel-Whitney normale d'une variEt6 fermEe est nulle. 
Dans le livre de Stong (p. 1 0 2 - )  est dEfini de la mEme mani~re un 

homomorphisme, compatible via j ,  avec le prEcEdent: 

w,+1 : g2~ -'> 7//2. 

Comme toutes les variEtEs stablement parallElisables sont des bords, la longue 
suite exacte reliant g2 ~ et f2r, " se coupe: 

0 ~ o o  ~ c~o,# ~ S'2er ~ 0. 

. . ,.-~o.lr_.~ 7//2 est l'invariant de Hopf a donc un sens, et Stong L'essertion que w,, § ~ . ~,~+ l 

la dEmontre. 
Pour dEmontrer 2.1, il sutiit donc de verifier que le diagramme 

a T ~ 7/12 

est commutatif. On vErifie aisEment grace /~ une construction de Thom-  
Pontrjagyn que w.+l dEfinit 

~ .+1-+  7//2 s in  est impair; * un isomorphisme o,. 

~'~n + 1 /'l * la surjection o,. _ 7/_.. 7//2 si est pair. 

Comme il y a assez peu d'homomorphismes de Z / 2  ou E dans 7//2, il suflit de 
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trouver un 616ment de l'image de O sur iequel d vaut 1. II est clair que 
l'immersion de Whitney est un exemple. [] 

Les vari6t6s stablement parall61isables 6tant en particulier orientables, le 
th6or~me 0.3 a d6jh 6t6 d6montr6 au w quand n est pair. Je suppose donc 
d6sormais que n e s t  impair. Dans ce cas, il y a, d'apr~s la classification des 
immersions de [Hirsch-1959], exactement deux classes d 'homotopie r6guli~re 
d'immersions de V dans E2,: 

H " ( V  ; ar,,O/O(n)) = H " ( V  ; 7//2) = 2~/2. 

De 2.1 et de la solution du probl~me de l'invariant de Hopf,  on d6duit: 

2.2. C O R O L L A I R E .  Soit V une varidt~ stablement parall~lisable de dimen- 
sion impaire n 4= 1, 3, 7. II existe sur V un fibr~ vectoriel non trivial de rang n (qui 
est stablement trivial et) qui est le fibrd normal des immersions de V dans R zn ayant 
un nombre impair de points doubles. Le fibrd normal des immersions ayant un 
nombre pair de points doubles - en particulier des plongements - est trivial. 

D~monstration de 2.Z Si f : V - - * ~  2n est une immersion dont le fibr6 normal est 
trivialisable, elle est r6guli~rement homotope ~ une immersion de la forme 
V--* ff~n+~ c ~z~. De 2.1 et d '[Adams-1960],  on d6duit q u e f a  un nombre pair de 

points doubles. 

Whitney nous a appris ~ rejouter  un point double ~ une immersion; il existe 
donc une immersion f '  ayant un nombre impair de points doubles (qui n'est donc 
pas r6guli~rement homotope ~ f ) ,  et dont le fibr6 normal n'est pas trivial. [] 

On en d6duit imm6diatement le th6or~me 0.3 (sauf pour n = 7). N.B.: de 
toute 6vidence 2.2 est faux pour la sphere S 7 par exemple, ainsi que 2.3. 

2.3. C O R O L L A I R E .  Si nes t  impair ~1, 3 et 7, les immersions lagrangiennes 
de la vari~t~ stablement parall~lisable V dans C n ont un nombre pair de points 
doubles si V e s t  parall~lisable, et un nombre impair de points doubles sinon. [] 

w D~monstration de 0.1 pour les vari~t~s de dimension impaire 

3.1. R~duction h u n  r~sultat ~num~ratif sur des fibres instables 
En dimension impaire, il n'y a pas de classe caract6ristique instable comme la 

classe d 'Euler  pour  distinguer les fibr6s normaux des immersions dans ~2n. 
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D'ailleurs, il est tout ~ fait possible que deux immersions aient des fibres normaux 
isomorphes sans ~,tre rEguli~rement homotopes; par exemple sur les spheres S" de 
dimension n = 3 ou 7, tous les  fibres de rang n sont triviaux (en particulier 
isomorphes entre eux); pourtant l'immersion de Whitney, qui a un point double, 
n'est pas rEguli~rement homotope au plongement standard S n c ~n+l t::: {]~2.n, qui 
n'en a pas. Que ces exemples aient des dimensions de la forme 2 q - -  1 n'est pas un 
hasard, puisque je vais dEmontrer 

3.1.1. PROPOSITION.* Soit V une vari(t( ferm(e et connexe, de dimension n 
impaire. Si n + 1 n'est pas une puissance de 2, il existe sur V deux fibres vectoriels 

de rang n, non isomorphes entre eux, et stablement isomorphes au fibr( normal 
absolu N V  de V. 

Dans ce cas, les deux reductions de NV ,~ la dimension n d6finies par les deux 
classes d'homotopie rEguli~re d'immersions de V dans R 2~ correspondent donc ~t 
deux fbrEs normaux d'immersions non-isomorphes. Un de ces fibrEs-au 
plus-  est isomorphe au fibre tangent TV. On en d4duit 6videmment 0.1 et plus 
prEcis4ment 

3.1.2. COROLLAIRE. Si V e s t  une varidt( connexe de dimension n impaire, 

et s i n  + 1 n'est pas une puissance de 2, il existe au plus une immersion de V dans 

~2,  dont le fibr~ normal est isomorphe au fibr( tangent TV. [] 

3. 2. Etude des fibres instables stablement isomorphes au fibr( normal 
Je vais dEmontrer ici la Proposition 3.1.1. La thEorie des obstructions 

(cocha~ne de difference) dit que le groupe H~(V; :r~O/O(n)) = H ' ( V ;  7]/2) op~re 
sur l'ensemble [V, BO(n)] des classes d'isomorphisme des fibres de rang n sur V. 
L'orbite de la classe d'isomorphisme du fibre ~ est formEe des classes 
d'isomorphisme des fibres stablement isomorphes h ~. Pour compter ces classes 
d'isomorphisme, il suffit donc de connaitre le stabilisateur de ~ dans H " (V;  7//2). 
[James-Thomas-1965] ont montrE que ce stabilisateur est l'image de 
l'application: 

A(~): IV, O1--, H"(V;  Z/2) 

n--1 

A(~). (p = ~ qo*h~_, O w,(~) 
i=0  

* Ce rEsultat figure dEj~ dans: W. Sutherland, Whitehead squares in Thorn complexes, Proc. 
Edinburgh Math. So(:. 24 (1981) 221-229. 
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(quand n e s t  impair 4:1 et 3) - les h; sont les g6n6rateurs de H*(SO; 7//2) d6finis 
par [Borel-1954]. Voici une explication de ce r6sultat, dans le cas o0 ~ est le fibr6 
normal Nf  d'une immersion f de V dans Rz": cette immersion d6finit un 
isomorphisme: 

xR z" (1) 

Tout 616ment q9 de [V, O]--[V, O(2n)] d6finit un autre tel isomorphisme, la 
composition: 

TV ~ ~-..~ V x ~ 2n-.~ V x ~ 2n 

(x, v) (x, 

(2) 

A(~) associe /~ tp la classe de cohomologie de la cocha~ne de diff6rence reliant 
les r6ductions de NV ~ la dimension n d6finies par (1) et (2). Dire que A(~) est 
surjective, c'est bien exactement dire que toutes les r6ductions possibles sont 
r6alis6es par le m~me fibr6 ~. 

I1 est clair que 3.1.1 est une cons6quence directe de ce th6or~me de James et 
Thomas et de: 

3.2.1. LEMME. Soient V une vari~t~ de dimension n, et q9 une application 
continue de V dans SO. Sin + 1 n'est pas une puissance de 2, alors A(NV) . q9 = O. 

[N.B. A(~) - et c'est heureux, vue son interpr6tation - ne d6pend que de la classe 
d'isomorphisme stable de ~.] 

Ddmonstration de 3.2.1. I1 s'agit de v6rifier que le nombre 

(Y. u [v]) 

est nul. Ce nombre ne d6pend que de la classe de bordisme non-orient6 de 
l'application tp. Soit donc A,:Nn(SO)---~Z/2 l 'homomorphisme qu'il d6finit 
(N,(SO) designe l'homologie de SO pour le spectre MO, N . (p t )  est d6ja apparu 
sous le nom de f2 ~  la d6monstration de 2.1). D6signons par u la classe de 
Thom dans H*(MO; 7//2), et soit 

6. = ~ uw~ @ h._~ e H"(MO ^ SO+; 7//2). 

Grace /~ Thom-Pontr jagyn,  il sutiit de v6rifier que, s i n  + 1 n'est pas une 
puissance de 2, 6n s'6crit comme combinaison M-lin6aire d'616ments de degr6s 
strictement inf6rieurs ~ n - o0 M est l'alg~bre de Steenrod mod 2. 
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Remarquons maintenant que 

SqJ(u | h2k-~) = ~ Sqru | Sq'hzk_l 
r+s=j  

= ~'. uw, | h,+z*-l; 
r + s  = j  

en effet, d'apr~s [Borel-1954], on a Sq*h, = C~,h~+,, mais les coefficients bino- 
miaux C~ sont tous impairs quand t = 2 k - 1. 

Soit q = [ l o g 2 n ] - d e  fa~on moins p6dante, c'est dire que n = 2 q - l + p  
(0 -<p < 2q). La formule pr6c6dente donne; 

= uw._z,+~_j | h2'-l+j + uwp ~ h2~-~ + �9 " �9 + u | h,  
i=1 j=o 

= ~fl  Sq"-2'+1( u | hz'-l)  + SqP(u ~ h2~-1). 
i=1 

(,) 

S i p  -> 1 (c'est-~t-dire s i n  + 1 n'est pas une puissance de 2), on a ainsi 6crit 6, 
comme une combinaison sC-lin6aire d'616ments de degr6s strictement inf6rieurs 
hn .  [] 

Retenons aussi que (*) montre,  s i n  + 1 est une puissance de 2 (c'est-~t-dire si 
p = 0), que 

( a (NV)-  r [V]) = (,p*h., [V]). 

ce qui nous servira pour 6tudier les vari6t6s de dimensions 2 q - 1. 

w Etude des vari6t~s de dimension 2 q - -  1 

Dans ce paragraphe, je vais montrer  0.2 et donner une demonstration de 0.3 
qui fonctionne aussi en dimension 7. 

4.1. D(monstration de 0.2 
Remarquons que la d6monstration pr6c6dente et la remarque qui la suit 

disent qu'il existe, pour tout q -> 3, une vari6t6 V de dimension n = 2 q - -  1 dont 
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toutes les immersions dans R z" ont des fibres normaux (instablement) isomorphes 
entre eux: en effet H*(MO; Z/2) est, comme chacun sait depuis [Thom-1954] un 
M-module libre, donc H*(MO ^ SO+;Z/2) aussi, et toute famille d'EIEments 
{ a |  oO a parcourt une M-base de H*(MO;Z/2)  et b une Y/2-base de 
H*(SO; Z/2) en est une M-base. En particulier, il existe une M-base contenant  
les u | hi, et donc une M-base contenant 6,  s in  est une puissance de 2 d'apr~s la 
remarque finale du w Donc il existe une variEtE V e t  une application q0 telles 
que: 

A(NV)qg~O~H"(V;~_[2),  n = 2 q - 1 ,  

ce qui sutfit pour n :~ 1 et 3 d'apr~s James et Thomas. 
En fait, ces auteurs ont aussi vErifiE que l'espace projectif Pn est un exemple 

explicite d 'une telle variEtE. Un calcul simple montre que (sauf s i n  = 1, 3 ou 7) 
cet espace projectif ne possEde pas d'immersions lagrangiennes (le dit calcul est 
trEs simple quand n n'est pas de la forme 2 q - - 1 ,  puisqu'alors TP" @R C a des 
classes de Chern non nulles et ne peut ~3tre trival; dans ie casn  = 2 q - -  1 ,  qui nous 
intEresse ici, c'est un peu plus dElicat: il faut connaltre la K-thEorie complexe de 
p n . . .  mais c'est classique). L. Smith m'a suggErE que ceci pouvait 6tre lie ti un 
thEor~me de [Brown-1973], mais ce n'est pas absolument clair pour i'instant. 

Le calcul effectuE ci-dessus dans H*(MO ^ SO+; 2~/2), si on ie transf~re dans 
H*(M;~ A SO+; Y/2), ofa M~. est le spectre dEfinissant le cobordisme iagrangien 
non-orientE, montre de mEme: 

4.11. R E M A R Q U E .  Pour tout q, il existe une varidtd V, de dimension 
n = 2 q - 1 ,  possddant des immersions lagrangiennes dans C n, et dont toutes les 

immersions dans R 2" ont des fibres normaux isomorphes. [] 

Je renvoie ~ [Audin-1986a] ofi sont 6tudi6s le spectre M~. et sa cohomologie 
mod 2. 

Pour montrer  0.2, il faut encore: 
* Montrer  qu 'on peut supposer que Ves t  orientable; 
* Montrer  qu 'on peut supposer aussi que l 'isomorphisme entre les fibres 

normaux provient bien d'un isomorphisme de TV | C. 
Revenons aux commentaires sur le thEor/.~me de James et Thomas qui figurent 

au debut de 3.2, en supposant que V a l e s  propriEtEs EnoncEes dans la remarque 
4.1.1. 

Une immersion lagrangienne f : V - - ~ C  n fournit un isomorphisme de fibres 
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vectoriels complexes 

T V |  n. 

Si tp est une application de V dans O(2n), elle fournit un isomorphisme de 
fibres vectoriels r~els 

TV | C--~ V x C  n = V x R~'--* V x R2~. (,) 

Si (cp*hn, [V]) = 1 (n = 2  q - -  1->7), cet isomorphisme dEcrit 1' "autre"  
immersion de V dans R 2n. Pour assurer que cette autre immersion est lagran- 
gienne, le thEor~me de classification de [Gromov-1970]-[Lees-1976] attirme 
qu'il suttit que l 'isomorphisme (*) soit un isomorphisme de fibres vectoriels 
complexes, autrement dit que tp provienne de U(n) via l'inclusion j :  U ( n ) c  
O(2n). I1 suttit donc de verifier: 

4.1.2. PROPOSITION. Pour tout entier n impair, il existe une uari~t~ 
orientable V de dimension n, telle que TV | C est trivialisable, et une application 
~2: V---~ U(n) o~rificant ((jo ~p)*hn, IV]) = 1. 

D~monstration de 4.1.2. (dans tout ce qui suit, n = 2 k - 1 ) .  ConsidErons 
l 'homomorphisme: j* : H n (SO; Z/2) ~ H n (U; 7//2). 

Dans la fibration universelle SO---~ ESO---~ BSO, la classe hn a pour transgres- 
sion wn+l. Soit at, e Hn(U;7/) tel que, dans la fibration U---~EU--~BU, la 
transgression de a~,, soit la classe de Chern ck. Par j '  : BU---~ BSO, l'image de wn+l 
est la reduction mod 2 de Ck, donc j*hn = a~n (en appelant encore orn la reduction 
rood 2). 

En appelant Ln(U) l 'homologie de U pour le spectre M;~ dEfinissant le 
cobordisme lagrangien orientE (voir [Audin-1986a] pour ses propriEtEs), il suffit 
de verifier que l'image de l 'homomorphisme, defini par ten mod2,  tr~ :Ln(U)--+ 
7//2 contient 1. 

J 'ai montrE dans l'ouvrage cite que H*(M;(, 7//2) est un M-module "simple" 
(suivant la terminologie de Wall); il s'ensuit que H*(M#. A U+; 7//2) est aussi un 
M-module simple et que les elements de la cohomologie de U mod 2 qui peuvent 
prendre des valeurs non nulles sur L,(U)  sont les elements de ker Sq x qui ne sont 
pas dans Im Sq 1. Comme la cohomologie enti~re de U est sans torsion (c'est 
l'alg~bre exterieure sur les tri - i impair), tous les ElEments orn sont concernes. [] 
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4.2. DEmonstration complete de O. 3 
Le Th6or~me 0.1, que nous avons d6montr6 plus haut, contient 0.3 sauf pour 

les dimensions 2 q - -1  (q-> 3). Si on veut d6montrer 0.3 sans utiliser la solution 
du probl~me de l'invariant de Hopf, pr6cis6ment r6put6 difficile dans ces 
dimensions, il suffit d'6tudier ces dimensions. 

4.2.1. PROPOSITION. Si V e s t  une vari~t~ stablement parall~lisable de 
dimension impaire n >- 5 et cp : V--* U une application continue, alors (qg*a~,, [V]) 
est un nombre pair. 

DEmonstration de 4. 2.1. Consid6rons une d6composition cellulaire de V avec 
une seule cellule en dimension n, et e: V---~S" l'application qui 6crase le 
(n - 1)-squellette V ("-1) en un point. On a une cofibration 

V (n-I) t...) V "% S n 

qui d6finit des suites exactes et un diagramme commutatif 

K-'(S") e*ll K- ' (V)  , K-1(V ~"-')) 

H~(Sn;2) ~', H~(V;2)  , H~(V(~-~);2) 

) 0  

oh K est la K-th6orie complexe [Rappel: K-X(X) = [X, U].] De toute 6vidence, 
e* est un isomorphisme en cohomologie enti~re. 

Comme V est stablement parall61isable, il existe une application stable o de V 
dans S n qui scinde (stablement) l'application e. Rappelons sa construction: on 
plonge V dans ~n+k (k assez grand), et on applique une construction de 
Thom-Pontr jagyn ?~ ce plongement. Le fibr6 normal est trivialisable (k est assez 
grand) et son espace de Thom est donc S k A  V +. On a donc une application 
o:sn+k---~ S k A V + qui est un repr6sentant de l'application stable cherch6e. 

On peut r66crire le diagramme ci-dessus: 

0 ) K-'(S") e. K- ' (V)  , K - ' ( V  ("-')) 
r,,.....,/ 

q ~ .1 1 
o , H"(S" ;  , H" (V;  Z) , 0  

) 0  

L'image de a ,  : K - I ( V ) - - ) H " ( V ;  71) s'identifie donc ~ celle de a ,  :K- I (S  ") = 
~r,,U--,H"(S";2v). Autrement dit, il suffit de v6rifier 4.2.1 quand V e s t  une 
sphere. 
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Ecrivons n = 2 k -  1. Par d6finition de tr,, il revient au m~me de calculer 
rimage de ck :Jt2k(BU)----~H2k(sEk; 7/), dont il est classique qu'elle est form6e des 
multiples de ( k - 1 ) !  (par exemple par int6gralit6 du caract~re de Chern). 
Comme 2k - 1 ~ 5, (k - 1)! est divisible par 2. [] 

4.3. Les dimensions 1 et 3 
I1 est bien clair que 0.1 est faux en dimension 1: toutes les immersions sont 

lagrangiennes. Comme le th6or~me de James et Thomas ne s'applique pas en 
dimension 3 non plus, il faut faire une 6tude sp6cifique. Prenons comme point de 
d6part le cas de la sphere S 3, qui est bien connu: 

4.3.1. PROPOSITION. [Gromov-1973]. Toutes les classes d'homotopie 
r~gulidre d'immersions de S 3 clans ff~ 6 contiennent une immersion lagrangienne. 

Cette proposition figure aussi dans [Kawashima-1981]. La d6monstration 
homotopique la plus simple est celle de Gromov, qui figure maintenant dans son 
livre ([Gromov-1986]). La d~monstration g6om6trique la plus simple consiste 
exhiber une immersion totalement r6elle dans chacune des deux classes 
d'homotopie r6guli~re d'immersions: il y a un plongement totalement r6el de S 3 
dans [Ahern-Rudin-1985], et il y a une version lagrangienne de l'immersion de 
Whitney (pour toute dimension n) donn~e par (x, y ) ~  (1 + 2iy)x, o~ x e ~n, 
y e R ,  et I lxl l2+y2=l .  [] 

N.B. La d6monstration homotopique donne le r6sultat oppos6 pour S 7 bien plus 
simplement que par la preuve g6n6rale de 0.3: une parall61isation tpo de S 7 6tant 
fix6e, ii toute application ~p :$7---> U, on associe une trivialisation de TS 7 ~R C, et 
doric une classe d'homotopie r6guli~re (lagrangienne) d'immersions lagran- 
giennes. Les immersions ordinaires, elles, sont donn6es par les 616ments de 
~7(S0/S0(7)) .  Ainsi la classe d'homotopie r6guli~re ordinaire d'une immersion 
lagrangienne d6finie par ~p est donn6e par la composition: 

$7-"~ U'-'> SO-'~ S 0 / S 0 ( 7 )  

mais ~7S0--~7S0]S0(7 ) est l'homomorphisme surjectif de 7/ dans ~_/2, et 
~7U-'~ ~t7SO est d'indice 2; doric l'image de zc7U--* 7~7S0/S0(7 ) est nulle, donc 
-il y a une seule classe d'homotopie r6guli~re qui contient des immersions 
lagrangiennes (et comme il y a un module lagrangien de l'immersion de Whitney, 
ce n'est pas "la classe du plongement). 

Revenons aux vari6t6s de dimension 3. Le corollaire suivant de 4.3.1 a d6jh 
6t6 remarqu6 par [Forstneri~-1986b] (le m~me auteur a g6n6ralis6 l'exemple 
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explicte de plongement totalement r6el de S 3 mentionn6 plus haut ~ beaucoup de 
quotients de cette sphere, en particulier tous les  lenticulaires dans [Forstneri~- 
1986a]). 

4.3.2. C O R O L L A I R E .  Soit V une vari(t~ orientable de dimension 3. Toutes 

les classes d 'homotopie r(guli~re d' immersions de V dans R 6 contiennent des 

immersions lagrangiennes. En particulier, V possdde un plongement totalement 

r~el. 

DOmonstration de 4.3.2. La vari6t6 V e s t  parali61isable. Comme dans la 
d6monstration pr6c6dente, on doit donc consid6rer l'image de l'application 
naturelle [V, U]--* [V, S 0 / S 0 ( 3 ) ]  qui entre clans un diagramme commutatif  

[v, u] , IV, so /so(3) l  

gr3U , Jr3SO/SO(3 ) 

o/a e est d6fini en 6crasant le 2-squelette comme dans 4.2. Comme S 0 / S 0 ( 3 )  est 
2-connexe, le e* de droite est une bijection. La fl~che horizontale du haut est 
donc aussi surjective. [] 

w Caiculs de points doubles 

Dans ce paragraphe, je vais montrer le Th6or~me 0.5 et la Proposition 1.3.1. 

5.1. Les vari~t~s stablement parall6lisables 
Quand Vest  stablement parall61isable, et dim V 4: 7, on peut d6duire 0.5a) de 

2.3 et d 'un th6or~me de [Bredon-Kosinski-1966] qui dit que (en dimensions 
impaires 4:1, 3, 7) ~l/2(V) est l 'unique obstruction ~ la parall61isabilit6 de V. 
Cette d6monstration ne fonctionnant pas en dimension 7, je vais donner un 
argument plus g6om6trique. 

Soit f : V--* R "+1 une immersion de V en codimension 1, et N = N ( f )  : V--* S" 

son application de Gauss (une orientation de V 6tant choisie). Le couple (N, f )  
d6finit une immersion de V dans S" x ~ ,+l ,  avec 6videmment N ( x ) .  T J ( ~ )  = 0 

(~ ~ T~V), ce qui fait que la projection sur TS n = {(p, q) e S" x R "+l [ q ~p• est 
automatiquement une immersion lagrangienne f de V dans TS" (TS ~ est consid6r6 
comme une sous-vari6t6 de ~ " + l x  ~"+~= C ~§ et munie de la forme symplec- 
tique qui est la restriction de to; elle-ci coincide, au signe pros, avec la structure 
symplectique canonique de T*S ~ si l'on identifie TS ~ ~ T*S ~ par la m6trique 

euclidienne). 
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Soit maintenant F:Sn---~ C n une immersion lagrangienne. Suivant [Weinstein- 
1977], elle se prolonge en une immersion symplectique (d'un voisinage de la 
section nulle) de T*S ~ dans C ~. La composition 

V"> S" x R"+I--* TS" = T*S"--*C" 

est alors clairement une immersion lagrangienne, not6e Ff. 

5.1.1. PROPOSITION. d(Ff ) = d( f )  + d(F) deg N ( f )  rood 2. 

5.1.2. LEMME.  d( f )  est l'invariant de Hopf  de la parall~lisation stable d~finie 
par f. 

Je montrerai 5.1.2 dans 5.3. Admettons 5.1.1 pour un instant; voici comment 
on en dSduit 0.5a): Suppons n (impair) :#1 et 3. D'aprSs 0.3, toutes les 
immersions lagrangiennes de V dans C n ont le m~me nombre de points doubles 
mod2 ,  et de mSme pour celles de S". Grfice ~t l'existence de l'immersion 
(lagrangienne) de Whitney, on a d(F)=  1. Pour toute immersion lagrangienne 
g : V ~ C ", on a donc: 

d(g) = d(Ff) = hopf ( f )  + deg N ( f )  = ~zr2(V) 

d'apr6s [Kervaire-1965] et [Kervaire-1957]. [] 

D~monstration de 5.1.1. On peut supposer que F est h croisements normaux, 
que les pr6images des points doubles de F sont des valeurs r6guli6res de N e t  que 
f n'a pas de points doubles au-dessus de ces pr6images. On compte les points 
doubles de Ff. 

D'apr6s les hypoth6ses faites sur F et f,  il y a d(f)  points doubles de F r / i  
l'ext6rieur d 'un voisinage (fibr6) des points doubles de F. Chaque point double de 
F cr6e de nouveaux points doubles pour F r, autant (si a, b e S n et F(a) = F(b))  
que le produit du nombre de feuilles de N au-dessus de a par le nombre de 
feuilles de N au-dessus de b. Ce produit est (rood 2) (deg N) 2 = deg N. [] 

5. 2. StraMgie de la d~monstration de O. 5b) et c) 
Elle va etre beaucrop moins g6om6trique. On sait, si V e s t  une vari6t6 de 

dimension impaire ~2  q - 1 ,  qu'il y a deux fibr6s diff6rents sur V qui sont les 
fibr6s normaux des immersions de V dans R 2n (3.1.1). Ces fibr6s sont stablement 
isomorphes entre eux, et il s'agit de les distinguer par des moyens instables. 
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L'idEe est de remplacer l'outil "classe d'Euler" des dimensions paires par un 
outil gEomEtriquement analogue, bien que techniquement plus compliquE: 
montrer que ces deux fibres n'ont pas le mOme nombre de sections 
indEpendantes. 

Plus prEcisEment, je vais montrer que l'un est le fibre normal des immersions 
qui sont rEguli~rement homotopes/~ des immersions de la forme V--~ R z"-k c R 2" 
pour un k bien choisi (et sous certaines hypotheses sur V), et que l'autre a moins 
de k sections indEpendantes. 

Pour decider lequel est le fibre normal des immersions lagrangiennes, il n'y 
aura plus qu'/~ decider si V a ou n'a pas k champs de vecteurs (tangents) 
indEpendants. 

Cette demarche est complEtement analogue ~ celle utilisEe au w o~t Ves t  
stablement parallElisable et k = n - 1. 

Voici comment se fait le choix de k: 
a) On s'assure que (sous les hypotheses faites sur V e t  n) V poss~de une 

immersion dans ~2,-k; 
b) On calcule le nombre de points doubles des approximations/~ croisements 

normaux de la composition V--* ~2"-k C R 2". Si celui-ci ne depend pas du choix 
de l'immersion donnEe par a), on a gagnE. 

Les hypotheses du ThEor~me 0.2 sont ceUes o?a je sais achever ce programme. 

5. 3. La machinerie des calculs 
Rappelons d'abord quelques definitions et notations classiques. 
Si X est un espace pointE, QX = s dEsigne la limite de K'ZS"X---~ 

g'~+ ~S"+~X. C'est un espace dont, par construction, les groupes d'homotopie sont 
les groupes d'homotopie stable de X. 

~2X dEsigne la construction quadratique sur X; soit ~2X = E~2 A ~2(X A 
X) oO E~2 est un espace contractile sur lequel le groupe ~2 op~re sans points 
fixes, et le quotient est effectuE grace a cette operation conjointement avec 
l'Echange des facteurs de X A X. 

Si u ~ HP(X), P2u e H2P(~2X) est la construction quadratique de Steenrod. 
Stablement, ~2X est un facteur dans QX, autrement dit, il existe une 

application stable r2: QX---~ ~zX ,  qui fait de H*(~zX)  un facteur direct dans 
H*(QX). 

Voici maintenant ce que je vais utiliser de [Vogel-1974]: 
Si h:V"---~ Y"  (m >-n + 1) est une immersion, on la transforme en un 

plongement V ~ Y" x • k grace ~ une application sEparant les points multiples de 
h. On effectue ensuite une construction de Thom-Pontrjagyn, obtenant 
cp:Sk~'---~ SkM~ o?a ~" est le compactifiE d'Alexandroff de Y e t  M~ l'espace de 
Thom du fibre normal ~ de h. Par adjonction, on en dEduit une application 
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fI)(h):~ r'') ~'~kSkM~"~ QM~. Vogel consid~re la vari6t6 de points doubles de h: 

V2(h) = {(x, y) e V x V Ix d:y et h(x) =h(y ) } /~2 ,  

oh h est suppos6e ~ croisements normaux, et calcule la classe d'hormologie, dans 
H , Y ,  port6e par V2(h). 

Le cas qui nous int6resse est celui oh m = dim Y = 2n = 2 dim V, oh la classe 
port6e par V2(h) est dans Ho(Y); c'est le hombre de points doubles de h. Le calcul 
de Vogel donne ici: 

d(h) = (~(h)*r~P2(Uh), [1>]) oh Uh est la classe de Thom. (,) 

N.B. On peut supposer que Y est une vari6t6 h bord, alors ~" = Y / a Y  et cette 
formule a un sens; en tout 6tat de cause je ne l'utiliserai que pour Y = R" ,  et, 
exceptionnellement pour Y = TS" tout de suite: 

D#monstration de 5.1.2. On est parti d 'une immersion f :V--+ R "+~, que je 
vais supposer h croisements normaux; en particulier, le couple (N, f ) :  V--+ 
S " x  R "+1 est un plongement, qu'on peut utiliser pour faire la construction de 
Thom-Pontr jagyn g6n6ralis6e pour f. 

Consid6rons aussi, pour t �9 [0, 1], 

(tN, f ) :  V -~S"  x R "+1 ~ [~2,,+2. 

Pour t = 0, ce n'est que la composition V-+ R "+' c ~2n C~ ~ 2 . + 2 .  Pour t petit (et 
donc pour tout t), c'est un plongement qui l 'approche. L'application (N, f )  sert 
ainsi ~t faire: 

* d 'une part, la construction de Thom-Pontr jagyn pour f :  V--+ TS"; 
* d'autre part, la construction de Thom-Pontr jagyn pour f '  : V --~, ~"+~ c R E". 
D'apr~s (*), on a donc d(f)  = d( f ' )  et on applique 2.1. [] 

D6sormais la vari6t6 Y n'est autre que l'espace euclidien R 2". 
Comme ~2X est muni d'une application naturelle dans B~2, le g6n6rateur de 

la cohomologie mod 2 de B ~  2 se retrouve dans H1(~2 X, ~/2) SOUS le nora de e. 
On d6duit facilement de (*) que 

5.3.1. PROPOSITION. Soit g:V"--~R 2n-k (k <-n - 1) une immersion, et 
f : V--* R 2"-k.~- R E" la composition de g avec l'inclusion naturelle. Alors: d( f )  = 
(~(g)*r~(ekLJP2ug), [S2"-k]). [] 
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5. 4. Le Th~ordme 0.5 en dimensions 1 mod 4 
V e s t  ici une vari6t6 de dimension n - 1 mod 4 (et n >- 5). Elle poss~de une 

immersion g dans R ~-z ,  d'apr/~s [Cohen-1985]. Je vais donc lui appliquer 
la Proposition 5.3.1 avec k =2 ,  c'est-~-dire essayer de calculer: 
( ~(g)*r~(e 2 U Pzuq), [S~-2]) .  

D'apr~s [Milgram-1974] et [Zarati-1978], dans H * ( ~ 2 M ~ ;  Z/2), on a: 

S q Z P 2 u g  = 2 2 C,_2e U P2u~ + C~_3P2(Sqtug) + (ug, Sq2u~), 

o/l la notation (x, y) d6signe le transfert du produit x x y: 

x x y E H * ( X  A X )  ~ H * ( E ~ z  A X A X )  ,r , H * (~2 X) .  

Comme n l m o d 4 ,  z -= C~_~ est impair. Si on suppose en plus que V e s t  
orientable, alors Sqiug = 0. On obtient: 

e 2 U P2u~ = Sq2pzu~ + (ug, ugr 

Le terme Sq2P2ug va s 'annuler dans la cohomologie de la sph6re. I1 suffit donc 
de calculer: ~(g)*r~(Ug, UgCV2). Si r : Q X - - * X  d6signe l'application stable 
6vidente (d6finie par l'identit6 de QX) ,  Zarati a montr6 dans le mSme article 
que: 

r~(x, y)  = r*(x U y) + r*x U r*y. 

Le cup-produit va s 'annuler dans la cohomologie de la sph6re; ii reste: 

d ( D  = u [s2"-:]) 

= (dP(g)*r*(UgCVzCe,_2) , [$2"-21) 

= [ v ] ) .  

Le fait que le r6sultat ne d6pende pas du choix de g fournit une autre 
d6monstration de 3.1.1 et de 0.1 pour les vari6t6s orientables de dimension 1 
m o d 4  (je ne sais pas si le terme provenant de Sqtug dans le calcul pr6c6dent 
d6pend de g si V n'est pas orientable), avec la pr6cision suppl6mentaire: 

5.4.1. PROPOSITION.  Soit V une oari~td orientable de dimension 

n = 4h + 1 >- 5. ll existe sur V deux fibres de rang n stablement isomorphes entre 



614 . MICHELE AUD1N 

eux et tels que: 
* l'un a deux sections indEpendantes et est le fibre normal des immersions de V 

dana R E" ayant (1~21~n_2, [V]} points doubles; 
* l'autre n'a qu'une section non nulle et est le fibre normal de toutes les autres 

immersions de V darts ff~z". [] 

DEmonstration de 0.5b). Soit maintenant h:V---~ R 2" une immersion dont le 
fibre normal est isomorphe au fibre tangent TV (par exemple,  h est lagrangienne 
ou totalement rEelle). Alors: 

* Soit V a deux champs de vecteurs indEpendants et h est reguli~rement 
homotope  h une immersion provenant  de ~2n-2, elle a alors (w2wn_2, IV] ~ points 
doubles (wi = ri'i); 

* Soit elle n 'en a qu 'un (ne s t  impair!) et h ne peut provenir de ~z,-2.  Elle a 

donc (w2w~-2, IV]) + 1 points doubles. 
Il y a maintenant un thdor~me d ' [At iyah-Dupont-1972]  qui permet  de 

decider si V a un deuxi~me champ de vecteurs. Il s 'applique aux varidtds 
orientables de dimension 1 rood 4, sur lesquelles wn-1 = 0. Sous nos hypotheses, 
wn_ 1 = I ~ n _  1 = 0." j 'ai ddj~ utilisd que V a une immersion dans R2"-2! 

Atiyah et Dupont  affirment alors que V a un deuxi~me champ de vecteurs si 
et seulement si la semi-caractEristique rEelle ~R(V) - remplacer 2U2 par ~ dans 
la definition - est nulle. Le nombre de points doubles de l ' immersion h est donc: 

d(h ) = ~R(V) + (w2w~_2, [Vl) = ~z/2(V) 

d'apr~s [Luszt ig-Milnor-Peterson-1969].  [] 

5. 5. Le thEor~me O. 5 en dimensions 3 mod 8 
I1 est clair a priori que les calculs ne peuvent pas fonctionner aussi simplement 

en dimensions 3 mod 4, puisque celles-ci contiennent toutes les dimensions 
2 q - 1, ofl l 'on n'a aucune chance de faire aboutir la stratEgie exposEe dans 5.2, 
cause de 0.2. 

De fait, s i n  -- 3 mod 4, on peut affirmer, grace ~t [Cohen-1985] que la variEt6 
V s ' immerge dans R 2~-3, et pas moins s in  = 4 x 2 q + 3, mais appliquer 5.3.1 avec 
k = 3 ne fonctionne pas aussi simplement que dans le calcul precedent: dans la 

3 formule donnant  Sq3e2ug, le coefficient de e 2 U P2ug est Cn-3 qui est pair, essayer 
Sq2SqlP2u 8 est vouE au m8me Echec. 

Je vais donc essayer d 'appliquer 5.3.1 avec k = 4. L'hypoth~se faite sur n 
(n = 8h + 3, h 4:2 q) dit que le nombre de chiffres 1 dans l'Ecriture de n e n  base 2 
est au moins Egai ~ 4. La solution de la conjecture des immersions fournit  donc, 
encore ici, une immersion g:V---~ R 2~-4. 
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On calcule comme dans 5.4, avec 
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Sq 4p2ug = C4_4e" tO Pzug + C2_5e 2 t3 PzSqlug 

0 ' 2 + C , - 6 P z S q  ug + (u s, Sq4ug) + (Sqlug,  Sq3ug). 

L'hypoth~se faite s u r n  force 4 C,_4 h ~tre impair; si Vest  suppos6e Spin, Sqlug 
et SqZug sont nuls. On obtient comme plus haut: 

d ( f )  = ( r , [$2n-4]) = (1~41~n_4, IV]) 

dont le lecteur d6duira ais6ment un analogue de 5.4.1, que je n'6cris pas. 
Toujours d'apr6s [Atiyah-Dupont-1972],  V a au moins 3 champs de vecteurs, 

elle en a 4 si et seulement si ~ / 2 ( V ) =  0. On conclut, comme dans 5.4, que les 
immersions lagrangiennes de V ont (1,~4wn_4, [V])--~z/2(V) points doubles. Le 
Th6or~me 0.5c) d6coule maintenant du 

5.5.1. LEMME. Si V est une vari~t~ Spin de dimension impaire, 
(~ ,~ ,_4,  [V]) = 0. 

qui est une cons6quence des relations de Wu: dans la cohomologie de l'espace 
de Thom du fibr6 normal de V, on a: 

Sq4(ulTcn_4) = Ul~4l~n_ 4 • ul~3Sqll~n_4 puisque Wl = w2 = 0 et  Sqll~n_4 = 
WlW,-4 + (n - 5)ff,_3 = 0 puisque nes t  impair. Donc u~,~,_4 = Sq4(ul~n-4). [] 

5. 6. D~monstration de 1.3.1 
Elle vient du cours Peccot de Lannes dont j'ai parl6 dans l'introduction. 
Ici, n e s t  pair, f :V"---~ ~2, est une immersion, ~ = N f  son fibr6 normal, 

u I e H n ( M ~ ; Z / 2 )  est la classe de Thom mod2,  qu'on peut consid6rer dans 
H"(M~,  Zw'), en particulier 

uf t.3 u r = uce(~) e H2"(M~, 7/). 

[Massey-1969a] a calcul6 le carr6 de Pontrjagyn (n est pair): 

@:H"(M~;  7/I2)---* nz" (M~;  Zt4) 

e t a  trouv6: 

~Uf ----- p4(Uf {,.J Uf ) + 2urCv~fv._~, 
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O1~1 P4 est la r6duction mod 4 et 2:H2"(M~; 7//2)---, H2"(M~; Z/4) est induit par la 
"multiplication par 2" : 7//2 ~ Z/4. Ainsi 

~ul = Pa(ule(~)) + 2ui~, r 

L'op6ration cohomologique ~ n'est pas une op6ration stable. Dans le langage 
de 5.3, c'est dire que: 

r*o ~ - ~or*  : H2k(- ;  Z/2)--->H4k(Q-; 7]/4) 

n'est pas nulle. Ce "d6faut de stabilit6" est-calcul6 par [Zarati-1978] qui montre 
que r*o ~ - ~ o r * =  2r~P2. Toujours avec les notations de 5.3, on a donc, grace 

(*): 

2d(f)  = (2cI)(f)*r~P2uf, [sEn]) 

= (~(f)*r*~us, [sEn]) -- ( ~ ( f ) * r * u l ,  [$2"]). 

Le deuxi~me terme est nul et l'on applique la formule de Massey au premier pour 
trouver: 

2 d ( f )  = , 

+ 

-- p 4 ( e ( N f ) ,  [V]) + [V]). [] 

w Exemples 

Dans ce paragraphe, je vais d'abord d6montrer les corollaires 6nonc6s au w 
puis je donnerai tous les  exemples de constructions de plongements totalement 
r6els et lagrangiens que je connais. Ils sont tous bas6s sur des constructions assez 
simples, pour lesquelles, m~me si je ne cite pas de r6f6rence (faute d'en 
connaitre), je ne pr6tends pas ~ une grande originalit6. 

6. 7. D#monstration des corollaires 
Ils sont des cons6quences directes du th6or6me de [Gromov-1973] et de 0.4 

(pour 0.6); quant ~ 0.7, en voici la preuve: 
a) En dimension n paire, soit V n une vari6t6 orient6e munie d'une 

immersion f dans R n+l. Supposons x(V) = 0, alors le th6or~me de Hopf attirme 
que le degr6 de l'application de Gauss de f e s t  nul; or celle-ci renvoie le fibr6 
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tangent ~ la sphere S" sur le fibr6 tangent ~t V, qui est donc trivialis6. Donc si V 
n'est pas parall61isable, alors z ( V ) 4 : 0  et V n'a pas de plongement totalement 
r6el d'apr~s 0.4. 

b) Si la dimension n de V e s t  impaire, et si V est stablement parall61isable 
sans ~tre parall61isable, alors n 4: 1, 3, 7 et l 'on peut appliquer 2.3. De 0.5a), on 
peut d6duire que )~/2(V) est l 'unique obstruction (dans ces dimensions) ~ la 
parall6lisabilit6 de V, ce qui est un th6or~me de [Bredon-Kosinski-1966] dont la 
d6monstration repose sur la solution du probl~me de l'invariant de Hopf  et les 
r6sultats de Kervaire, ce que nous avons utilis6 aussi. 

6. 2. Le  cas des produits 
Comme 0.5 ne couvre pas toutes les dimensions impaires, ne dit rien sur les 

vari6t6s non orientables, e t a  une d6monstration un peu compliqu6e, il n'est pas 
inutile de faire quelques remarques 616mentaires. Elles seront bas6es sur le 
lemme de position g6n6rale suivant: 

6.2.1. LEMME.  Soit f :V"- -~C ~+k ( k - l )  une immersion isotrope d 'une 

vari#t# compacte. Alors, il existe une approximation de f parmi les immersions 

isotropes, qui est un plongement. [] 

6.2.2. R E M A R Q U E .  Soit f :V"---~C ~ une immersion lagrangienne et soit 
g : W m ~ C m un plongement lagrangien. Alors, il existe un plongement  lagrangien 

de V ~ x W m dans C ~ • C",  qui ddfinit la m~me trivialisation de T ( V  x W )  | C 

que f x g. 

D~monstration de 6.2. I. Considgrons la composition V n ~ C n c  C ~+m, et soit 
f~ un plongement isotrope qui l 'approche. Un voisinage tubulaire de f , ( V )  est 
(symplectiquement) isomorphe ~ un voisinage de la section nulle de T * V  x C m vu 
comme fibr6 sur V (voir [Weinstein-1977]). On peut plonger V x W dans ce 
voisinage tubulaire grfice ~ la section nulle de T * V  et ~ g. [] 

Le cas des plongements totalement r6els est autrement moins rigide puisque 

on a non seulement 

6.2.3. R E M A R Q U E .  Soit f : V n ~ C n une immersion totalement rdelle et soit 

g : W ' - - - ~ C "  un plongement totalement rdel. Alors, il existe un plongement 

totalement rdel de V n x  W '~ darts Cn•  C m qui ddfinit la m#me trioialisation de 

T ( V  x W ) |  que f x g. 

mais encore 
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6.2.4. REMARQUE. [Stout-Zame-1985]. Si f : V n ~  C" et g: W " ~  C m 
sont deux immersions totalement r(elles et si x (V)=0 ,  alors il existe un 
plongement totalement r(el de V x W dans C " x  C m qui ddfinit la mdme 
trivialisation de T(V x W) | C que f x g. 

Pour d6montrer 6.2.3, on remplace f par une immersion lagrangienne, comme 
[Gromov-1970] nous autorise ~ le faire et on proc6de comme dans 6.2.2. 

D~monstrafion de 6.2.4. On commence par plonger V x W dans T*V x C m 
par g~ : (x, y) ~, (eh(y)o(x),  g(y)) o~ e est petit (pour que g~ soit une immersion 
totalement r6elle), h est une fonction qui s6pare les points doubles de f (suppos6e 
g6n6rique) et o une section partout non nulle de T*V (dont l'existence est 
assur6e par la nullit6 de x(V)). On remplace ensuite f par une immersion 
lagrangienne ]:V---~ C n ~t qui l'on fait subir le m~me traitement que dans la 
d6monstration de 6.2.2 pour obtenir le plongement cherch6. [] 

Par exemple, si l'une des vari6t6s est de dimension impaire, le produit a un 
plongement totalement r6el. 

Dans ie cas lagrangien, un cas particulier int6ressant est celui oth l'une des 
vari6t6s est un tore, ou plus simplement un cercle. On a par exemple 

6.2.5. REMARQUE. Les trois propri~t~s suivantes sont ~quivalentes: 
a) V poss~de une immersion lagrangienne: 
b) V x T m possdde une immersion lagrangienne; 
c) V x T m possdde un plongement lagrangien. 

D(monstration. I1 est 6quivalent de donner une trivialisation de TV @ C ou 
une trivalisation de T(V x T m) |  L'6quivalence de a) et b) est donc un 
corollaire imm6diat du th6or6me de Gromov-Lees. L'implication c ) ~ b )  est 
triviale, et a ) ~  c) est cons6quence de 6.2.2. [] 

Voici une application. ConsidErons l'espace homog6ne U(n)/O(n) (grassman- 
nienne des iagrangiens), et l'application U(n)/O(n)---~Sym (n, C) (espace vec- 
toriel complexe des matrices sym6triques n x n) d6finie par passage au quotient 
de U(n)---* Sym (n, C) A ~--~tAA. 

On se convainc facilement que c'est un plongement lagrangien (voir [Audin- 
1986a]). On en d6duit que le rev~tement double U(n)/SO(n) poss6de des 
immersions lagrangiennes, et, comme celui-ci s'6crit aussi S t x SU(n)/SO(n), 

qu'il poss~de, des plongements lagrangiens (l'assertion 0.8c) sur SU(3)/S0(3) et 
SU(4)/S0(4) est alors une application imm6diate de 0.6). 

A titre d'autre application, remarquons que 6.2.2 permet de construire 
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beaucoup de plongements lagrangiens diffdrents (non rfguli~rement homotopes 
parmi les immersions lagrangiennes) de la mSme variEtE, par exemple, pour 
n--2,  il y a une infinite de classes d'homotopie rEguli~re d'immersions lagran- 
giennes de T" dans C" qui contiennent des plongements lagrangiens. 

6. 3. Des fibres en tores 
Une gEnEralisation immediate de 6.2.5 (avec m = 1) est la suivante: 

6.3.1. REMARQUE. Soit ~---~V un fibr~ en droites complexes tel que 
TV ~ C �9 ~ soit trivialisable. Alors il existe un plongement lagrangien du fibr~ en 
spheres S(~) dans C "+l. 

D~monstration. La condition "TV | C (19 ~ trivialisable" impose h ~ d'Stre le 
fibre dEt V @ C (en particulier 6.3.1 n'a d'intEr~t par rapport h 6.2.5 que si V 
n'est pas orientable). ConsidErons maintenant la variEtE fibrEe en cercles sur V: 

W = S(dEt V ~ el) p--e~ V. 

Son fibre tangent est stablement p*(TV ~dEt  V), dont le complexifiE est 
trivialisd; donc W poss~de une immersion lagrangienne dans C "§ 

Comme le fibre p a Evidemment une section, Vest une sous-variEtE de W, et 
son fibre normal clans Wes t  dEt V. En particulier, V poss~de une immersion 
isotrope dans C "+1, avec un voisinage tubulaire de la forme T*V ~ (dEt V 
C) = T*V (t) ~. On peut approcher cette immersion par un plongement isotrope. 
Un fibre en cercles assez petits S(~) de ~ est alors une sous-variEtE du bord de ce 
voisinage tubulaire. Elle est lagrangienne dans C n+~ parce que les fibres de S(~) 
sont lagrangiennes dans ~. [] 

On peut bien stir donner un EnoncE analogue en rempla~ant ~ par une somme 
de fibres en droites complexes et S(~) par le fibre en tores associE. 

Un cas particulier de 6.3.1 est traitE dans [Kawashima-1981]; c'est celui o~ est 
donnEe une immersion f :V"--~ ~n+~, le fibre ~ 6tant alors le complexifiE du fibre 
normal de f (l'immersion isotrope V "--* C "+1 construite plus haut n'est dans ce 
case que la composition V "---~ ~"+1c C"+1). 

Remarquons encore que, contrairement h ce qu'affirment [Stout-Zame- 
1985], Kawashima n'a pas dEmontrE que S i x  p2~ a un plongement lagrangien, 
heureusement: ceci impliquerait que pZ, a une immersion lagrangienne (voir par 
exemple 6.2.5), or sa caractEristique d'Euler est impaire! J'ai expliquE au debut 
de 4.1 comment montrer plus gEnEralement que seuls P~, p3 et p7 ont des 
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immersions lagrangiennes, on a vu qu'ils ont thUS des plongements totalement 
reels d'aprEs 4.3.2 et 0.5a), de plus le cas de p3 est un des exemples explicites 
donnEs dans [Forstneri~-1986a]. 

I1 y a bien un fibre en cercles sur P~ qui a des plongements lagrangiens, mais il 

n'est trivial que s i n  = 1. I1 va servir d'illustration pour  les exemples qui suivent, 
aussi le voici (voir [Weinstein-1977]). I1 s'agit tout simplement de l'application 
S ~ x S"--* C "+~(z, x ) ~  z x  (or S" est considErEe dans R ~+ ~ c C"+~), apr~s passage 
au quotient par l 'involution (z, x) ~ ( - z ,  - x ) .  Une faqon plus compliquEe de le 
decrire tient dans le diagramme 

(1) 

E,+l  J'~ S2.+1 c i C "+l 

l 
! 

oh ~r est la fibration de Hopf,  E ~+~ l 'espace total du fibre induit sur P~(R) - c'est- 
t~-dire au choix, le quotient de S ~ x S n considErE, ou le fibre en cercles de ~, | C 
oh y---~ Pn(R) est le fibre en droites canonique. 

La forme de K~ihler tr sur P"(C)  est obtenue par reduction de to, c'est-h-dire 
que i * w  = ~*t7. D e  toute Evidence, ] e s t  un plongement lagrangien et on a donc: 
( io ] ' ) ' * to  = j ' * : r*o  = ~ ' * j * o  = 0. Donc le plongement i oj '  est lagrangien. 

Je vais maintenant expliquer une gEnEralisation de cette construction, due 
T. Delzant (elle est liEe h la classification des operations hamiltoniennes de T n sur 
les variEtEs symplectiques de dimension 2n de [Delzant-1986] mEme si elle n'y 
figure pas explicitement). L'idEe est de constuire un diagramme analogue au 
prEcEdent 

(2) 

En+k J ~, F 2n+k c i c n+k 

I 
, 

oh X~ est une variEtE algEbrique rEelle et X~ sa complexifide, F 2"-k est une 
sous-variEtE coisotrope, ~r sa reduction symplectique est un Tk-fibrE, et ~ '  le 
Tk-fibrE induit. Le plongement i o j '  sera lagrangien comme plus haut. La seule 
chose ~t faire est de construire F et ~r: 

XR et Xc sont les variEtEs toriques (rEelle et complexe) associEes ~ u n  
Eventail ,Y de. Qn muni du rEseau 7/n des entiers (voir [Danilov-1978] pour les 

variEtEs toriques). On suppose ,Y tel que X r  et Xc soient projectives, lisses et 
completes. 
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On appelle n + k le nombre de c6nes du 1-squelette de ~ ,  ce qui d6finit 
l 'entier k apparaissant dans (2), k >- 1 (et s'il vaut 1, on est dans le cas (1)). Soient 
(vl . . . . .  V,+k) des vecteurs entiers qui engendrent le 1-squelette et tousles  c6nes 
de ,~ (sur 71), et stir ~:Q,+k_._~Q,, la projection qui envoie les vecteurs 
(el . . . . .  e,+k) de la base canonique sur (vl . . . . .  vn+~). On d6finit un 6ventail ,~ 
de Q,,+k par: 

les c6nes de Z sont les c6nes (e,- . . . . . .  ei,) tels que 

(vi, . . . . .  vi,) soit un c6ne de Z' (*) 

(on replie l'6ventail ~) .  
Ainsi ~ est un 6ventail du premier "quadrant"  et la vari6t6 torique complexe 

qu'il d6finit est un ouvert ~ de C "+k (compl6mentaire d'une famiUe finie de 
sous-espaces vectoriels). ~ est, bien stir, muni d'une op6ration du gros tore 
(C*) "§ et du sous-tore T~ associ6 au noyau de ~; les hypotheses sont telles que 
celui-ci op~re librement sur ,~, le quotient 6tant pr6cis6ment Xe. I1 n'y a plus 
qu'~ choisir pour F l'espace total du sous Tk-fibr6 associ6. 

L'exemple le plus simple (k = 1) est celui du diagramme (1). Le cas oh 
k = n = 2 fournit des plongements du tore T 4 et de fibr6s en tores T 2 sur la 
bouteille de Klein qu'on aurait pu obtenir par 6.3.1, mais aussi des choses plus 
compliqu6es. 

6. 4. Remarques suppl6mentaires, avec des questions 
Comme je l'ai d6j~t mentionn6, il y a des plongements lagrangiens de toutes 

les surfaces non-orientables dont la caract6ristique d'Euler est divisible par 4, 
sauf peut-~tre de la bouteiUe de Klein ([Givental-1986]). A part eux, et ceux 
qu'ils engendrent grgtce h 6.2.2, je ne connais pas d'autre exemple de vari6t6 qui 
poss~de des plongements lagrangiens et dont la caract6ristique d'Euler ne soit pas 
nulle. En fait, tous les exemples que j'ai donn6s dans ce paragraphe ont la 
propri6t6 d'etre fibr6s sur le cercle S ~, m6me si certains d'entre eux apparaissent 
plut6t comme des S~-fibr6s. 

En plus des questions 6videntes que posent les restrictions de l'6nonc6 0.5 
pour les plongements totalement r6eis, il y a donc une question g6n6rale pour les 
plongements lagrangiens: Quelles vari6t6s compactes ont des piongements 
lagrangiens? 

Par exemple, grace h 6.2.2 et aux exemples de Givental, on peut trouver des 
plongements lagrangiens de vari6t6s de dimension 4 avec caract6ristique d'Euler 
8k (k --- -1 ) ,  alors que 0.4 n'impose que X divisible par 4. 

D'autre part, tousles  exemples de plongements que j'ai donn6s, comme ceux 
de Givental, ont une classe de Maslov non nulle; grglce h [Gromov-1985] (voir 
aussi [Sikorav-1986]), on sait que HI(v ;  ~)  doit ~tre non nul, et donc contient 
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assez de place pour que la question suivante puisse avoir une r6ponse n6gative: 
Existe-t-il un plongement lagrangien clans C" avec classe de Maslov nulle? 

Le lecteur aura sans doute not6 que les remarques pr6c6dentes fournissent 
beaucoup d'exemples de plongements lagrangiens du tore T n. Or ceux-ci ont tous 
la "m~me" classe de Maslov au sens suivant: il existe une base (el . . . . .  en) de 
HI(T'; ~_) dans lacquelle la classe de Maslov s'6cdt 2el. Est-ce vrai pour tous les 
plongements lagrangiens de T~? 
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