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M. Audin 

Abstract. Dans cet article, je vais etudier les tores de Liouville et leurs bifurcations pour deux groupes 
de systemes integrables discutes par Moser dans [14]: Ie flot geodesique sur certaines orbites coadjointes 
de ;:;0(4) d'une part (cas (a)) et les geodesiques des quadriques ou Ie probleme de Neumannn dans R3 
(cas (b)). 

Fig. 1 application moment pour les quadriques de R3 

Il est assez remarquable que, malgre la celebrite du probleme des geodesiques 
des quadriques (un des plus vieux systemes integrables du monde) et l'abondance 
de la litterature qui lui a ete consacree depuis Jacobi, les aspects topologiques 
en aient ete assez negliges: je n'ai trouve d'enonce pour les tores de Liouville 
couvrant tous les cas de quadriques que dans Ie tres beau papier de Knorrer [13], 
et, malheureusement, ledit enonce est errone ... meme dans Ie cas des quadriques 
de R3! 

De meme, je n'ai pas ete capable de trouver dans un travail anterieur un 
dessin du lieu critique et de l'image de l'application moment qu'on peut voir sur 
la figure I, ni a fortiori une analyse des singularites de ce lieu critique, qui sont 
pourtant assez speciales. 

On sait que ces systemes sont lies a des courbes hyperelliptiques. Je vais 
etudier ici assez nai'vement la structure reelle de ces courbes pour en deduire 
des informations topologiques. Ces questions sont traitees avec des methodes plus 
fines dans [3]. 
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J'ai deja signale que la litterature consacree a ce probleme est enorme. Je 
choisis ici assez arbitrairement ce qui pourrait servir d'introduction. Tout d'abord, 
on peut contempler les beaux dessins et commentaires de Hilbert et Cohn-Vossen 
[9] et d'Amold [2]. Klingenberg [12] traite en detail et de fac;on a la fois classique 
et Ii sible Ie cas de l'ellipso'ide (mais naturellement on peut consulter directement 
Jacobi [10] et Weierstrass [17]). Pour l'hyperbolo'ide a une nappe je n' ai trouve 
qu'Hadamard [7]. Comme j'ai deja dit, Ie point de vue Ie plus modeme est dans 
l'article [14] de Moser et il y a aussi celui de Knorrer [13]. Presque tous les articles 
consacres a la methode algebro-geometrique notamment [1] citent ces exemples 
- avec des commentaires plus ou moins heureux sur les bifurcations et/ou Ie cas 
reel. 

Ce travail a ete termine pendant un sejour a l'Universite du Quebec a Montreal 
en 1992. Je remercie S. Boyer, F. Lalonde et M. Troyanov pour leur accueil. 

Diverses personnes ont dO ecouter ou lire diverses versions de ce travail. 
Que toutes soient remerciees, et plus particulierement Horst Knorrer et Jean-Yves 
Merindol pour leurs commentaires. 

1 Description des systemes et des coubes associees 
1.1 Des varietes sympJectiques 
Fixons un entier n et deux vecteurs x et y umtalres orthogonaux de I' espace 
euclidien Rn+2. Alors x Ay E A2R n+2 ~ so(n + 2) est une matrice antisymetrique 
qui ne depend que du plan oriente dont (x, y) est une base orthonormee directe. 
On a ainsi un plongement de la grassmannienne G2 (Rn+2 ) dans so(n + 2) dont 
l'image est l'ensemble des matrices antisymetriques de norme I et de rang 2. C'est 
aussi une orbite (co-)adjointe de SO(n+2), en particulier une variete symplectique 
(de dimension 2n). 

On va aussi considerer I'espace q]jn des droites affines orientees de Rn+l. 
Une telle droite est bien definie par la donnee d'un vecteur unitaire p et de la 
projection orthogonale u de I' origine: 

q]jn ~ {(p, u)1 Ilpll = 1 et p. u = O} 

ce qui I'identifie a Ts n , une premiere fac;on de Ie decrire comme variete sym­
plectique. Plus canoniquement, c' est aussi I' espace des caracteristiques!) du flot 
geodesique de la metrique euclidienne sur R n+! . 

1.1.1. Remarque On peut facilement plonger q]jn dans G2 (Rn+!) simplement en 
plongeant Rn+1 comme l'hyperplan affine Xo = 1 dans Rn+2: a (p, u) on associe 
Ie plan 

I) En fait les deux structures symplectiques ainsi definies ne cOIncident qu'au signe pres. 
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l'unique plan vectoriel contenant la droite des u+tp. Naturellement ce plongement 
n'est pas symplectique: Ie volume de <7iJ n est infini. 

1.2 Les systemes intt~grables 
Appelons n ladimension de I' espace euclidien considere: m = n + 2 ou n + 1. Les 
coordonnees sont nommees (xo, ... ,xn+d dans Ie premier cas et (Xl, . .. ,xn+d 
dans l'autre. Fixons une matrice diagonale inversible a dans EndRm et considerons 
les matrices 

Ah = ha + a 1\ b + h- l Ba.b 

ou h est un parametre formel destine a vivre dans pl(C), (a,b) = (x,y) ou (p,u) 
selon Ie cas et Ba,b est une matrice symetrique de rang ::; 2. Concretement, on va 
s'interesser aux systemes decrits dans l'article de Moser: 

(a) Les equations d'Euler-Arnoid pour Ie flot geodesique sur les orbites de 
matrices de rang 2 dans 00(n + 2), cas ou m = n + 2, (a, b) = (x,y), Ba,b = O. 

(b) Le flot geodesique sur une quadrique de Rn+! ou Ie probleme de Neu­
mann, cas ou m = n + 1, (a, b) = (p, u) et Ba,b = -p ® p. 

II n'y a pas de difficulte a traiter de la meme fa<;on les autres exemples de 
l'article de Moser, en particulier Ie cas d'une force centrale appliquee a un point 
massique sur un ellipsoYde. 

Les systemes hamiltoniens du cas (a) et des deux cas de (b) peuvent se mettre 
sous forme de Lax en 

ou rest une matrice antisymetrique fonction de (a, b) (ce ne sont pas des systemes 
Iineaires!) et (3 une matrice diagonale fonction seulement de a. Les valeurs precises 
de ces deux matrices dependent de celui des trois systemes que I' on considere, 
voir [1] par exemple. 

1.1.2. Remarque lei je ne m'interesse pas reellement au systeme, c'est a dire a 
I' equation differentielle ou au hamiitonien, mais en fait seulement a une application 
moment dont ce hamiltonien est une projection lineaire. Ceci explique pourquoi 
du point de vue topologique (sinon dynamique) les geodesiques de l'ellipsoYde 
et Ie probleme de Neumann sont traites de fa<;on identique! Du point de vue de 
l'equation de Lax, ceci explique pourquoi je ne m'interesse ici qu'a Ah et pas a 
r + (3h. 

En calculant Ie polynome caracteristique de Ah , on en dectuit des integrales 
premieres, dont on montre qu'elles commutent (ces exemples sont justiciables du 
theoreme d'Adler-Kostant-Symes), et qui sont en nombre suffisant (n indepen­
dantes) pour que ces systemes soient integrables au sens d' Arnold-Liouville. 

En effet, puisque Ah est une perturbation de rang 2 d'une matrice diagonale 
inversible, il est facile d'evaluer son polynome caracteristique [14]: 
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pour un entier P convenable, et pour p, = -hz, et OU 'liz (a, b) est une fraction 
rationnelle de z dont Ies coefficients sont nos integrales premieres et dont Ies 
poles sont Ies coefficients de Ia matrice 0:. 

Une consequence de Ia forme particuliere des matrices Ah est done de donner 
des courbes spectraies hyperelliptiques, Ies courbes Cd' equation h2 = 'liz (a, b). 
Supposons Ies coefficients O:i de 0: distincts et, pour fixer Ies idees 

0< 0:) < ... < O:n+) , et 0:0 < 0:) si m = n + 2. 

Considerons encore Ia forme bilineaire symetrique 

'Pz(a, b) = L ~ 
i O:i - z 

sur R m , ainsi que Ia forme quadratique fz associee. La fraction rationnelle 'liz (a, b) 
est 

'Pz(x,y)2 - fz(x)fz(y) dans Ie cas (a) 

'Pz(p,u)2 - fz(p)lfz(u) - 1] dans Ie cas (b). 

Par exempIe, dans Ie cas (b), 'lIz(p, u) = 0 exprime Ie fait que la droite des u + tp 
est tangente a la quadrique Qz d' equation fz = 1. Quand z est fixe, Ie f10t du 
champ hamiltonien de 'liz (au niveau 'liz = 0) decrit les tangentes Ie long des 
geodesiques de Qz. De meme dans Ie cas (a), Wz(x, y) = 0 exprime Ie fait que Ie 
plan defini par (x, y) est isotrope pour Ia forme quadratique fz. 

Un calcul direct de residu permet d'exprimer 

wz(a, b) = L Fi(a, b) 
, O:z - Z 
z 

avec, dans Ie cas (a): 

et dans Ie cas (b): 

Fz(p, u) = p? + L (Pzu, - p,uz)2 
'..i.' O:z - 0:, 
'rZ 

Ces integrales premieres sont dues a Uhlenbeck. Elles verifient des relations plus 
ou moins evidentes: 

dans Ie cas (a), 'L.Fi = 0 et L O:iFi = 1, qui dit que Ilx;\ Yl12 = 1, 

dans Ie cas (b), L Fi = 1, qui dit que IIpl12 = 1. 
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Compte tenu de ces relations, on a Ie bon nombre (n) d'integrales premieres. 
Appelons E Ie sous-espace de dimension n de Rm decrit par ces relations, et 
F = (Fi)i, consideree comme a valeurs dans E: «application moment». 

On peut aussi ecrire 

CZP a,b(Z) 
I}1z(a, b) = TI(Oi _ z) 

ou CZP a,b est un polynome de degre n dans tous les cas (a cause des relations entre 
les Fi). Ainsi la courbe C d'equation h2 = I}1z est revetement ramifie de pi (C) en 
les m valeurs des Oi, les n racines de CZP et Ie point a l'infini si m = n + 1, soit 
2n + 2 points, son genre est donc n. 

2 Geometrie reelle de C et image de I' application moment 
2.1 La courbe C 
II y a un certain nombre de points a coordonnees reelles evidents sur la courbe 
C. Par exemple, on remarque que l'equation (en z) fz(a) = 0 s'ecrit aussi, en 
reduisant au meme denominateur, !Jta(z) = 0, ou !Jta est un polynome de degre 
m - 1 dont toutes les racines sont reelles puisque les signes des !Jta (Oi) altement2 ). 

Appelons les (j en les numerotant de fa<;on que 

00 < (0 < 01 < (1 < ... < (n < 0n+I' 

Po sons 'TJj = <p(j (a, b) de sorte que Ie point Rj de coordonnees ('TJj, (j) est un 
point reel de la courbe C. 

2.1.1. Proposition La partie reelle de fa courbe hyperelliptique C de genre n 
possede n + 1 composantes connexes. Une et une seufe de ces composantes, notee 
Ci, se projette a l'interieur de l'intervalle JOi, 0i+ d. 

La demonstation est directe et consiste a etudier Ie signe de 1}1 z pour Z E R: 
on sait que I}1z ne peut changer de signe qu'en les 0i et en les racines de son 
numerateur CZP a,b. En plus, on sait qu'il est positif en chacun des points (j. A cause 
de la position des (j par rapport aux Oi, on voit que CZP a,b doit avoir une racine 
reelle dans chaque intervalle [(j, (j + IJ. Comme son degre est justement n, toutes 
ses racines sont reelles. 

On en deduit I' assertion sur les composantes de la partie reelle de la courbe 
C. La compos ante Ci est celle qui contient Ie point Ri. 0 

Appeions ZI < ... < Zn Ies racines de CZP a,b, et 5 I, ... ,Sn Ies points de C 
correspondants. Vne fa<;on equivalente mais utile de caracteriser les positions des 
points Sj sur Ies composantes de C ou des Zj par rapport aux OJ est la suivante 
(due a Knorrer [13] au moins dans Ie cas (b». Je montrerai plus bas que c'est elle 
qui donne l'image de l'application moment: 

2) Faisons la convention que 000 = -00 (et de meme (0) si m = n + 1. 
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v v 

) 

Fig. 2 la partie n~elle de C pour n = 2 

2.1.2. Corollaire Ecrivons l' ensemble {00,"" an+l, ZI, ... ,zn} sous la forme 
{bo,··· ,b2n+d avec bo < bl < ... < b2n+l . Alors Zj = b2j-1 ou b2j- D 

Supposons par exemple que n = 2 et, pour fixer les idees, que nous soyons 
dans Ie cas (b). II y a 2n = 4 configurations possibles pour les positions des Sj et 
pour la forme de C (R). Elles sont schematisees sur la figure 2. 

Une autre application immediate est: 

2.1.3. Corollaire Quand a et b sont reels, Ie polynome rzp a.b n' a jamais de racine 
d' ordre :2: 3. Chacune de ses eventuelles racines doubles est une racine de fz (a). 

D 

2.1.4. Remarque Le fait que les Zj soient reels est bien c1assique et fait partie 
du folklore du probleme dans Ie cas des quadriques (cas (b»: il exprime que les 
tangentes it une quadrique sont en fait tangentes it n des quadriques de la famille 
des quadriques homofocales Qz. H. Knorrer m'en signale une autre demonstration, 
implicite dans [13] et basee sur la dualite projective (la famille des quadriques 
homofocales est duale it une famille lineaire de quadriques, d'ou, d'ailleurs, une 
bonne partie de la geometrie algebrique c1assique liee au probleme des geodesiques 
sur les quadriques). 

2.1.5. Remarque Les points Rj (plus ou moins) ont ete utilises par Moser [14] 
dans son etude de la relation entre la jacobienne de C et la «variete isospectrale» 
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(un quotient d'un niveau de F). Dans Ie contexte present, ou C est une courbe 
spectrale, on peut montrer que RJ + ... + Rn + SI + ... + Sn (+ un autre point 
si m = n + 2) est un diviseur qui represente Ie fibre des vecteurs propres de Ah 
dans Pic C (voir [3]). 

2.2 Lieu critique de l'application moment 
Je laisse la demonstration de la 

2.2.1. Proposition La courbe C est lisse si et seulement si elle correspond a une 
valeur reguliere de l' application moment. 

pour la fin de ce paragraphe. On en deduit que Ie lieu critique de I' application 
moment F est Ie discriminant de la famille des courbes C (les valeurs de F sont 
les parametres qui figurent dans l'equation de C) que j'appellerai, en abusant 
des notations, discriminant de C. Celui-ci est tres facile a comprendre: comme 
I' equation de C est 

h2 = ~ ~ = CZPa,b(Z) 
~ (Xi - Z Il ((Xi - z) 

il est bien clair que son discriminant est forme 

du discriminant du polynome CZPa b, enveJoppe de la famille d'hyperplans 
Pz : 'E,Fi/ ((Xi - z) = 0 dans I' espa~e E (points ou CZP a,b a une racine multiple). 

des hyperplans Pai : Fi = 0 (c'est Pz quand Z ---+ (Xi) qui lui sont tangents. 

Par exemple, pour n = 2 (cas ou la variete symplectique est de dimension 4), dans 
Ie plan E, on a une famille de droites enveloppant une parabole. Le discriminant 
est forme de 4 ou 3 de ces droites et de la parabole. Voir les figures 3 et 1 pour 
les cas (a) et (b) respectivement. 

Demonstration. La proposition 2.2.1. est vraie sur R comme sur C. Montrons 
la sur R. Fixons une valeur F telle que C so it lisse. Appelons '?J F Ie niveau 
correspondant. Comme C est lisse, on a une applivation 

'?JF~Picd C 

qui associe a un point (a, b) de '?J F Ie fibre sur C dont la fibre en (h, z) est la 
droite propre de Ah pour la valeur propre fL = -hz correspondant (pour avoir un 
degre d positif, ici egaJ a 2n + 1 ou 2n, on prend en fait Ie dual de ce fibre). 

Je vais montrer que les images par l'application tangente Tif>F des champs 
hamiltoniens des fonctions Fi engendrent tout l'espace tangent a Picd C: ainsi ces 
champs eux-memes engendreront un espace de dimension::: n et F sera bien une 
valeur reguliere. 

Calculons donc l'application tangente Tif>F. Ce calcul fait partie du folklore 
de la methode algebro-geometrique (voir [16] par exemple): si XH est Ie gradient 
symplectique d'un hamiltonien du type 

H(a, b) = f(Ah) = Res (g(Ah)h- k - 1dh) 



116 M. Audin 

ou g est une fonction invariante sur l'algebre de Lie des matrices, alors df(Ah) 
commute avec Ah , ainsi elle a les memes vecteurs propres, pour une certaine 
valeur propre 'ljJ(h, p,). Cette fonction 'ljJ definit un l-cocycle du recouvrement de 
C par les ouverts OU+ ou h i= 00 et OU_ ou h =I- 0 et en fin de compte un 
element de HI (C; CJc), l'espace tangent a picd C, qui est l'image du vecteur XH 
par I' application tangente a <PF. 

Comme IlIz = Fi/(exi - z), les fonctions IlIz" ... , IlIz" sont des combinaisons 
lineaires des Fi. II suffit naturellement de montrer que les images de leurs gradients 
symplectiques engendrent I' espace vectoriel HI (C; CJc) de dimension n. Le calcul 
est simplifie: il suffit de calculer l'image du gradient symplectique de llIo et de 
remplacer ensuite ex par ex - Zj (l ::; j ::; n). On considere donc llIo comme un 
hamiltonien sur la variete symplectique W 2n = G2(Rn+2 ) ou qjJn et on commence 
par I'exprimer a I'aide d'une fonction invariante de Ah . 

Par definition, llIo est Ie coefficient de hP dans detAh, de sorte que la fonction 
invariante est g = det, g'(Ah) s'identifie a det(Ah)A,;-1 et que 'ljJ(h, z) = _hZ-I. 

On veut donc montrer maintenent que les classes representees par les n co­
cycles h (z - Z j ) -I pour 1 ::; j ::; n dans HI (C; CJc) sont independantes. C' est 
un calcul de residu: l'appariement f @w f---+ Resh=o(fW) induit un isomorphisme 
HI (C; CJc) ---> HO(C; n~J*. 

Soit donc 

Ces formes constituent une base de HO (C; n~) et on calcule aisement: 

R ' h( )-1 ' hWi ai j = eSh=O Z - Zj Wi = Ress --
, I Z - Zj 

et la matrice des ai,j est de rang n des que les Zj sont distincts, ce qui est Ie cas 
puisque C est lisse. 

Nous avons donc montre que, si C est lisse, F est non critique. Inversement, 
supposons C singuliere. Alors la valeur de F consideree est sur Ie discriminant. 

Si elle est sur un des hyperplans Fi = 0, en supposant qu' elle soit effective­
ment dans I'image, elle est I'image d'un point (a, b) avec ai = bi = 0 et ce point 
est critique (par une verification directe). 

Si eUe est sur Ie discriminant de la famille des polynomes r;;, alors Ie po­
Iynome a une racine multiple (. Comme on I'a deja remarque dans 2.1.3., on a 
( = Zi = (i+1 = Zi+1 et la racine ( est aussi une racine de fz(a) = O. A cause 
de la forme de IlIz, on a aussi <pc(a, b) = O. Alors fc(b + ta) est constant egal a 
fc(b). On sait donc 

dans Ie cas (a) que Ie plan (x,y) est dans Ie cone isotrope de fe et donc la 
constante est nulle: A(y) = 0, 
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dans Ie cas (b) que la droite u + tp est tangente a la quadrique Q( et donc la 
constante vaut I: f( ( u) = 1. 

C' est exactement ce qu' il faut pour conc1ure que (a, b) est un point critique de I]! (. 

II ne reste alors plus assez de I]! Zj independants: (a, b) est bien un point critique 
deF. 0 

2.2.2. Remarque Dans Ie cas (b), les valeurs de F situees sur Ie discriminant 
du polynome W> donnent des niveaux '!J F qui sont constitues des droites de la 
quadrique correspondant a la racine multiple. Bien entendu, ce sont des points 
singuliers pour Ie fiot geodesique. Le niveau complexifie, quant a lui, contient 
plus (il contient des points reguliers): l'interpretation de la racine multiple comme 
une racine de fz (a) est basee sur la realite de a. 

2.3 Image de I'application moment 
Le corollaire 2.1.2. decrit en fait l'image de l'application moment: 

2.3.1. Proposition Un point de E est dans l'image de F si et seulement si les n 
racines de 

W>a,b(Z) = L Fi IT (OJ - z) 
j#i 

sont reelles et telles que si l' ensemble des 0i et des Zj est ordonne en 

bo < bl < ... < b2n+1 

alors Zj = b2j-1 ou b2j. 

On a vu que la condition etait necessaire. Pour montrer qu'elle est suffisante, 
il suffit de montrer qu'au moins un point de chaque zone est atteint, ou encore 
que chacune des configurations possibles de la partie reelle de C est effectivement 
realisee pour des vecteurs (a, b) reels. C'est une verification simple que je laisse 
au lecteur. 

2.3.2. Remarque L' ensemble des valeurs regulieres de F a 2n composantes con­
nexes. 

Les figures 1 et 3 representent les images des applications moments pour 
n = 2 et dans les cas (b) et (a) respectivement. 

Remarquons que la partie utile (atteinte) du discriminant (de la famille des 
courbes C ou de F) est assez peu singuliere: ses singularites sont des points 
multiples (intersections des hyperplans Fi = 0, auto-intersections du discriminant 
de W» et des points ou deux composantes (un des hyperplans et Ie discriminant de 
W» sont tangentes entre elles. Par exemple, pour n = 2 (voir la figure I), il n'y a 
dans Ie lieu critique ni point de rebroussement, comme on en trouve notamment 
dans Ie cas de Kowalevski, ni de point isole comme par exemple dans Ie cas de la 
toupie symetrique (voir [5] ou [4] par exemple). En effet, un corollaire immediat 
de 2.1.3. est 
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Fig. 3 application moment pour Ie flat geoctesique de 00(4) 

2.3.3. Corollaire L'image de l' application moment F ne peut contenir aucun point 
singulier du discriminant du polynome '!P (mais peut contenir des points multiples 
de ce discriminant des que n .2: 4). 0 

2.3.4. Remarque L'annonce [15] contient trois scMmas representant les valeurs 
atteintes par Ie moment pour Ie flot geodesique sur ",,0(4). La figure 3 n'y figure 
pas, mais Ie troisieme des schemas correspond it des orbites coadjointes de 50(4) 
it petit pfaffien et est assez proche de celui obtenu ici ou I' on a considere une 
orbite it pfaffien nul (matrices de rang 2). Les bifurcations que nous trouverons 
sont identiques it celles annoncees dans ce schema. (Voir aussi [4] pour Ie flot 
geodesique sur 50(4).) 

3 Les tores de Liouville et leurs bifurcations en dimension 4 

Dans tout ce §, je suppose que n = 2. 

3.1 Les tores de Liouville 
Considerons it nouveau, sur les figures 3 et 1, l'image de l'application moment. Les 
parties hachurees ne sont pas atteintes: it l'interieur de Ia paraboIe, '!P n'a pas ses 
racines reelles, Ies autres zones hachurees correspondent it des racines reelles qui 
ne verifient pas Ies inegalites imposees par 2.3.1. Les droites Pz sont les tangentes 
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11 la parabole. Les numeros [] , ~ , @] , @] des quatre zones atteintes correspondent 
aux positions des Zi definies par les memes chiffres sur la figure 2. Par exemple 
dans Ie cas (b), ces zones vont correspondre 11 des tangentes communes 

11 un ellipsoide et 11 un hyperboloide 11 une nappe pour la zone [], 

11 un ellipsoide et 11 un hyperboloide 11 deux nappes pour la zone ~, 
11 un hyperboloide 11 une nappe et 11 un hyperboloide 11 deux nappes pour la 
zone @], 
11 deux hyperboloides 11 une nappe pour la zone []. 

3.1.1. Remarque Le lecteur sera sans doute satisfait de constater que I'intersection 
d'une droite Pz avec l'image de l'application moment est un segment (compact) 
si et seulement si cette intersection decrit bien les geodesiques d'un authentique 
ellipsoide. il remarquera aussi que, pour des raisons de convexite evidentes, il n'y 
a aucune tangente commune 11 deux ellipsoYdes ou 11 deux hyperboloYdes 11 deux 
nappes de la famille. Autrement dit deux droites Pz pour deux valeurs distinctes 
de Z soit toutes deux < a1, soit toutes deux dans ja2, a3 [ doivent se couper en 
dehors de l'image de F: c'est encore une fac,;on de trouver cette image dans Ie cas 
n = 2. 

3.1.2. Proposition Le niveau '!J F a 2 composantes connexes quand F est dans une 
des zones [], ~, @]' et 4 quand F est dans la zone @]. 

Pour demontrer la proposition 3.1.2., on utilise d'abord un argument permet­
tant de ne traiter qu'un seul des deux cas (a) et (b), par exemple en montrant que 
(b) s'obtient 11 partir de (a) en faisant tendre convenablement aD vers -00. II suffit 
alors3 ) de traiter Ie cas (b) que I' on peut reformuler en: 

3.1.3. Proposition '!J F a 2 composantes si au plus une des deux quadriques qu'il 
de.finit est un hyperboloide a une nappe (zones [], ~, @]) et 4 si toutes les deux 
sont des hyperboloides a une nappe. 0 

Cette difference s'explique par la difference entre l'hyperboloYde 11 une nappe 
et les deux autres types de quadriques de la famille: 

soit - directement - pour la metrique: apres tout, on s'interesse aux geo­
desiques, et il n'est pas indifferent d'etre en courbure negative! 

soit - de fac,;on equivalente - pour la topologie: une fois complete, l'hy­
perbololde 11 une nappe est un tore, alors que les autres sont des spheres. 

On peut alors se reposer sur les resultats classiques sur les geodesiques des qua­
driques: Ie cas ou I 'une des quadriques est un ellipsoide est exprime en termes 

3) Le lecteur peu convaincu par cet argument trouvera une demonstration directe pour Ie cas (a) 
dans 3. I .6 .. 
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de tores de Liouville par exemple dans Ie livre de Klingenberg [12]. Le cas ou 
l'une des deux est un hyperbolo"ide a deux nappes n'est pas vraiment different. 
Les geodesiques de l'hyperbolo"ide a une nappe ont ete etudiees par Hadamard 
[7]. La projection du niveau '5F sur l'une des quadriques (completee a l'infini) 
qu'il definit est un anneau si F est dans l'une des zones numerotees de 1 a 3 (voir 
les beaux et classiques dessins de [9]), et l'hyperbolo"ide tout entier (tore) dans la 
zone [iJ. Les points generiques de ces images sont images de 4 points du niveau. 
On peut alors conclure. 0 

3.1.4. Remarque Le point meritant reellement une demonstration, puisque dans 
Ie cas considere, c'est celui qui est faux dans [13], est celui de [iJ. Voila une 
autre demonstration: les points de la frontiere (parabole), on l'a vu, correspondent 
aux droites de I 'hyperbolo"ide a une nappe. Comme on considere ici des droites 
orientees, les deux familles de droites donnent lieu a un niveau (singulier) forme 
de 4 cercles. Un niveau regulier proche est donc forme de 4 tores! 

3.1.5. Remarque II est assez facile de corriger I'erreur dans [13] et d'en deduire, 
ici, que Ie quotient de '5 F par Ie groupe Z/2 qui change I'orientation de la geo­
desique a 1 ou 2 compos antes selon les cas. II faut ensuite faire encore un petit 
effort pour en dectuire 3.1.3. 

3.1.6. Remarque On peut aussi traiter directement Ie cas (a) en appliquant les 
resultats de Haine [8] dans ce cas particulier: Ie niveau '5F s'identifie a la surface 
abelienne Prym(YIE) ou E est la courbe elliptique y'l = TI(ai -z) et Y la courbe 
de genre 3, normalisee de h2 = I'!P a,bly'l, qui est a la fois un revetement double 
ramifie en 4 points de E et un revetement double non ramifie de C. Presque 
par definition, Prym(Y IE) est Ie quotient de la jacobienne de C par Ie sous­
groupe engendre par I'element d'ordre 2 represente par Ie diviseur 51 + 52 - 2Po. 
Connaissant les positions de 5 I et 52 sur les Ci, on en dectuit facilement comment 
ce sous-groupe opere sur 1To(JacC(R)) et donc les nombres de composantes de 
Prym(YIE)(R) suivant les valeurs de F, 

3.1.7. Remarque Une autre option serait d'utiliser l'application de vecteurs propres 
que j'ai deja mentionnee, lei utili see brutalement, elle donne assez peu de rensei­
gnements: tres precisement, l' application <I>F : '5 F -+ Pic C induit un diffeomor­
phisme de '5 FIG sur une des composantes de la partie reelle de la jacobienne, ou 
G est Ie groupe (Z/2y+1 engendre par les symetries autour des axes de coordon­
nees dans Rn+l, Meme quand n = 2, ce resultat est bien loin de donner 3.1.3, La 
methode est affinee dans [3]. 

3.1.8. Remarque Le fait que Moser montre que '5 FIG est la jacobienne de C n' est 
pas plus utile ... et surtout n'est en rien contradictoire avec 3.1.7: son resultat est 
precisement que ('5dC)/G) est isomorphe a la jacobienne de C. Meme si cet 
isomorphisme preserve les structures reelles, ce qui est Ie cas, il permet tout au plus 
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d'identifier la partie n~el1e de (2h(C)/G) it la partie n~elle de la jacobienne. Le 
quotient par G cree des composantes connexes et cette variete est assez differente 
de 2h(R)/G. 

3.2 Les bifurcations 
Toutes les methodes proposees ci-dessus permettent aussi de demontrer 

3.2.1. Proposition Les bifurcations des tores de Liouville sont celles indiquees sur 
la figure 4. 0 

Les bifurcations sont indiquees ici par des diagrammes it la Kharlamov, ou it la 
Fomenko (voir [11] et [6] par exemple). II faut remarquer que Ie probleme strict des 
geodesiques des quadriques, c' est it dire Ie hamiltonien 1}! z sur 012 est precisement 
un exemple qui ne verifie pas les conditions de Fomenko des que Z Eja], a2[ 

(cas des geodesiques d'un hyperbolo'ide it une nappe): Ie niveau 1}!z = 0 n'est 
pas regulier. On a vu en effet que les droites de la quadrique en sont des points 
critiques, ce qui se traduit graphiquement par Ie fait que la droite Pz qui decrit ce 
niveau est tangente au discriminant. Les chemins Ie long desquels j' ai represente 
les bifurcations sont, comme il se doit, transverses au discriminant. 
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