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Dans cet article, je vais donner une classification a diffeornorphieme equivariant
pres des 51-varietes compactes de dimension 4 qui possedent une forme symplectique
invariante pour laquelle I'operation est hamiltonienne.

Plus que dans un cas particulier d'operation de 51 en dimension 4 (voir [8]), nous
sommes ici, par les methodes, dans un cadre de classification d'operation hamiltonienne
de groupe. Une difference importante par rapport a des situations etudiees precedern�
ment (50(3) ou 5U(2) en dimension 4 dans [11], le toreT' en dimension double dans [6])
est qu'on n'est plus ici dans un cas de "complete integrabilite" (dimG+rg G dimW),
ce qui rend la situation moins rigide. Du point de vue de la methode, on dispose par
contre ici d'une fonction H (Ie hamiltonien) qui decrit assez completement l'operation,
et qui permet d'utiliser des techniques eprouvees (theorie de Morse, varietes de Seifert,
plombages).

Un des ingredients de base, issu de la theorie de Morse, est un lemme de Dusa
McDuff [14], ici le lemme 1.4.1 : tous les quotients des niveaux reguliers du hamiltonien
sont des exemplaires de la rneme surface topologique B. Connaissant B, il est clair
qu'on connait deja beaucoup de la variete W. En etudiant alors la structure de fibre de
Seifert sur B des niveaux reguliers du hamiltonien, et sa modification it la traversee des
niveaux critiques, on montre notamment :

Theorerne W s'obtieat par une suite finie d'eclatements de points fixes apartir
d'un modele simple.

Ce modele est en general un fibre en espaces projectifs P1(C) sur B, avec quelques
autres possibilites quand B elle­meme est une sphere (voir 4.1 pour les details)1.

On remarquera que toutes les varietes obtenues possedent une structure de surface
projective complexe, et meme, que ce sont exactement celles trouvees par Orlik et
Wagreich [17] dans leur classification des surfaces projectives munies d'operations de
C*.

Chemin faisant, la methode montre que toutes les varietes de Seifert orientees it base
orientee peuvent etre obtenues comme niveaux reguliers d'un hamiltonien periodique sur
une variete symplectique compacte (2.2.4) et permet de dire quelles operations de S1
sont des restrictions it un sons­tore d'operations hamiltoniennes d'un tore T2 (3.5.1).

"expose fait a la Grande Motte le 24 mai 1988.
1Un result at analogue a He annonce depuis dans fI9}, semble­t­il obtenu par des methodes differentes,

mais je n'en ai toujours pas vu de demonstration (juillet 1989).
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Dans toute la suite, operation signifiera operation effective.

1 Exemples et constructions fondamentales

Commencons par deux exemples tres simples d'operations hamiltoniennes de 51, it partir
desquels seront construits presque tous les autres :

1.1 L'espace projectif complexe P2(C ) est muni de la forme de Kahler usuelle et de
l'operation de 51 :

t- [x,y,zJ = [tx,y,z]
Le hamiltonien associe/ est:

II n'a que deux valeurs critiques:

• a 0, minimum, realise par le P1(C) d'equation x = 0,

• a = 1, maximum, realise par le point [1,0, OJ.

Tous les niveaux de H dans ]0,1[sont reguliers, et sont des spheres 53 fibrees (par Hopf)
sur P1(C).

1.2 Considerons maintenant une surface (orientee) B munie d'une forme­volume 77, et
d'un fibre en droites complexes L _ B. Appelons W l'espace total du fibre en P1(C) :

7r: W = P(L EfJ 1) - B

Faisons operer 51 sur W par :

t . (b, [v,z])= (b, [v,tz])

ou b E B, v E Lb, Z E C et le crochet designe, comme plus haut , les coordonnees
hornogenes, Les sous­varietes fixes pour ces operations sont les deux sections a, : B "­­+

P(LEfJ1)
0'1(b) = (b, [v, 0])

0'2(b) = (b, [0,1])

2Cet exemple fixe les conventions utilisees ici, qui peuvent differer par un facteur ±1/2, voire±1/21l'
d'un auteur it. I'autre.
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Munissons L d'une metrique hermitienne et C de sa metrique usuelle. Soit >. I'unique
nombre reel tel que c1(L) = >'[7]] E H 2(Bj Z), et soit 0: une I-forme 51-invariante sur
I'espace total de L telle que sa restriction au fibre en cercles unite de L soit une forme
de connexion a courbure la 2-forme ->'T]. Appelons encore (3 la forme de Liouville de
C ((3=pdq), et considerons la 2-forme : 1I'*T]+do:+d(3 sur I'espace total de L 67 1. Il
est clair que c'est une forme symplectique sur le fibre en disques de rayon a de L 67 1
taut que (1 - a>.) > O. Si a verifie cette propriete, la reduction symplectique du fibre
en spheres de rayon a de L 671 fournit une forme symplectique Wa sur P(L 67 1) pour
laquelle a Izl2 est un hamiltonien de l'operation de 51.

1.3 Notations

Soit (W,w) une variete symplectique compacte et connexe, et H : W -t Run hamil-
tonien periodique associe it une operation de 51 pre servant w.

Pour tout a E R, on pose Wa =H-1(j oo,a]) et v;. =H-1(a). On peut supposer
que le minimum de H est O.

On choisit une fois pour toutes une structure presque complexe :J adaptee ala forme
symplectique, la metrique utilisee est celIe pour laquelle Ie gradient de H est :Jt, ou e
est le champ fondamental de I'operation.

Grace a Frankel [9] et Atiyah [1] on sait que H a exactement un minimum et un
maximum local, et que ses autres points critiques sont non-degeneres et d'indice 2. Ainsi
toutes les nappes de gradient de H sont des spheres B2 (presque complexes et done)
symplectiques, feuilletees par les orbites de t.

1.4 Un lemme de D. McDuff et une application

Etant donnee une valeur reguliere a de H, on sait que le niveau v;, est un fibre de Seifert
sur une surface Ba , munie d'une forme symplectique (n§duite) TJa' Bien sur, quand on
traverse une valeur critique de H, la topologie de v;, change (on lui ajoute une cellule
d'indice 2). Il est remarquable que, SOllS nos hypotheses de dimension, la topologie
de Ba , e1le, ne change pas. Le lemme de Dusa McDuff est meme plus precis: soit
P = H-1([ao e,ao +e]), ou ao est une valeur critique correspondant it un ou plusieurs
points critiques non-degeneres d'indice 2 de H, et e est assez petit pour que ao soit la
seule valeur critique dans I'intervalle considere,

Lemme 1.4.1 Avec les notations ci-dessulJ, lJi dimP = 4, alors les surfaces B; =
Va/5

1
, pour at- ao, sont touies diffeomorphes Ii une surface B. De plus les projections

H-1(a) -t B s'assembleni en une application differentiable 11' : P -t B.

Pour obtenir l'application 11', D. McDuff suit tout simplement le gradient de H.
Bien sur, ne definit pas bien une application de P dans v;,o+e puisque les points des
nappes descendantes des points critiques au niveau ao n'ont pas d'image, mais, grace a
I'hypothese de dimension, deflnit bien une application de P dans la surface reduite
du niveau ao+e. Rien n'empeehe alors de continuer, jusqu'au maximum de H si celui-ci
est realise par une surface, qui sera elle-aussi un exemplaire de B, ou jusqu'un peu avant
sinon. Rien n'empeche non plus de commencer au minimum de H ou presque.
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La proposition suivante est une consequence simple du lemme 1.4.1 et de ces remar�
ques.

Proposition 1.4.2 Soit W une variete sympleetique compacte de dimension 4 munie
d'un hamiltonien periodique H n'ayant que deux valeur» critiques.

1. Soit H a un point critique isole, alon l'auire valeur critique est atteinte le long
d'une sphere S2 ei West P2(C).

2. Soit H n'a aucun point critique isole, alors son maximum et son minimum soni
atteints le long de deux ezemplaires de la meme surface B, et West P(L EB 1) ou
L e"t le fibre normal de la "urface realisant le minimum de H dans W.

Autrement dit, les exemples ci­dessus decrivent tous les cas d'operations avec deux
valeurs critiques.

Demonstration. Le premier cas est un cas particulier d'un resultat de Delzant [6].
C'est ici extremement simple: le bord d'un voisinage equivariant du point considere est
une sphere S3. L'autre valeur critique ne peut etre atteinte en un point critique isole
puisque la sphere 8 4 ne posse de aucune structure symplectique, elle est done atteinte
Ie long d'une surface B dont 8 3 est Ie bord d'un voisinage tubulaire, done Best une
sphere 8 2 et on conclut facilement, Le deuxieme cas n'est pas plus difficile : on sait que
tous les niveaux reguliers ont la meme surface reduite, bien sfir c'est ceile qui realise les
extrema de H. Grace aFrankel, on sait lineariser I'operation et la forme symplectique
au voisinage de ces deux surfaces fixes, et on conclut tout aussi facilement. Cl

1.5 Dans tous les exemples que nous avons consideres, l'operation est evidemment
semi­libre. II y a bien sur des exemples aussi naturels et aussi simples ou ce n'est pas le
cas. Par exemple, la celebre fonction de Morse "parfaite" sur P 2(C) :

est Ie hamiltonien de l'operation de 8 1 :

qui est effective si m et n sont premiers entre eux, mais n'est pas semi­libre. Eile a
trois points fixes, isoles, C'est d'ailleurs une consequence simple d'un autre lemme de
D. McDuff [14] (voir 1.7.1) que:

Proposition 1.5.1 Une operation hamiltonienne semi-libre de 8 1 sur une variete sym-
plectique compacte de dimension 4, a au mains quatre points fixes.
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Dans le cas au la base B dans 1.2 est une sphere 52 t il y a d'autres operations
interessantes de Sl : on considerera aussi la "surface de Hirzebruch"

W::::: P(O(k)ffi 1) =:; ([a,bJ[x,y,zj E pl(C) X P2(C) laky =:; bkx}

avec la forme de Kahler induite et I'operation

t· ([a,b)[x,y,z)):::::: ([tma,bHtmkx,y,t"z»

(Ie cas au m =:; 0, n =:; 1 est un cas particulier de 1.2).

1.6 Eclatement d 'un point fixe

Voici maintenant un modele permettant de rajouter des points critiques. On considere
I'operation du cercle pres d'un point fixe, comme linearisee par Frankel, soit

t- (x, y) == W'x, r'ly)

pour certains entiers relatifs premiers entre eux p, q it precise!'. On eclate le point fixe
(0,0) E cr, et on obtient la variete

6 2
::::: {([a,bl,x,y) E pl(C) xC'll ay::::: bX}

11 est clair que l'operation de 81 se prolonge aC2 en

t· ([a, bl,x, y) ::::: ([tPa, rqb], tPx,rqy).

11 est clair aussi qu'il existe des formes symplectiques invariantes sur 62 ('Voir plus
generalement [131 par exernple, pour les formes symplectiques sur les varietes eclatees).

Remarques:

• En dehors du diviseur exceptionnel (x == y ::::: 0), il ne se passe rien de neuf.

• Dans le cas ou Ie point fixe eclate faisait partie d'une surface critique, on peut
supposer que p ::::: 1 et q ::::: 0 (pour que l'operation hamiltonienne Bait effective),
Is transformee stride de la surface de points fixes est une surface de points fixes.
On a de plus rajoute Ie point fixe «(1,01,0,0), isole d'indice 2.

• Si p > 0 et q > 0, le point fixe eclate est un point critique isole d'indice 2 de H,
que nous appellerons point critique au point fixe de type (p, q). L'eclatement le
remplace par deux points fixes: ([0,1],0, 0) de type (p + q, q) et ([1, OJ, 0, 0) de
type (p,p + q) relies par une nappe de gradient (l'exceptionnel).

• Si p et q sont de signe contraire, alors le point fixe eclate etait un extremum (isoIe)
du ha.miltonien. Quitte achanger les signes, on peut ecrire l'operation :

t· (x,v):::: (tmx,t"y)

au m et n sont > °et premiers entre eux (Ie point fixe est un minimum).
L'operation sur 62 est :

t· ([a, b), z , y) = ([tma, t"b), tmx, tnV).
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Quand m = n =1, l'exceptionnel est entierement constitue de points fixes;
on a remplace un point fixe isole par un p1 de points fixes.

- Sinon, on peut supposer que m > n > O. Alors le point ([0,1],0,0) est un
minimum au voisinage duquel l'operation hamiltonienne s'ecrit (trn-nu, tny),
et le point ([1,0],0,0) un point critique isole d'indice 2 et de type (n,m - n).

1.7 Passage d'un point critique isole d'indice 2

Soit a; une valeur critique de H, correspondant a des points critiques isoles d'indice
2. Pres d'un tel point critique, I'operation de 81 peut s'ecrire, dans des coordonnees
locales complexes ad hoc :

t· (x,y) = (tP,rqy)

ou p et q sont des entiers > 0 et premiers entre eux (pour que l'operation soit effective).
Grace a un petit changement de coordonnees, le niveau a; - s s'ecrit :

v;..-£ = {(x, y)llxl ::; 1, Iyl = I} (= D; x S;).

11 s'agit d'un voisinage d'une fibre "exceptionnelle" dans la variete de Seifert v;..-e ; la
fibre exceptionnelle elle-meme est x =0 avec stabilisateur Zlq (bien entendu, elle n'a
rien d'exceptionnel si q = 1, ce qui n'est absolument pas exc1u).

Le niveau G; + e, quant a lui, est de meme :

avec fibre exceptionnelle a stabilisateur Zip.
Calculons les invariants de Seifert de ces orbites. Soient u et v les plus petits entiers

> 0 donnes par Bezout :
(1) qu - pv = 1

Alors les invariants de l'orbite exceptionnelle consideree au niveau a; -e sont (q,v) et
ceux de I'orbite au niveau a;+ e sont (p,u).

Remarque. J'ai utilise ici, pour les invariants de Seifert, les conventions d'orientation
qu'on trouve dans [3], mais pas les conventions usuelles de normalisation, pour pouvoir
eventuellemeat traiter certaines fibres principales comme des fibres exceptionnelles, Par
exemple, £r; ;;::: 1 est l'ordre du stabilisateur de l'orbite, £r; et (3; sont premiers entre eux,
et:

(g I b,(£r1,(31),···,(£rr,(3r»
(notations de [161, au changement d'orientation pres),

et
(g,(l, -b - (m 1 + ... +mr»,(£r1l(31 +m1£r1), ... , (£rr>(3r +mr£rr»

representent la meme variete de Seifert.
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On en deduit d'ailleurs immediatement une demonstration d'un autre des Iemmes de
[14] :

Lemme 1.7.1 La classe d'Euler (au sen8 de" fibres de Seifert) d'un niveau regulier de
H diminue de IJpq au passage d'un point "ingulier de type (p, q).

Demonstration. La classe d'Euler d'un fibre de Seifert de type (g, (aI' {31), ... , (a r, {3r))
est, par definition, Ie nombre rationnel e = - E {3i/a•. Ainsi, si au niveau as - s, on
avait e_ = a - au niveau as+ e on aura e+ = a - et :

v u 1
e - e = - - - = --.
+ - q P pq

o

Demonstration de 1.5.1. On a vu dans 1.4.2 qu'il ne pouvait y avoir seulement deux
points fixes, supposons done qu'il n'y en ait que trois. Ce sont necessairement un
minimum de H, un maximum et un point critique d'indice 2. Comme I'operation est
semi-libre, sur un niveau regulier proche du minimum, c'est l'operation principale sur
$3 et e = 1 ; Ie point critique d'indice 2 est de type (1,1) et apres l'avoir passe on a
e = 0 grace it. 1.7.1, ce qui ne peut etre Ia classe d'EuIer d'une operation principale de
51 sur $3. 0

Notons:
1

b2 - -
1
-

• 1
'-0;

ou bl , ... ,bn sont des entiers que1conques, et tels que:

ait un sens pour tout i (par exemple, il ne peut y avoir deux "1" consecutifs],
Supposons que [b1 , •• . ,bnJ soit un developpement en fraction continue de qJv. Alors

on sait que:
(2) Nn_ 1v - qDn - 1 =1

en ajoutant (1) et (2), on obtient :

v(p + Nn_ 1 ) = q(u + Dn_ 1 )

Comme v et q sont premiers entre eux grace it (1), il y a un entier bn+l qui verifie :

b _ p +Nn - 1 = u + Dn - 1
n+l - q V

etona:
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2 Type de diffeomorphisme equivariant de W. Premiere partie: plombages

Dans cette premiere partie, on va considerer le cas ou les extrema de H sont tous les
deux: realises le long de surfaces. Naturellement il s'agira de deux exemplaires de la
meme surface orientee B.

Pour toute cette partie, nous ferons donc I'hypothese :

(H) L'opereiion de 81 a deux surfaces de points fixes

qui est automatiquement realisee, par exemple, quand le genre 9 d'une surface reduite
d'un quelconque des niveaux reguliers de H est positif.

On va decrire W par plombage sur un graphe en etoile (voir [16] par exemple).

2.1 Le graphe de plombage

On associe it chaque niveau regulier a de H un graphe en etoile (figure 1) representant
la variete Wa et son bord Va :

• le "centre" de I'etoile represente la surface B (minimum de H) et son fibre normal
L dans W, et est done pondere par le genre 9 de B et I'oppose b de la classe
d'Euler de L,

• it chaque nappe de gradient montante est associe un sommet, muni d'un entier
representant I'oppose de I'auto-intersection de la sphere 5P qu'est cette nappe de
gradient,

• it chaque point critique isole d'indice 2 est associee une arete, joignant les deux:
sommets correspondant aux nappes de gradient aboutissant it ce point critique.

•b
a Ivaleur

critique

Figure 1

•b
ij+l

a'

Le graphe est ainsi effectivement une "etoile" duale du graphe des nappes de gradient
de H jusqu'au niveau a. On le notera :

r = (g Ib,(bi ,1 , ... , bi ,&)(1 ::; i ::; r».
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Exemple. Ainsi (g I b) represente un fibre en disques du fibre L de classe d'Euler -b
sur la surface B de genre g.

Chaque branche de I'etoile represente une fibre exceptionnelle du niveau v;. j rajouter
un sommet aune branche revient a traverser un point critique isole d'indice 2. On passe
du type (p, q) du point critique au poids du sommet representant la nappe montante
qui en est issue grace au jeu de la fraction continue explique en 1.7.

Lemme 2.1.1 Les branches de l'eioile 80nt ponderees positivement.

Demonstration. Elle se fait par recurrence, en utilisant la construction des bi en 1.7.
L'equation (3) s'applique pour n = 0 avec q 1, v = 1, u = p - 1 et 0, et donne

o
bI = p, qui est positif par definition, ce qui initialise la recurrence, que (3) permet
d'achever. 0

Les graphes de plombage consideres seront done toujours implicitement supposes
positifs (c'est dire que bi,i > 0, on ne peut rien imposer it b).

Appelons M la valeur maximale prise par H sur W et choisissons un e assez petit
pour que H n'ait aucune valeur critique entre M - e et M. Ainsi Ie niveau VM _e est
un fibre principal sur B. Les invariants de Seifert de VM _ e sont de la forme (1, ,8), c'est
dire que les fractions continues associees aux branches de l'etoile construite ont pour
valeurs des inverses d'entiers.

Definition 2.1.2 Un graphe de plombage equivariant est dit achevable "i pour chaque
branche de l'eioile, on a :

11 est clair qu'un graphe de plombage achevable permet de construire une 8 I-variete

de dimension 4 fermee :

Proposition 2.1.3 Soit I' = (g I b,(bi}, ... ,bi . )(l i r)) un graphe de plombage, "
achevable avec

1
[bi,I' ... , bi ,• .! = ,8i

et soii D le fibre en droites complexes de classe d'Euler b - 2:=,8i sur la surface de genre
g. Alor" il eziste un dijJeomorphisme equivariant renversant l'orientation qui permet
de recoller la variete a. bord obienue par plombage le long de r et le fibre en cercles de
D en une variete fermee de dimension 4 (munie d 'une operation de 81 ) . 0

11 est c1assique que le type de diffeomorphisme C*-equivariant de la variete a bord
donnee par le graphe de plombage est bien defini. Comme on recolle un fibre vectoriel
complexe par une application equivariante, celui de la variete "achevee" l'est aussi.
Celle-ci sera notee W(r).
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Les explications et calculs precedents se resument en :

Proposition 2.1.4 Si r est le grapke de plombage defini par les points critiques de H
sur W, elors West diffeomorphe au sens equivariant et comme variete presque compleze
aW(r). CJ

Remarques.

• Les conventions d'orientation sont telles que, dans W, la classe d'Euler du fibre
normal de Bmin (auto-intersection de Bmin ) est -b, la classe d'Euler, en tant que
fibre de Seifert, de son fibre en cercles est bet la dasse d'Euler du fibre normal de
Bmall: est b - L: fJi'

• II existe des plombages qu'on peut fermer et qui ne sont pas definis par des graphes
"achevables" au sens de 2.1.2. C'est le cas quand le bord du plombage est une
sphere ff3 : il faut pour cela que g = 0 et qu'au plus deux branches de l'etoile
persistent it fournir des fibres vraiment exceptionnelles jusqu'au bout. On peut
alors fermer en recollant une boule B4 dans laquelle le point 0 est un point fixe
isole (voir l'etude du paragraphe 3).

Exemples.

• Le graphe I' = (g Ib) est achevable, et W(r) = peL $1). Si 9 = 0 et b= -1, on
pouvait aussi "achever" la variete en P 2(C).

• Le graphe (0 I0, k) n'est pas considere ici comme achevable, bien que Ie plombage
se ferme facilement par 1'ajout d'une boule B4. On obtient ainsi la surface de
Hirzebruch P(O(k) $1) -t P! (C) (I'operation de 8 1 est celle de 1.5 avec m = 1
et n = 0).

2.2 Plombages et eclatements

On a vu (1.6) qu'eclater un point fixe de type (p,q) le remplace par deux points fixes,
de types (p+q,q) et (p,p+q) relies par une nappe de gradient.

L'effet sur la fraction continue est decrit par la figure 2 et la formule :

(4)

ou si 1'on prefere
1 1

(5) b - --1 = b+ 1 - 1 1
a -;; - a+l-f

qu'on applique avec b = bn+! , a = bn+2 , et x = [bn+3 , •••J dans une des branches de
I'etoile, ou alors avec a = b1 , X = ...J au centre de l'etoile, Dans Ie deuxieme cas,
a - = ou (a, fJ) sont les invariants de Seifert de l'orbite consideree, et I'equation
(5) s'ecrit :

fJ fJ+ab--=b+l---
a a
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•b+l
Figure 2

• •a- l

et decrit la situation au niveau des classes d'Euler.

'I'heoreme 2.2.1 Soit W une variete symplectique compacte de dimension 4 munie
d'une operation hamiltonienne dont les deux extrema sont realises par des surfaces. II
eziste une suite finie

o'll chaque Wi est une variete sympleetique compaete de dimension 4 munie d 'une
operation hamiltonienne de S1, avec hamiltonien Hi' 11"; est l'edaiemen: d'un nombre
fini de points de Wi ei Ho n'a que deux valeurs critiques.

Ainsi West obtenue par une suite d'eclatements a partir d'une des varietes de la
proposition 1.4.2.

Demonstration. L'argument remonte a von Randow [18], et est extrernement simple.
Grace au lemme 2.1.1, on sait que les poids des branches sont tous strietement positifs.
Dans chaque branche de I'etoile associee a W, on contracte les branches ponderees par
des "I" : pour a, b 1, on remplace (a + 1, 1, b+ 1) par (a, b) et (b+1,1) par b. Comme
on l'a deja remarque, on ne peut jamais avoir deux "I" a la suite; ainsi on peut, en
une suite finie de telles contractions, supposer qu'il n'y a plus un seul "I" dans aucune
branche. Chacune est done maintenant ponderee par des entiers 2 ... ou a disparu.
Pour finir, remarquons que si bl , ... , bn 2, alors [bl , ... ,bn ] > 1. .. en particulier n'est
jamis un inverse d'entier. Done les branches de I'etoile ont disparu, il ne reste que
r = (g I b), soit une des varietes de 1.4.2. 0

Cette demonstration est un algorithme decrivant les eclatements. Celui-ci est encore
plus limpide dans Ie cas particulier ou I'operation est semi-libre (c'est Ie cas ou aucun
niveau regulier de H ne contient de fibre exceptionnelle).

Proposition 2.2.2 Sous les hypotheses du theoreme 2.2.1, et si l'operaiion. hamiltoni�
enne est semi­libre, alors chaque 1I"i est l'eclatemen: d'un certain nombre de points de
la surface B:"in realisant le minimum de Hi'
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Demonstration. Considerons le graphe de plombage definissant W, il est pondere par
(g I b, (bll , ... , bl • ), ... , (br 1, ... , bi • )). Dire que I'operation hamiltonienne est semi-

, , 1 t , r

libre, c'est dire que tous les points critiques isoles d'indice 2 sont de type (1,1).
On voit facilement que l'unique solution du probleme :

1
bI , · .. , bj E Z tels que Vj E [1,s] [bI , .. ·, bj ] = f3

j

est
(bu ... ,b.) = (1,2, ... ,2)

avec f3j = j, c'est it dire:
j-I

J
Ainsi chaque branche de l'etoile est ponderee par un 1 suivi d'un certain nombre de 2,
ce qu'on contracte facilement.

Pour preciser, choisissons ici pour WO un des exemples donnes par la proposition
1.4.2, c'est it dire: WO = P(L EB 1) puisqu'on a precise que le maximum est realise par
une surface Bm ax ' Le fibre Lest alors le dual du fibre normal de Bm ax dans W.

Pour construire WI, on eclate r points de la surface dans WO. Dans la surface
B:"in, transformee stricte de il y a ainsi r points marques. On eclate encore
certains d'entre eux (tous ceux qui correspondent it des branches de l'etoile de longueur

2) pour obtenir W2. On continue jusqu'a avoir epuise toutes les branches: le n de
I'enonce est le plus grand des Si' 0

Le theoreme 2.2.1 a aussi une consequence fort importante pour nous :

Corollaire 2.2.3 Toutes les SI-varietes [ermees consiruites par plombage sur des gra-
plies acheoables possedent des formes symplectiques invariantes.

En effet, elles sont obtenues par eclatements de points fixes it partir de varietes sym-
plectiques. 0

En particulier, 2.2.1 est bien un theoreme de classification. Une autre jolie conse-
quence en est :

Corollaire 2.2.4 Toute variete de Seifert orieniee abase orieniee est un niveau regu.
lier d 'un hamiltonien periodique sur une variete symplectique compacte de dimension
4.

Demonstration. En effet, toutes ces varietes se decrivent comme des bords de plom-
bages sur des graphes en etoile : on developpe les invariants de Seifert en fractions
continues. II suffit done de verifier que tous ces graphes peuvent se prolonger de facon
it obtenir des graphes achevables. Comme c'est une propriete de chacune des branches,
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il suffit de verifier que, pour toute suite d'entiers b1 , ••• , bn , on peut trouver une suite
bn+1,... , bn+m telle que [b1,• . . ,bn+m ] soit un inverse d'entier. On ecrit

N·
[bw " ,bjJ = D\

J

on choisit a :::: 1 quelconque et on pose

{
u = aNn _ 1 Dn _ 1

v = o.N; Dn

On a ainsi uNn - vNn_ 1 1 et uDn - vDn_ 1 = a :::: 1 ; et

;Nn - Nn_ 1 1
- D 1 =-;;

tJ n n-

est un inverse d'entier Carbitraire). II suffit alors de prendre pour Cbn+1 , ••• , bn+m ) un
developpement en fraction continue de ujv. 0

2.3 L'exemple des surfaces toriques

II s'agit d'une famille d'exemples que nous allons traiter partiellement dans cette partie,
et qui seront surtout extremement utiles dans la suivante, pour comprendre le cas ou
tous les points fixes sont isoles.

Sur les varietes toriques, nous renverrons le lecteur it [5] et it [4]' sur leurs rapports
avec les operations hamiltoniennes it [2,12,6].

Supposons que 51 opere sur W comme un sous-groupe du tore T2 Ceomme toujours,
I'operation hamiltonienne de T2 sera supposee effective). Dans ce cas la surface reduite
des niveaux reguliers de H est une sphere 52. De plus, des resultats classiques de [1J et
[10], il suit que H a au plus deux valeurs critiques it chaque niveau critique.

Proposition 2.3.1 Boit

r (g I b,Cb1,1,· .. ,b1,.),· .. ,Cbr,1,.··,b1,.))
un graphe de plombage achevable. Pour que la variete 8ympleetique compaete Wcn
p088ede une operation hamiltonienne du tore T2 prolongeant celle de 51, il taut ei il
8uffit que 9 = 0 et r :::; 2.

Remarque. On a done mis en evidence dans les paragraphes precedents, beaueoup
d'exemples d'operations hamiltoniennes de 51 qui ne se prolongent pas en operations
hamiltoniennes de T2.

Comme niveaux reguliers d'un hamiltonien dans cette situation, on trouve done les
varietes de Seifert orientees it base S2 avec au plus deux orbites exceptionnelles. II est
c1assique Cvoir [16]) que ee sont exactement les espaces lenticulaires.

Corollaire 2.3.2 Pour qu 'une variete de dimen8ion 3 soit un niveau reguZier d 'un.
hamiltonien periodique induit par une operation hamiltonienne de T2 8ur une variete
8ympZeetique compaete de dimen8ion 4, iZ taut et il 8uffit qu'elle soit un espace lenticu�
Zaire.
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Demonstration de la proposition 2.3.1. Montrons que la condition est suffisante. Si le
nombre r de branches de rest 0, West de la forme peL Gl1) P 1(C) et I'operation
hamiltonienne Be prolonge aisement. Sinon, on a vu que West obtenue par une suite
finie d'eclatements a, partir de cet exemple (2.2.1). Comme l'etoile n'a pas plus de deux
branches, on a commence par eclater (au plus) deux points de Bmin. . .mais celle-ci est
un PI(C) avec operation standard: il y a bien deux points fixes (pour T 2

) qu'on peut
eclater de facon a, ce que l'operation Be prolonge. On peut ainsi continuer. 0

Le graphe r, comme on le voit sur la figure 3, ressemble au graphe associe a l'eventail
d'une surface torique (voir [4J par exemple).

b
2.1

Figure 3

La ressemblance n'est pas fortuite : le plombage et I'eventail definissent la meme
construction de variete. Notre graphe est achevable, c'est dire qu'on peut le fermer
en lui rajoutant un sommet. La variete achevee est la surface torique dont l'eventail
est decrit par le graphe circulaire. Remarquons que I'operation de 51 determine toute
I'action de T 2 (voir aussi 3.5.1).

3 Type de diffeomorphisme equivariant de W. Deuxieme partie: eventails

Dans cette partie, on traite le cas ou l'un au moins des extrema de H est un point fixe
isole, on supposera toujours que c'est le cas pour le minimum. 11 est clair qu'alors la
surface Best une sphere. Au voisinage du minimum, l'operation est linearisee en:

(6) t· (x,y) = (tmx,tny)

ou m et n sont positifs et premiers entre eux. Un niveau regulier proche est done une
sphere 53 avec (eventuellement) deux fibres exceptionnelles, a, stabilisateurs Z jm et
zt«

3.1 Nappes montantes issues du minimum

Ce paragraphe est consacre a, la demonstration de :
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Proposition 3.1.1 Si un des extrema de H est realise par un point fixe isole, alors il
ezisie une suite finie d' eclatemesits

ou WO est telle qu 'aucun niveau de HO ne rencontre plus de deux nappes de gradient.
Si tous les points critiques de H sont isolee, alors W elle-meme a ceiie propriete

(sans eclatement).

Ce qui permettra de se limiter dans la suite au cas ou il n'y a que deux nappes de
gradient joignant le minimum it un autre point critique. Voici le lemme de base:

Lemme 3.1.2 Si dans (6), m et n sont difJerents de 1, alors il n'y a que deux nappes
de gradient joignant le minimum Ii un autre point critique.

Demonstration. Au voisinage d'un point critique atteint par une telle nappe, I'opera�
tion est linearisee en (tPu,rqv) ou q > 0 et la nappe montante est l'axe des v. C'est
une sphere P1(C) au debut de laquelle I'operation est done linearisee en t . w = tqw.
Son espace tangent est done un des vecteurs propres en O. Supposons m et n distincts.
Les nappes montantes issues du minimum sont necessairement tangentes aux axes de
coordonnees de I'ecriture (6). Chacune coupe une petite sphere centree en 0 en une
orbite de l'operation de Sl. 11 est classique qu'il n'y a pas d'operation de Sl sur!J3 avec
plus de deux orbites exceptionnelles (voir [16]). Done si m et n sont differents de 1, il
n'y a que deux nappes de gradient (une pour chaque axe de coordonnees). 0

Grace aux memes resultats, on sait en plus que si m > n = 1, il y a exactement une
nappe de gradient tangente a l'axe des x (et peut­etre beaucoup tangentes a l'axe des
y).

Supposons qu'il y ait plus de deux nappes de gradient issues du minimum. Alors,
soit m = n = 1, soit m > 1 et n = 1, auquel cas il y a une nappe montante tangente a
l'axe des x et au moins deux tangentes a l'axe des y. Montrons que ce deuxieme cas se
ramene au premier :

Apres un eclatement, l'operation pres du nouveau minimum s'ecrit (voir 1.6)

t- (u, y) = (tm-1u, ty)

done m a decru, mais le nombre et la disposition des nappes issues du minimum n'ont
pas change.

Apres m ­ 1 tels eclatements, on done ramene a la situation d'une variete W' avec
un hamiltonien H', dont le minimum est realise en un point isole pres duquel l'operation
est semi­libre (soit au cas ou m = n = 1) et duquel sont issues r 3 nappes de gradient.

On eclate encore une fois ce minimum pour obtenir une sphere d'auto­intersection
­1. Supposons que le maximum de H soit isole j situation qui n'a pas change apres
tous les eclatements du minimum. A ce maximum arrivent r nappes de gradient.
Necessairement I'operation de Sl est alors linearisee en elm'u, tv). Une petite sphere
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s-, bord d'un voisinage de ce maximum, est aussi le bord du plombage defini par le
graphe

r = (0 11,(bi,I, ... ,bi,s;)1:::; i:::; r)
avec

1
[bi.l , ... ,bi,s.] = f3i

sauf pour

ou 0 < f3 < mi.
Ainsi la classe d'Euler est 1- -/!;; - Ei,;;;i f3i d'une part, et - de l'autre. Ceci impose

r-l f3 - 1
L....Jf-'1 I -
i=1 m

ce qui est impossible puisque r 3.
Cet argument prouve la deuxieme assertion de la proposition, d'une part et d'autre

part que, dans le cas ou il y a trois nappes de gradient issues du minimum, alors le
maximum est realise le long d'une sphere.

Fin de la demonstration de la proposition: S'il y a trois nappes issues du minimum,
le complementaire du minimum est done obtenu par plombage le long d'un graphe
r. Comme dans la demonstration de 2.2.1, on peut contraeter les branches de I'etoile
correspondant aux nappes de gradient arrivant sur l'axe des y. 0

Je ferai done dans le reste de cette partie I'hypothese

(H') Le minimum de H est realise par un point fixe isoJe
d'oii sont issues exactement deux nappes de gradient

3.2 Etude des orbites critiques pres du minimum

Si I'operation est donnee par (6), les orbites (eventuellement ) exceptionnelles sont

x 0 avec stabilisateur ZJm
o x avec stabilisateur ZJn

Un "petit" changement de variables identifie un voisinage de x 0 a5; x D;, de sorte
que

53 = 51 X D2UD2 X 51x y x y'
8

l'orientation etant donnee par l'orientation complexe sur et D; et par l'orientation
"bord" sur et

Ainsi, si u et v sont les plus petits entiers positifs tels que

(7) mv - nu = 1,
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les invariants de Seifert des orbites sont (m, u) et (n, n - v).
Suivons maintenant une nappe montante, celle correspondant it m par exemple, et

supposons qu'elle arrive it un point critique d'indice 2 ou l'operation s'ecrit

t- (x,y) = (tI'x,Cmy).

Les invariants de l'orbite exceptionnelle avant la chirurgie sont (m, u). L'equation (1)
s'ecrit :
(8)

(9)

mU -pu = 1.

En soustrayant (7) on obtient m(U - v) - u(p - n) = 0, soit :

p-n U-v
bl = - - = - -

m u

(en particulier p = mb, + n). 11 va sans dire qu'on n'espere plus obtenir des b, > 0 dans
ce cas (voir 3.4 par exemple).

3.3 Construction d 'un eventail

On a ainsi deux series de nombres (bl , ... , br ) et (c l , ... , cs ) associees aux deux familles
de nappes montantes issues du minimum de H. Elles definissent une sorte d"'etoile it
deux branches sans centre" sur laquelle on peut faire le merne type de constructions que
plus haut.

On va montrer ici qu'en realite, I'operation de 51 se prolonge (de facon unique) en
une operation de T2 et que W etait en fait une surface torique complexe.

Choisissons une base (el , e2 ) de Z2, et posons :

Wo
WI

d'une part, et W 2

de l'autre.

Lemme 3.3.1 Le determinant det(ws+!,v r+!) vaut 1.

Demonstration. Commencons par ecrire les deux vecteurs dans la base canonique :

(W.,w s+!) = (Ws_llws )

-D s )s,
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ou [s, ... ,c.l et donc : w.+l = -D.el + N.e2. De meme vr+l = + N:v1 =

s;«, ou ... ,brl = !ft.
Calculons maintenant ces reduites. On a vu (9) qu'apres le premier point critique

d'indice 2, les invariants de Seifert de l'orbite exceptionnelle sont (mb l + n, UbI + V).
Ensuite, la relation (3) s'applique avec No =m, Do = u puis par recurrence pour donner
finalement :
(10) (m', u') = (mN; + uN; +
ou (m', u') sont les invariants de Seifert de l'orbite sur cette nappe montante pres du
maximum: I'operation yest (t-m'X, r n'y) avec'' m'v' - n'u' = -1. On en deduit :

{
N' = m'v - nu'

= -m'u + mu'

De rneme, si l'on suit la nappe contenant les orbites exceptionnelles (n, n - v), on va
obtenir :

n'u
n'v

mv'
-nv' +

men' - v')
n(n' - v'){

N. = n' (m - u)
D. = -n'(n - v) +

ce qui permet de finir :

det(w.+l>Vr+l) = - N.N; = -(m'v' - n'u')(mv - nu) = 1.

o

Ainsi, dans la suite (wI" .. ,W.+1 , Vr+l" .. ,VI)' le determinant de deux vecteurs con-
secutifs (y compris (VI'WI)) vaut 1. On a meme mieux :

Proposition 3.3.2 (WI'"'' W.+l> vr+l , ... ,VI) est le squeletie de dimension 1 de l'e-
ventail definissant une surface iorique complete ei lisse.

Demonstration. La seule chose qui reste a verifier est qu'on n'a pas fait plusieurs fois
Ie tour de l'origine. Considerons la variete W et eclatons le minimum et le maximum
suffisamment de fois pour que dans la variete W obtenue, les extrema soient realises le
long de spheres. Nous savons grace a 2.3 que West une surface torique. 11 est clair
qu'un eventail definissant West de la forme:

(WI, ... ,W.+I , U1 , ••• , Ui' vr+ I , ••• , VI , Ui+ I , ••• , Ui+ j ).

Si celui-ci est un eventail, le notre a fortiori. 0

3.4 La combinatoire des nappes de gradient (avec les ordres des stabilisateurs des
orbites exceptionnelles) dans le cas des exemples de 1.5 est donnee par la figure 4 dans
les cas n > m (it gauche, pour le projectif) et n > mk (it droite, pour la surface
de Hirzebruch). Les calculs precedents donnent bl = -1 dans le premier exemple, et
l'eventail est defini par le l-squelette (e l , e2 , -el - e2 ) , ou l'on reconnait (heureusement)
P 2(C ), et bl = -k,c1 = 0 dans le deuxieme ou l'eventail (e l,e2,-el -ke2,-e2) est bien
celui qu'on s'attend it trouver.

31e cas oil Ie maximum n'est pas isole n'est pas exclu : on peut avoir {m/, n/} = {l,O}.
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Figure 4

3.5 Operations de T 2

Un corollaire a premiere vue un peu etonnant des resultats precedents est une version
renforcee de 2.3.1.

Theoreme 3.5.1 Soit W une variete Jymplectique compacte de dimension. 4 munie
d'un hamiltonien periodique H. Pour que H soii une projection du moment d'une
operation hamiltonienne du tore T2, il faut et il Juffit que

1. une deJ surjaces reduiteJ d'un niveau regulier de H soii une Jphere fP
2. aucun niveau de H ne rencontre pluJ de deux nappes de gradient.

De plus, quand ces deux conditionJ sont realiseeJ, l'operation de T 2 est bien determinee
par H.

En effet, on a pu reconstruire tout I'eventail [decrivant I'operation hamiltonienne de
T2) rien qu'avec les entiers b;,Cj qui sont les auto-intersections des nappes de gradient
de H et done bien determinees par H. 0

C'est le cas en particulier quand tous les points fixes sont isoles, comme on l'a vu plus
haut:

Corollaire 3.5.2 Soit W une variete Jymplectique compacte de dimension 4 munie
d'une operation hamiltonienne de 51 dont ious les points fixes sont isole», Alors West
une surface tori que, et l'operation hamiltonienne de 51 est induite par une operation de
T2.o

En fait, ce resultat n'est pas si etonnant qu'il n'y parrot. On a deja remarque plus
haut qu'un eventail en dimension 2 n'est qu'une sorte de diagramme de plombage; or
l'eventail decrit une variete munie d'une operation de (C*)2, alors que les plombages
decrivent des varietes munies d'operations de C*. La raison est bien silr que les ames des
bandes utilisees pour plomber sont des fP et peuvent done etre munies d'une operation



20

complementaire de 51, avec pour deux points fixes les deux points de la bande utilises
pour les recollements definissant le plombage.

Si I'operation de 51 determine I'eventail, en retour celui-ci determine la variete, mais
pas celui des cercles 51 qui nous interesse, il faut rajouter une donnee, par exemple les
deux entiers m, n de (6).

Il n'y a rien d'etonnant non plus a. ce qu'on retrouve ici la classification des T2_
operations hamiltoniennes effectives sur les varietes de dimension 4 (cas particulier de
[6]) puisque ce resultat de T. Delzant a ete une des sources d'inspiration du present
article.

Il est classique (voir [15] par exemple) que les surfaces toriques sont obtenues par
eclatements successifs a. partir du projectif ou d'une surface de Hirzebruch. On en tire
1C1 :

Proposition 3.5.3 Soi: W une varietf sympleetique compaete de dimension 4 mu�
nie d'une operation hamiltonienne de 51 dont tous les points fixes soni isoles. Alors
West obtenue par une suite d'eclatement« a partir de P(O( k) EB 1) ou P 2( C) muni
de l'operatio» hamiltonienne induite par une inclusion de 51 dans le gros tore reel
(autrement dit, apartir de l'un des ezemples de 1.5). 0

4 Conclusion

4.1 Voici d'abord un resume des resultats des paragraphes precedents:

1. Si les extrema sont realises par des surfaces

• de facon equivalente, il y a deux surfaces de points fixes,

• c'est automatique si l'une quelconque des surfaces reduites des niveaux regu-
liers a un genre 9 2:: 1 (1.4.1),

• toutes les reduites des niveaux reguliers, la surface realisant le minimum et
celle realisant le maximum sont des exemplaires de la meme surface B,

(a) W se decrit par plombage acheve le long d'un graphe en etoile (2.1.4)
achevable,

(b) elle s'obtient aussi par une suite d'eclatements it partir d'un P(L EB 1)
(2.2.1),
- Si en plus l'operation est semi-libre, on peut n'eclater que des points

d'une des surfaces extremales (2.2.2),
(c) si 9 = 0 et si aucun niveau ne rencontre plus de deux nappes montantes,

on peut aussi decrire W conune une surface torique complexe (2.3).

2. Si un seul des deux extrema est un point fixe isole

• de facon equivalente, il y a une unique surface de points fixes,
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• l'autre extremum est realise le long d'une sphere, et toutes les surfaces redui�
tes des niveaux reguliers sont des spheres (1.4.1),

(a) si un niveau de H rencontre trois (ou plus) nappes de gradient, West
obtenue par une suite d'eclatements a. partir d'une surface torique (3.1.1),

(b) sinon, W elle­meme est une surface torique (3.5.1).

3. Si les deux extrema sont des points isoles,

• Ie genre des surfaces reduites est nul (1.4.1),

• aucun niveau de H ne rencontre plus de deux nappes de gradient (3.1),

• West une surface torique (3.5.1).

Et dans tous les cas, West obtenue par une suite d'eclatements a. partir d'une
operation de Sl sur P2(C) ou sur un P(L E(11) (3.5.3).

Cette liste est a. comprendre comme liste de toutes les classes de varietes symplec�
tiques compactes de dimension 4 a. diffeomorphisme equivariant preservant une structure
presque compleze adaptee pres. Pour conclure, faisons quelques remarques sur Ia forme
symplectique.

4.2 Une jolie application du lernrne 1.1.1

On sait que toutes les reductions symplectiques des niveaux reguliers Va s'identifient a.
une meme surface B, avec forme symplectique T/a' On considere le graphe de la fonction
"volume" :

V(a) = kT/a

D'apres un celebre theoreme de Duistermaat et Heckman [7], V definit une fonction
continue et affine par morceaux de H(W) dans R. Plus precisement, elle est affine sur
chaque intervalle ne contenant pas de valeur critique de H, de pente la classe d'Euler
commune des "SI­fibres" v;. -+ B. Grace au lemme 1.7.1, on sait aussi comment la pente
varie au passage d'une valeur critique, en particulier elle est strictement decroissante,
et Ia fonction Vest concave ; il est probablement plus judicieux, dans le contexte des
operations hamiltoniennes, de dire exactement Ie "contraire", c'est­a­dire :

Remarque. La fonction Vest une fonction strictement positive, la partie de R2 situee
sous son graphe est un polygone convexe. Par exemple c'est un triangle ou un trapeze
quand H n'a que deux valeurs critiques (voir le paragraphe 1).

En particulier, si I'operation de SI consideree s'etend en une operation du tore T2 ,

ce polygone se construit facilement a. l'aide de l'image du moment de I'operation de T 2 •

Soit J : W -+ (t2 )* le moment d'une operation hamiltonienne de T2 sur une variete
symplectique compacte W de dimension 4 ; soit p : (t2)* -+ t* la projection sur l'algebre
de Lie duale d'un cercle Sl '­t T 2

, H = p 0 J Ie hamiltonien assode, et V sa fonction
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volume. Le graphe de V s'obtient en "aplatissant" le polygone image de J sur la droite
t* comme sur la figure 5.

-

image deJ

graphede V

Figure 5

I
b

4.3 Volumes des nappes de gradient

La superposition du polygone "graphe de la fonction volume" et de l'arbre dual au
graphe de plombage va permettre de decrire completement la classe de cohomologie de
la forme symplectique (figure 6).

-.l...-.------.........-H

Figure 6

Le theoreme de Duistermaat et Heckman permet aussi de calculer les volumes des
nappes de gradient de H. Celles-ci sont orientees de facon que pour une sphere fP,
nappe montante allant du niveau critique a. au niveau critique aj'

h2 w = -. - aj'
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Ces volumes sont des invariants de la classe de cohomologie de la forme symplectique.
Inversernent :

Proposition 4.3.1 La classe de cohomologie [w] E H2(W; R) est determinee par les
volumes des nappes montantes de gradient et (eventuellement) le volume de la surface
Bmin •

Demonstration. II suffit de verifier que les classes fondamentales de Bmin et celles des
nappes montantes engendrent H2(W; R) ce qu'on voit facilement par Mayer-Vietoris. 0

Remarque. Si le maximum de H est aussi realise par une surface Bmax (un exemplaire
de B), et si le fibre normal de Bm ax dans W n'est pas trivial (cas ou b - E (3i ::f 0),
on peut remplacer le volume de la derniere nappe montante par celui de Bm ax : on le
demontre par Mayer-Vietoris, et on le voit tres bien sur Ie diagramme de la figure 7.

Bmax

Figure 7

A droite le fibre normal de Bm ax est trivial, le volume de Bm ax est fixe par les
donnees precedentes quelque soit Ie volume de la derniere nappe montante, qui peut
etre arbitraire. A gauche au contraire l'un des deux volumes determine l'autre.

Grace ala description de ces varietes par eclatements, il semble assez facile de verifier
que les conditions necessaires "evidentes" imposees aux reels positifs que sont les vo-
lumes de ces surfaces par la positivite de la fonction V suffisent pour qu'ils determinent
une classe de cohomologie qui contienne une forme symplectique invariante. Le dia-
gramme classifierait alors les varietes symplectiques compactes de dimension 4 comme
plus haut avec en plus la classe de cohomologie de la forme (voir une etude complete
de cette question pour Ie cas torique dans [6]).
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