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VECTEURS PROPRES DE MATRICES DE JACOBI

par
Micheéle AUDIN

1. Introduction.

Dans cette note, je voudrais faire une remarque que j’ai trouvée un
peu étonnante a propos du systeme de Toda.

Le probléme. — La terminologie «systéme intégrable» est parfois
un peu ambigiie : il est question d’un systéme hamiltonien qui se trouve
posséder beaucoup d’intégrales premieres, mais bien souvent — méme si les
auteurs ne le signalent pas toujours — des qu’on a identifié les intégrales
premiéres pour le systéme de départ, on ne s’intéresse plus tant & ce
systéme qu’a un niveau commun de ces intégrales, voire a tous les systémes
intégrables qu’elles définissent.

Chacun sait qu'on peut écrire le systeme différentiel dit «systéeme
de Toda périodique» comme une équation différentielle dans un certain
espace de matrices de Jacobi. Le fait est que ce systéme est intégrable et
que les niveaux communs des intégrales premieres sont tout simplement
des ensembles de matrices ayant méme spectre : ils ont donc une définition
purement algébrique (d’algebre linéaire, méme).

Les auteurs de [1] ont mis en évidence une trés belle géométrie dans la
fagon dont ces ensembles isospectraux peuvent se compactifier pour devenir
des variétés abéliennes.

La philosophie. — Il m’a semblé que, bien siir, on pouvait étudier cette
situation en regardant comment les solutions du systeme de Toda devenaient
infinies, mais apreés tout pourquoi ce systéme? et méme pourquoi utiliser
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les solutions d’un systéme? et pourquoi ne pas considérer les niveaux en
eux-mémes et les étudier directement ?

Si les matrices qu’ils contiennent ont toutes les mémes valeurs propres,
considérons leurs vecteurs propres — c’est d’autant plus tentant qu’ils sont
bien compris (voir [3]) et qu'on sait e priori qu'ils peuvent donner des
renseignements sur les niveaux (voir par exemple [4] et méme, dans ce cas
précis, le §4.1 de [1]).

La surprise. — Ce qui est plus étonnant, c’est que cette géométrie
a l'infini va mettre en évidence une direction privilégiée : on compactifie
le niveau en lui ajoutant une famille (ordonnée) d’hypersurfaces. Deux
consécutives sont tangentes entre elles et la famille des hyperplans tangents
le long de I'intersection est le pinceau des hyperplans contenant une droite
bien précise(V). .. et cette direction est celle du flot de Toda : on peut certes
comprendre toute la géométrie sans systéme hamiltonien, mais en retour,
la géométrie nous donne un systéme hamiltonien meilleur que tous ceux
que nous aurions pu considérer.

1. Matrices de Jacobi.

Les matrices de Jacobi considérées ici sont les matrices infinies
tridiagonales symétriques périodiques :

bnt1 Gny1 O
0 An41 by ai 0
0 a b2 a

M= 0 as

Qnp
an bny1 Gy

(1) Toute cette géométrie est dans une variété abélienne, donc tous les espaces tangents
sont identifiés.
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de sorte que la matrice finie

b ap 0 Qn41 A
ay b2 as
0 as
My =
0
an
An41 A_l Qn, bn+1

contient toute l'information : si

1 An+1To + 0121 + a1
M = .
Tn+1 AnTn + bn+1xn+1 + Gny1Tnt2
alors
x biz1 + @122 + Gpy1 ATt
| or | = z ,

x A lzy + +b

n+1 Gn41 T1 T AnTn n+1Tn+1

ce qui est bien la méme chose si on convient de poser A - T; = Tij_(n41)-

La donnée de la matrice M, comme celle de la matrice M, est
équivalente a celle du couple de vecteurs

(a,b) = (a1, .., 8n+1,b1,. .., bny1).

Je supposerai de plus que ) b; = 0 de sorte que My € slp41.

2. Leurs valeurs propres.

Le polynéme caractéristique det(M — p1d) est de la forme

n+1

(TTa)r+27 + Py
=1

ol

P(N) = (_1)’n+1'uln+l + Hl(a, b).un_l + Hn—l(aa b)l‘l’ + Hn(a" b)
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Fixons ¢ € C — {0} Pour chaque vecteur h = (hy,...,h,) € C",
considérons ’ensemble 7}, de tous les couples (a, b) tels que la matrice M),
associée ait

C()\ + )\—1) + (_1)n+1un+1 + hlun—l +-ot by
comme polyndéme caractéristique. En d’autres termes, on a ainsi fixé un
niveau commun des fonctions Hy,..., H, et en méme temps une courbe
algébrique
Ch=C: cA+A1)+Pu)=0

dite courbe spectrale puisqu’elle décrit le spectre des matrices M) € Tp,.

Remarque. — On aurait pu couper la matrice infinie M & un autre
endroit, sans changer le polynéme caractéristique de la matrice M) obtenue.
Restant en dimension finie, pour

0 A
1 .
e=|" . . |
1 0
QM Q™! est la matrice o M), déduite de M), par la permutation circulaire

g (0,1, .o ,CL-,H_l,bl, N ,bn+1) — (an+1,a1, . ,an,bn+1,b1, ey bn)
En particulier, My et oM, ont méme polyndéme caractéristique et
les fonctions Hi,...,H, sont invariantes par cette transformation.
L’ensemble 7}, est ainsi muni d’une opération du groupe Z/(n + 1)Z.

Etude de la courbe C. — On appellera encore C la courbe complétée
et normalisée au-dessus de A = 0 et A = oco. C’est tres simple ici : il suffit
de regarder 1’équation de la partie affine de C' pour s’apercevoir qu’elle
n’a qu’une branche (en 0 comme en o), il suffit donc de rajouter deux
points : A = (0,00) et B = (00,00) (coordonnées (), p) € P! x P!). Ainsi
par exemple les diviseurs des fonctions A et p sont-ils :

{ (\) =(n+1)A—(n+1)B,

(B) = (uo—A-B,
()0 désignant le diviseur des zéros de u. En particulier, (A — B) représente
un élément d’ordre n + 1 dans Pic®(C). L’application p : C — P! est
de degré 2, c’est le revétement double qui correspond a linvolution
7: (A p) - (A7 p).

Pour résumer :
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ProposiTioN 1. — La courbe C est hyperelliptique de genre n,
revétement double (par p) de P! ramifié en les 2n+2 racines de P(u)? —4c2.
Elle posséde un diviseur de degré 0, de la forme A — T(A), dont la classe est
un élément d’ordre n + 1 de Pic®(C).

3. Leurs vecteurs propres.

Quand la courbe C est lisse, & tout élément (a,b) de T, on peut
associer un fibré en droites complexes sur C, sous-fibré de C' x C**!, dont
la fibre en un point (A, 1) est — au moins si le point est assez général — la
droite propre de M, pour la valeur propre p : comme la courbe est lisse, il
n’y a pas de difficulté a prolonger une application

(C — un nombre fini de points ) — P™

a C tout entieére. On peut ainsi définir une application 7;, — Pic(C). Pour
avoir des degrés positifs, on considerera plutét le fibré dual; on aura ainsi
une application

¢ : T, — Pic®™™(C).
Le calcul du degré est facile a partir de Riemann-Roch, mais sera aussi

une conséquence de la détermination explicite d’un diviseur représentant
©(M)), voir la proposition 4.

ProposiTioNn 2. — L’application ¢ entrelace les deux opérations
deZ/(n+1)Z:

po(a,b) = p(a,b) + B - A.

Démonstration. — C’est plus ou moins évident si 'on pense a la
matrice infinie M : il est alors clair que

T r1 AZpy1 ATni1
: : T I
M, : =pu : <<= oM, ; =pU
Tp Ty :
Tn4l Tn41 Tn Tn

Ainsi, si p(M)) est le diviseur «p6les — zéros» de la section v du fibré des
vecteurs propres, alors p(o(My)) est le diviseur des «pdles — zéros» du
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vecteur
AZpt1 z1
1 .
. pour v = :
Tn
Ty Tn41
On en déduit facilement la proposition. O

Remarque. — Multiplier les n + 1 coordonnées de v par A ajouterait
au diviseur «poles — zéros» le diviseur de A~!, soit (n + 1)(B — A). I,

une seule coordonnée est multipliée par A, c’est pourquoi on n’ajoute
que (B — A).

4. Image de ’application de vecteurs propres.

Appelons Cy, 'image de C("~1) dans C?™) par
ZQj — ZQj +(n—k+1)B + kA.
L’image de Cj, dans Pic®"(C) est un translaté Dy, du diviseur ©.

PROPOSITION 3. — L’image de ¢ dans Pic®™(C) est le complémentaire
de la réunion des Dy, (1 < k<n+1).

Remarque. — 11 est habituel dans ce genre de situation (application
de vecteurs propres) d’obtenir le complémentaire d’un avatar du diviseur ©
(voir [4] par exemple). Ici I’équivariance (proposition 2) impose un complé-
mentaire invariant par la translation par (B — A).

La proposition 3 est inspirée du résultat de [1] mentionné dans
Pintroduction. Elle est conséquence de la détermination explicite d’un
diviseur représentant (M) ) et donc, essentiellement de [3] :

ProposITION 4. — Soit A;; = (—1)"*7 fois le mineur obtenu en
retirant & la matrice My — pld sa i-éme ligne et sa j-éme colonne.
Les fonctions méromorphes Ay 1 et Apy1ny1 ont n zéros communs
Q1,...,Qn (ne dépendant pas de k € {1,...,n}) sur C et le diviseur des
vecteurs propres est équivalent &

Pi+---+ P, +nB
(ott P; = 7Q;) dans Pic*"(C). De plus, le diviseur effectif D = P, +---+ P,



VECTEURS PROPRES DE MATRICES DE JACOBI 1511
est général et vérifie, pour tout k € {1,...,n},
D+ n—k+1)B-(n—k+1)A4) =1.

Un vecteur propre de M) est exhibé dans [3], c’est

An+1,1 An—f-l,I/An—i-l,n—i—l
V= , oOuencore w= ) s
An+1,’n An—l-l,n/An+1,n-+—1
An+1,'n-|—1 1

qui, lui, ne s’annule pas. Remarquons encore que Ay, 41 n+1 €st un polynéme
en 4 de degré n (et ne fait pas intervenir A) et que A, 1 x est un polynéme
de degré (n — 1) en p ol A apparait comme facteur de u™~*.

On vérifie alors aisément que le diviseur des poles de w est exactement
celui donné dans I’énoncé.

Les autres assertions sont fondées sur le fait que, pour tout k,
la fonction fr = Apt1k/Antint1 (k-éme coordonnée de w) est dans
LD+ (n—k+1)B—(n—k+1)A) (voir [3] pour les détails). O

Remarque. — L’application ¢ est un revétement de groupe (Z/2)"
de son image : ¢~ !(p(M,)) est l'intersection de la classe de conjugaison
de M) sous GL(n + 1;C) avec 7}, (voir [4]), c’est-a-dire ici les matrices
correspondant aux

2
(e1@1,...,Ent1@nt1,b1,...,bny1) avec e =1 et Hsizl.
i

On aurait d’ailleurs pu remarquer a priori que les H; ne dépendaient que
des carrés des a; : en effet, la matrice M) est conjuguée a

b 1 0 a2 Ac
a% b2 1
0 a2
Ny = 2
0
1
el a2 b1
par la matrice diagonale des (1,a1,a1a9,...,a1 - - ay).

Modulo le «changement de variables » z; = a2, I'application ¢ devient
un isomorphisme sur son image (c’est parfois le systéme ainsi transformé
qui est étudié, notamment dans [1]).
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5. Géométrie dans la jacobienne.

ProprosiTION 5. — Les diviseurs Dy et Dyy1 se rencontrent le long
d’un translaté de Iimage de C{"~2) et y sont tangentes. Les hyperplans
tangents le long de I'intersection sont tous les hyperplans de H'(O¢) qui
contiennent la droite engendrée par la classe du cocycle p.

Dans cet énoncé, il faut bien sir lire D,y2 = D;. La premiére
assertion est un des exemples de [1]; la seconde est une remarque de
mon cru. Elle montre que, dans la jacobienne de C, il y a une direction
privilégiée. Expliquons d’abord comment p peut étre un vecteur tangent a
la jacobienne de C. L’espace tangent (en n’importe quel point) & Pic*™(C)
est H1(O¢). La courbe C se recouvre par les ouverts Uy et U_, ot A # oo
et A # 0 respectivement. Etant non complétes, donc affines, les courbes
Uz sont acycliques pour O¢ : c’est pourquoi on peut considérer H!(Oc¢)
comme les classes de 1-cocycles de ce recouvrement.

Démonstration. — A cause de l'invariance de la situation par la
translation (B — A), il suffit de considérer Dy et D;; de plus, on peut
tout translater pour se placer dans Pic”—l(C) ou Dy va s’appeler W, _;
(le «diviseur © canoniquey, image de C™~1 dans Pic" !(C)) et o,
naturellement, D; sera W,_1 + B — A.

On vérifie alors I'égalité (ensembliste) :

W1 N (Wp_1 + B — A) = {L € Pic" 1(C) | A%(L — A) > 1}
et le membre de droite n’est autre que 'image W,,_5 de C ("=2) dans Pic" ™}
par I'application

Ri+- -+ Rp or— [R1+---Ryp_2+ A

D’autre part, on connait I'intersection homologique, qui doit étre 2[W,,_s]
(c’est la formule de Poincaré); on a donc la tangence des deux diviseurs
(voir par exemple [2] pour ces résultats classiques sur les jacobiennes).

Pour montrer la deuxiéme assertion, on consideére ’application d’Abel-
Jacobi u basée en un point Ry :

O HYQL)/A

Xi:Ri — (wr—»;/}:iw)



VECTEURS PROPRES DE MATRICES DE JACOBI 1513

(d est un entier quelconque, concrétement ici d =n—1oun—2et A
désigne le réseau des périodes). L’hyperplan qui nous intéresse est 1'image
de I'application tangenteen D =Y R; + A :

TpC=D 2t HOQb)*

TRIC X -+ X TR"_ZC X TAC

€ bnmzyn) (W Y wr, (&) +walm)

hyperplan de H°(Q4)* (qu'il faudra encore identifier & H(Oc¢)), ou droite
de H°(Q}), celle d’équations wg, = -+ = wr,_, = wa = 0. Bien sir,
toutes ces droites (quand 3 R; varie dans C("~2)) sont toutes les droites de
I’hyperplan d’équation w4 = 0 dans H 0(Qlc). Autrement dit, les hyperplans
tangents le long de ’intersection de Dy et D; sont tous les hyperplans de
HY(QL)* qui contiennent la droite engendrée par la forme linéaire w — w4.
Il ne reste plus qu’a identifier cette droite via 'isomorphisme de H O(Qlc)*.
Ici, on peut raconter la dualité de Serre comme l'isomorphisme déduit de
la forme bilinéaire non dégénérée :

HOQL) x HY(Og) —— C
(w, f) —— Résa(fw)
(f est toujours un 1-cocycle du recouvrement Uy UU_). Il ne reste donc
qu’a vérifier que
wp=0 <= Résa(uw)=0

ce qui est clair puisque v = 1/p est une uniformisante au voisinage de A,
ol pw s’écrit a{u) du/u avec a holomorphe et a(0) = 0. |

6. Un systéme intégrable.

On munit sl,4; de sa forme de Killing pour 'identifier & son dual,
de sorte qu’elle devient une variété de Poisson. L’espace E, des matrices
M), = (a,b) avec [] a; = c est une orbite, donc symplectique.

Appelons g; le terme constant dans le polyndme (en A\, A71) tr M§+1.
C’est une fonction définie sur E.; soit X; le champ hamiltonien associé.
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Les fonctions ¢, . . ., g, commutent grace au théoréme dit « Adler-Kostant-
Symes» (voir en particulier [4] dans ce cas). De plus, grace aux formules
de Newton (reliant sommes de puissances et fonctions symétriques
élémentaires), (Hi,...,Hg) = {(g1,...,9x) pour tout k de sorte que T
est un niveau commun des g;.

C’est un résultat classique des méthodes algébro-géométriques
exposées dans [4] que :

ProrosiTioN 6. — Si C est lisse, I'image de X; par I’application
tangente & ¢ est un vecteur (constant) de la droite engendrée par u'
dans H'(O¢).

Mais les n vecteurs y, ..., " sont indépendants : écrivons 1’équation
de C sous la forme y? = P(u)? — 4c. On a alors précisément :

n—1
LeMME 7. — La base de H*(O¢) duale de la base (Ei—/“—ty , u)
de HO(QL) est celle des classes (u", ..., ). y y

On en déduit immédiatement que, pourvu que C soit lisse, le niveau 7,
est régulier (et aussi que les flots des champs de vecteurs X3, ..., X, sont
linéarisés sur la jacobienne de C).

Le systéme de Toda. — Du point de vue géométrique, on n’a considéré
ici qu'un niveau commun de n fonctions qui commutent sur E.. Aucune
des fonctions de V'algebre qu’elles engendrent n’est a priori meilleure que
les autres. Pourtant, cette seule géométrie nous a permis de distinguer,
dans la jacobienne de C, une direction privilégiée (proposition 5) : celle
définie par p. Il y a donc aussi une direction tangente a 7, qui est
privilégiée et la proposition 6 nous apprend laquelle : c’est celle du champ
de vecteurs X;. Le systeme hamiltonien associé & X;, comme celui associé
a n’importe lequel des X;, est complétement intégrable. .. mais celui-1a est
particulierement célebre, puisqu’il s’agit du sytéme de Toda périodique (ici
pour n + 1 particules).

7. Une remarque sur la topologie.

Plagons-nous dans le cas ou n = 2 et faisons le «changement de
variables » évoqué dans la remarque finale du paragraphe 4 : on considere
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’ensemble 7,/ des matrices

b 1 0 a:n+1)\c‘1
T bz 1

0 T
Ny = 2
0
1
ex ! Zn bpi1

avec 2
Ty Tpy1 =C,

STbi=0, 3302+ zi=hy,

1_‘[bz — .’Elbg - Zgbl — :L‘3b2 = hz.

La variété algébrique réelle 7, est donc difféomorphe a la partie réelle
du complémentaire des trois exemplaires de la courbe dans sa jacobienne.
Remarquons que les intégrales premieres ne sont plus propres de sorte que
leur niveau commun 7;;’ peut ne plus étre compact.

La courbe hyperelliptique
C:cA+A Y —pd+hip+ho
est lisse exactement quand
6(p) = (—p 4+ hap + ho — 2¢)(—p° + hap + ho + 2¢)

n’a pas de racine multiple, c’est-a-dire a I'extérieur de la réunion des deux
courbes & cusps translatées du discriminant des polynémes de degré 3
représentés sur la figure 1.

Figure 1
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Celle-ci représente aussi la forme de la partie réelle de la courbe (en
coordonnées (y, 1) ot y?2 = §(u), les points A et B sont les deux points
au-dessus de p = 00).

La partie réelle de la jacobienne a quatre composantes dans la zone (1),
deux dans les zones (2) et (3) et une dans la zone (4). La figure 2 représente
la partie réelle de la jacobienne avec les trois exemplaires de la courbe
donnés par la proposition 3.

4 .0
\/

(4)

Figure 2

Le systéme hamiltonien associé a h;

Z1 = z1(be — b1), 61 =TI — T2,
Ty = :L‘z(b:g — bz), b.2 =Tz — I3,
x3 = x3(b; — b3), b3 = x3 — 21,

est donc un systéme complétement intégrable (variante de Toda périodique
a trois particules étudiée notamment dans [5]) dont les niveaux réguliers
sont composés de :

« 3 disques, 6 cylindres et 1 tore dans la zone (1);
o 3 disques et 3 cylindres dans les zones (2) et (3);

« 3 disques dans la zone (4).
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