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INTÉGRABILITÉ ET NON-INTÉGRABILITÉ

DE SYSTÈMES HAMILTONIENS

[d'après S. Ziglin, J. Morales-Ruiz, J.-P. Ramis,...℄

par Mi
hèle AUDIN

Les systèmes hamiltoniens sont les équations di�érentielles qui dé
rivent le mouvement

des systèmes mé
aniques dont l'énergie est 
onservée : 
e sont les équations de Hamilton

(1) q̇1 =
∂H

∂p1

, . . . , q̇n =
∂H

∂pn

, ṗ1 = −
∂H

∂q1

, . . . , ṗn = −
∂H

∂qn

.

Un système hamiltonien est dit � intégrable � s'il a beau
oup de quantités 
onservées,

d'intégrales premières ; 
'est le 
as par exemple des toupies, des parti
ules libres sur une

surfa
e de révolution ou sur une quadrique. Les systèmes intégrables ont des propriétés

très spé
i�ques : le mouvement a lieu sur des sous-variétés invariantes, souvent des tores,

les équations sont intégrables par quadratures (
'est le théorème d'Arnold-Liouville [1℄).

Il y a aussi beau
oup de systèmes hamiltoniens qui ne sont pas intégrables : le problème

de la Lune (problème de trois 
orps en intera
tion gravitationnelle), par exemple. Il y a

des systèmes hamiltoniens dont on soupçonne qu'ils ne sont pas intégrables, par
e qu'on

n'a pas été 
apable de trouver assez d'intégrales premières, et surtout par
e que des ex-

périen
es ou simulations numériques montrent un 
omportement 
haotique in
ompatible

ave
 le théorème d'Arnold-Liouville.

Comment démontrer qu'ils ne sont pas intégrables ? C'est la question à laquelle est


onsa
ré 
et exposé.

Les résultats présentés i
i reposent sur une appro
he due à Poin
aré [29℄ : on linéarise

le système le long d'une solution parti
ulière. Si les données sont analytiques, on peut


omplexi�er l'espa
e de phases et le système, obtenant (don
) un système di�érentiel

linéaire le long d'une surfa
e de Riemann. Dans une première étude [37, 38℄, Ziglin a donné,

au début des années 80, un 
ritère de non-intégrabilité basé sur la non-
ommutation de


ertains éléments du groupe de monodromie de 
ette équation. Plus ré
emment, Morales et

Ramis ont 
onsidéré le groupe de Galois di�érentiel de 
elle-
i et montré que, si le système

est intégrable, l'algèbre de Lie de 
e groupe est abélienne [26, 24℄. Leur démonstration

repose sur un lemme de géométrie symple
tique, qui s'applique au groupe de Galois par
e

que 
elui-
i est un groupe de Lie

(1)
. Comme le groupe de Galois di�érentiel 
ontient

(1)
C'est même un groupe algébrique, 
omme l'a�rme un théorème de Kol
hin [16℄ ; voir, dans 
e sémi-

naire, [7℄.
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le groupe de monodromie

(2)
, le théorème de Morales et Ramis permet de retrouver les

appli
ations du théorème de Ziglin, mais il va au-delà, puisqu'il s'applique dans des 
as

où la monodromie est triviale.

Ces résultats ont d'assez nombreuses appli
ations. Pour ne pas allonger démesurément


e texte, j'ai 
hoisi de ne présenter qu'une famille d'exemples. On en trouvera de nombreux

autres dans les arti
les originaux de Ziglin, Morales & Ramis, et
. (voir les référen
es

au � 3.3)

(3)
.

Jean-Pierre Ramis a répondu ave
 beau
oup de gentillesse à toutes mes questions en

a

ompagnant ses réponses de 
ommentaires toujours é
lairants. Claude Sabbah m'a sug-

géré d'innombrables améliorations. Pierre Baumann et Claudine Mits
hi ont lu et 
ritiqué

une version préliminaire de 
e texte. Que tous soient remer
iés.

1. PRÉLIMINAIRES EN GÉOMÉTRIE SYMPLECTIQUE

1.1. Systèmes hamiltoniens

Les 
oordonnées

(4) (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) de l'espa
e de phases R
n × R

n
qui inter-

viennent dans les équations (1) de Hamilton se globalisent : l'espa
e de phase sera une

variété W munie d'une forme symple
tique

(5) ω. À toute fon
tion H : W → R est asso
ié

un 
hamp de ve
teurs XH , son 
hamp hamiltonien, par la règle

(2) (dH)x(Y ) = ωx(Y, XH(x)) ∀x ∈ W, ∀Y ∈ TxW.

Le système hamiltonien asso
ié à H est simplement le système di�érentiel dé�ni par

XH, 
'est-à-dire

(3) ẋ(t) = XH(x(t)).

Le système (1) n'est autre que le système (3) quand W = R
n ×R

n
, ω =

∑
dpi ∧ dqi, 
as

où

XH =
n∑

i=1

(
∂H

∂pi

∂

∂qi

−
∂H

∂qi

∂

∂pi

)
.

Les mouvements des systèmes mé
aniques dont l'énergie est 
onservée � par exemple

tous les �ots géodésiques � sont sus
eptibles d'une telle des
ription. Je donne i
i les

(2)
Toujours dans 
e séminaire, voir l'exposé [5℄ où des résultats plus ré
ents de méthodes de 
al
uls de

groupes de Galois sont présentés.

(3)
Il existe d'autres appro
hes à la non-int�grabilité, notamment dynamiques (voir [18, 19℄) ou paramé-

triques (voir [14℄ et la remarque 2.4) mais je ne les aborderai pas i
i.

(4)
On peut rempla
er R par C dans 
ette partie. Il faudra le faire pour les appli
ations (voir les �� 3.1

et 3.4).

(5)

'est-à-dire d'une 2-forme fermée non dégénérée



884-03

familles d'exemples que j'utiliserai pour les appli
ations, on en trouvera de nombreux

autres dans [28, 3℄.

Exemple (Système de Hénon-Heiles � à suivre). � C'est le système sur la variété sym-

ple
tique R
2 × R

2
dé�ni par le hamiltonien

(6)

(4) H =
1

2
(p2

1 + p2
2) +

1

2
(Aq2

1 + Bq2
2) − q2

1q2 −
λ

3
q3
2

où A, B et λ sont des paramètres à pré
iser (on 
onsidérera parti
ulièrement le 
as où

A = B 6= 0 et 
elui où B = 0).

Le système di�érentiel (1) est

(5) q̇1 = p1, q̇2 = p2, ṗ1 = −Aq1 + 2q1q2, ṗ2 = −Bq2 + q2
1 + λq2

2.

Exemple (Le solide pesant � à suivre). � On 
onsidère un solide ave
 un point �xe

dans un 
hamp de pesanteur 
onstant. Dans un repère lié au solide, l'énergie totale s'é
rit :

H(γ, M) =
1

2
M · Ω − γ · L

où γ désigne la pesanteur, M est le moment angulaire, lié à la rotation instantanée Ω par

la relation M = J(Ω) pour un endomorphisme symétrique J, l'inertie et en�n L désigne

le ve
teur

−→
OG liant le point �xe O au 
entre de gravité G. Le système di�érentiel est, lui,

(6)

{
γ̇ = γ ∧ Ω

Ṁ = M ∧ Ω + γ ∧ L.

On 
onsidère 
omme espa
e de phases la variété (di�éomorphe au �bré tangent de la

sphère S2
) :

Wa =
{
(γ, M) ∈ R

3 × R
3 | ‖γ‖2 = 1 et γ · M = a

}
,

qui peut être munie d'une stru
ture symple
tique

(7)
telle que le système (6) soit le système

hamiltonien asso
ié à H .

1.2. Systèmes intégrables

La règle (2) a pour première vertu d'obliger H à être 
onstante sur les solutions du

système hamiltonien :

XH · H = dH(XH) = ω(XH, XH) = 0,


omme on l'a déjà dit, l'énergie est 
onservée. Toute fon
tion f satisfaisant à la propriété

XH · f = 0 est une intégrale première. On dit que le système hamiltonien asso
ié à

la fon
tion H sur la variété W de dimension 2n est intégrable s'il possède n intégrales

premières fon
tionnellement indépendantes en involution.

(6)
Ce hamiltonien sert notamment à modéliser le mouvement d'une étoile dans une galaxie 
ylindrique.

(7)
Voir, dans 
e séminaire, [32℄.
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Rappelons que deux fon
tions f et g sont dites � en involution � quand leur 
ro
het de

Poisson {f, g} = Xg · f est nul, 
'est-à-dire quand 
ha
une est 
onstante sur les solutions

du système hamiltonien asso
ié à l'autre. Comme {f, g} = Xg · f = ω(Xg, Xf), le sous-

espa
e de l'espa
e tangent TxW engendré par les 
hamps hamiltoniens en x de fon
tions en

involution est isotrope et don
 de dimension au plus égale à n. L'hypothèse d'indépendan
e

fon
tionnelle dit que, pour x dans un ouvert dense de W , 
es ve
teurs sont indépendants.

L'espa
e qu'ils engendrent est don
 de dimension maximale n et on a � autant d'intégrales

premières en involution que possible �.

La physique peut fournir des intégrales premières, 
omme le moment par rapport à un

axe de révolution (toupie, pendule sphérique, parti
ule libre sur une surfa
e de révolu-

tion,...)

Exemple (Le solide pesant � suite). � Si le point �xe du solide est son 
entre de gra-

vité (
as d'Euler-Poinsot), le moment K = ‖M‖2
est une intégrale première. Si

−→
OG est

un axe de révolution (
as de Lagrange, dit � toupie �), le moment K = M ·L par rapport

à 
et axe est une intégrale première.

Il y a parfois aussi des intégrales premières � évidentes �.

Exemple (Hénon-Heiles � suite). � Quand A = B et λ = 1, le hamiltonien (4) s'é
rit

H =
1

2
(y2

1 + y2
2) + Ax2

1 −
4

3
x3

1 + Ax2
2 +

4

3
x2

2

(où x1 + x2 = q1, x1 − x2 = q2 et les yi sont les moments 
orrespondants) de sorte que la

fon
tion

K =
1

2
y2

1 + Ax2
1 −

4

3
x3

1

est une intégrale première.

Plus mystérieusement, la fon
tion K dé�nie sur R
2 × R

2
, dans [10℄ et par

K = q4
1 + 4q2

1q
2
2 + 4p1(p1q2 − p2q1) − 4Aq2

1q2 + (4A − B)(p2
1 + Aq2

1)

est une intégrale première pour le hamiltonien (4) de Hénon-Heiles quand λ = 6.

Dans 
es deux familles d'exemples, la variété symple
tique étant de dimension 4, l'exis-

ten
e d'une � deuxième � (
'est-à-dire autre que l'énergie) intégrale première su�t pour

que le système soit intégrable.

Les 
hamps hamiltoniens des intégrales 
ommutent et dé�nissent don
 une a
tion (lo-


ale) de R
n
sur l'ouvert où les intégrales premières sont indépendantes. Si les 
hamps sont


omplets, on voit que 
et ouvert est feuilleté par des espa
es homogènes de R
n
, souvent

des tores, sur lesquels le mouvement a lieu. On peut montrer que le système hamiltonien se

linéarise sur 
es tores, 
'est le théorème d'Arnold-Liouville, qui montre un 
omportement

très régulier (� non 
haotique �) des solutions.
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1.3. Un lemme de géométrie symple
tique

Le lemme suivant est le 
÷ur de la démonstration du théorème de Morales & Ramis.

Lemme 1.1 ([26℄). � Soit (E, ω) un espa
e ve
toriel symple
tique de dimension 2n et

soient F1, . . . , Fn des fon
tions de 
lasse C1
sur un ouvert de E, fon
tionnellement indé-

pendantes et en involution. Soit g une sous-algèbre de Lie de sp(E) qui préserve les Fi.

Alors g est abélienne.

Démonstration. � Rappelons que l'algèbre de Lie sp(E) s'identi�e à 
elle des formes qua-

dratiques sur E (ave
 le 
ro
het de Poisson). Un élément Z de sp(E) peut être 
onsidéré


omme un endomorphisme de E ou 
omme un 
hamp de ve
teurs linéaire sur E. Dire

que Z préserve la forme symple
tique (LZω = diZω = 0), 
'est dire que Z est un 
hamp

hamiltonien, i
i 
elui d'une forme quadratique g sur E.

Dire que Z préserve les Fi, 
'est dire que Z · Fi = 0, 
'est-à-dire que la forme quadra-

tique g 
ommute ave
 les Fi puisque Z · Fi = {Fi, g}, don
 qu'elle est 
onstante sur les


omposantes 
onnexes des niveaux 
ommuns des Fi.

Si x est un point de l'ouvert U de E sur lequel les Fi sont indépendantes, on a

Z(x) ∈
n⋂

i=1

ker(dFi)x =
n⋂

i=1

Xi(x)◦ = 〈X1(x), . . . , Xn(x)〉◦ = 〈X1(x), . . . , Xn(x)〉

(en appelant Xi le 
hamp hamiltonien XFi
et en notant

◦
l'orthogonalité pour ω). Ainsi

Z s'é
rit Z =
∑

λjXj pour 
ertaines fon
tions λ1, . . . , λn lo
alement 
onstantes sur les

niveaux 
ommuns des Fi.

Si Z et Z ′
sont deux éléments de g, é
rits

Z =
∑

λjXj , Z ′ =
∑

λ′
jXj,

on a, toujours pour x dans U ,

[Z, Z ′](x) =
[
Xg,

∑
λ′

jXj

]
(x) =

∑(
Xg(x) · λ′

j(V )
)
Xj(x) +

∑
λ′

j(x)[Z, Xj](x).

Le 
hamp [Z, Xj] est le 
hamp hamiltonien de {g, Fj}, il est don
 nul. On a de plus, Xg(x)·

λ′
j = 0 puisque λ′

j est 
onstante sur le niveau de x, auquel Xg est tangent. On en déduit

que le 
ro
het [Z, Z ′] est nul sur U , don
 aussi sur E. Le 
ro
het des endomorphismes Z

et Z ′
est don
 nul lui aussi.

2. PRÉLIMINAIRES EN THÉORIE DES ÉQUATIONS

DIFFÉRENTIELLES

Dans 
e paragraphe on 
onsidère le 
as général du système di�érentiel asso
ié à un


hamp de ve
teurs X sur une variété W . On suppose i
i que tout est analytique 
omplexe.

La dimension de W est m.
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2.1. Équation aux variations

Pour tout point x0 de W , il existe un ouvert U de C et un voisinage V de x0 tels que

le �ot de X soit dé�ni sur U × V :

U × V −−−→ W

(t, x) 7−−−→ ϕt(x).

On munit (provisoirement) W de la topologie dont une base est formée des ensembles

{ϕt(x)}t∈U et on dé�nit la traje
toire Γ passant par x0 
omme la 
omposante 
onnexe

de x0 pour 
ette topologie. Si X ne s'annule pas en x0, la 
ourbe Γ est une surfa
e de

Riemann et le temps t est une 
oordonnée lo
ale au voisinage de 
ha
un de ses points.

L'inje
tion naturelle i de Γ dans W (munie de sa topologie naturelle) est une immersion

inje
tive.

Selon une tradition remontant à Poin
aré [29℄, on 
onsidère l'équation aux variations,

dé
rivant les solutions � in�nitésimalement pro
hes � d'une solution donnée. Si x(t) et

y(t) sont des solutions pro
hes, é
rivons y(t) = x(t) + Y (t) dans une 
arte. On a alors, à

l'ordre 1,
dY

dt
=

dy

dt
−

dx

dt
= X(y(t)) − X(x(t)) = (dX)x(t)(Y (t)).

Cette équation di�érentielle linéaire en Y est l'équation aux variations, que je vais dé
rire

maintenant de façon plus intrinsèque. Le ve
teur Y (t) est un 
hamp de ve
teurs tangents

à W le long de Γ, 
'est-à-dire une se
tion du �bré ve
toriel i⋆TW → Γ.

La dérivée de Lie LX dé�nit un opérateur D sur les se
tions lo
ales de i⋆TW : on

dé�nit DY en prolongeant Y en Ỹ sur un voisinage de Γ, 
al
ulant LX Ỹ (= [X, Ỹ ])

et restreignant 
e 
hamp de ve
teurs à Γ. Le résultat ne dépend pas du 
hoix de Ỹ .

L'opérateur D ainsi dé�ni satisfait, pour toute fon
tion f sur Γ, à la relation

D(fY ) = ḟY + fDY.

Remarque 2.1. � En d'autres termes, ∇ = D⊗dt est une 
onnexion sur le �bré i⋆TW .

On appelle équation aux variations l'équation linéaire

DY = 0 ou ∇Y = 0.

On aura remarqué que X lui-même en est une solution. É
rivons 
ette équation en 
o-

ordonnées. Si (e1(t), . . . , em(t)) est une base de se
tions lo
ales du �bré i⋆TW → Γ, une

se
tion Y de i⋆TW s'é
rit Y (t) =
∑

yi(t)ei(t) et

DY =
m∑

i=1

(ẏiei + yiDei) =
m∑

i=1

(
ẏi +

m∑

k=1

ak,iyk

)
ei,


e qui donne, en appelant y le ve
teur 
olonne des yi et A(t) la matri
e des A(t)i,j = aj,i(t) :

ẏ + A(t)y = 0.
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Dans le 
as où W est un ouvert de C
m
et où on utilise la base

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xm

)
de C

m

restreinte à la traje
toire, on a

[
X,

∂

∂xi

]
= −

∂X

∂xi

de sorte que A(t) = −(dX)x(t).

L'équation aux variations est la linéarisée ẏ = (dX)x(t)y de l'équation di�érentielle origi-

nelle. On retrouve l'équation aux variations � à la Poin
aré � évoquée 
i-dessus.

L'exemple le plus 
lassique est 
elui de l'équation des 
hamps de Ja
obi le long d'une

géodésique d'une variété riemannienne, équation aux variations pour le �ot géodésique.

Exemple (Hénon-Heiles � suite). � Considérons à nouveau l'exemple du système de

Hénon-Heiles. Les solutions 
ontenues dans le plan q1 = p1 = 0 ont pour supports les


ourbes Γh d'équations

p2
2 =

2λ

3
q3
2 − Bq2

2 + 2h.

Si λ 6= 0, la 
ourbe Γh est le 
omplémentaire d'un point dans une 
ourbe elliptique lisse

pour h 6= 0 (et |h| assez petit). Un paramétrage d'une solution par le temps t est donné

par la fon
tion ℘ asso
iée à la 
ourbe elliptique 
orrespondante équivalente

(7) y2 = 4x3 − g2x − g3 ave
 g2 =
B2

12
et g3 =

B3

216
−

hλ2

18

par

(8) q2(t) =
1

2λ
(12℘(t) + B) , p2(t) =

6

λ
℘′(t).

Si B = 0 et λ 6= 0, on utilisera aussi les 
ourbes rationnelles (
ubiques 
uspidales)

(9) p2
2 =

2λ

3
q3
2


orrespondant à h = 0 et paramétrées par

q2 =
6

λt2
, p2 = −

12

λt3
.

Si B = 0 et λ = 0, on utilisera tout simplement les droites paramétrées par

(10) q2(t) = at − b, p2(t) = a ave
 a2 = 2h.

L'équation aux variations le long d'une de 
es solutions est le système di�érentiel linéaire





Q̇1 = P1

Q̇2 = P2

Ṗ1 = −AQ1 + 2q2(t)Q1

Ṗ2 = −BQ2 + 2λq2(t)Q2

obtenu en linéarisant le système hamiltonien (5).
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2.2. Formes initiales et intégrales premières

On 
onsidère maintenant une fon
tion holomorphe f sur W . Appelons f ◦
x(Y ) le terme

homogène de plus bas degré dans la série de Taylor de f au point x, 
al
ulé sur le ve
teur

Y . Rappelons que si les k − 1 premières dérivées de f en x sont nulles, la k-ième (dkf)x

est bien dé�nie et est un polyn�me homogène de degré k sur TxW .

Supposons que la fon
tion f soit une intégrale première holomorphe du 
hamp X. On

véri�e sans mal qu'alors la valuation de f en x est 
onstante sur la traje
toire Γ de x. On

dé�nit don
 bien une fon
tion

f ◦ : i⋆TW −−−→ C

en posant, pour x ∈ Γ et Y ∈ TxW ,

f ◦(Y ) =
1

k!
(dkf)x(Y ) pour k = vx(f).

Cette fon
tion est appelée forme initiale de f . Si la fon
tion f est seulement méromorphe,

on l'é
rit 
omme quotient de deux fon
tions holomorphes et on dé�nit sa forme initiale


omme quotient des formes initiales, 
'est une fra
tion rationnelle en Y à 
oe�
ients

méromorphes en x.

Lemme 2.2 ([29, 37℄). � Si f est une intégrale première du 
hamp X, alors f ◦
est une

intégrale première de l'équation aux variations.

Démonstration. � Utilisons au voisinage de x ∈ Γ des 
oordonnées (t, y) sur W dans

lesquelles X = ∂/∂t et Γ est l'axe des t. La fon
tion holomorphe f est alors une fon
tion

de y seul et f ◦
est son terme homogène de plus bas degré. L'équation aux variations a

pour solutions les ve
teurs Y 
onstants, sur lesquels f ◦
est 
onstante. Le 
as où f est

méromorphe est laissé en exer
i
e.

Rien ne garantit que les formes initiales de k fon
tions indépendantes soient en
ore

indépendantes, mais dans l'algèbre que 
es fon
tions engendrent, il y a e�e
tivement k

fon
tions dont les formes initiales en x sont indépendantes. C'est 
e qu'a�rme le théorème

suivant, pour une démonstration duquel je renvoie à [37, 4, 3℄ :

Théorème 2.3 (Lemme de Ziglin [37℄). � Soient f1, . . . , fk des (germes de) fon
tions

méromorphes fon
tionnellement indépendantes sur un voisinage de l'origine dans C
m
.

Alors il existe des polyn�mes P1, . . . , Pk, où Pi ∈ C[z1, . . . , zi], tels que les formes initiales

à l'origine des k fon
tions gi = Pi(f1, . . . , fi) soient des fra
tions rationnelles algébrique-

ment indépendantes dans C(x1, . . . , xm).

Remarque 2.4. � En adaptant la démonstration de 
e lemme, E. Juliard Tosel a pu dé-

montrer un très original théorème � paramétrique � de non-intégrabilité méromorphe [14℄.
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2.3. Groupe de Galois, groupe de monodromie

Dans une trivialisation méromorphe du �bré i⋆TW → Γ, l'équation aux variations est

un système di�érentiel linéaire dont les 
oe�
ients sont des fon
tions méromorphes sur la


ourbe Γ. Ave
 la dérivation par rapport à la variable temporelle t, le 
orps des fon
tions

méromorphes M(Γ) est un 
orps di�érentiel dont le 
orps des 
onstantes est le 
orps C

des nombres 
omplexes. On peut aussi en 
onsidérer des versions lo
ale (le 
orps des

fra
tions de l'anneau des germes de fon
tions analytiques en un point) ou formelle. La

théorie de Galois di�érentielle (existen
e et uni
ité de l'extension de Pi
ard-Vessiot, plus

petite extension � qui 
ontient toutes les solutions � de l'équation di�érentielle) s'applique

à l'équation di�érentielle linéaire, qui est don
 munie d'un groupe de Galois

(8)
, lequel peut

se représenter 
omme un sous-groupe algébrique de GL(m;C). Le point de vue des � �brés

ave
 
onnexion � évoqué dans la remarque 2.1 mène à la 
onstru
tion tannakienne du

groupe de Galois (voir [22℄).

Les intégrales premières du 
hamp X sont, par dé�nition, 
onstantes le long de Γ. On

véri�e sans mal :

Lemme 2.5 ([26℄). � Le groupe de Galois de l'équation aux variations laisse invariante

la forme initiale f ◦
de l'intégrale première méromorphe f .

Le groupe de Galois 
ontient notamment le groupe de monodromie de l'équation di�é-

rentielle, représentation du groupe fondamental π1(Γ, x) dans GL(TxW ) � identi�é à

GL(m;C) � obtenue en prolongeant analytiquement une base des solutions en x le long

des la
ets basés en x.

Supposons que les points singuliers de l'équation di�érentielle linéaire (p�les des 
oef-

�
ients) soient réguliers, 
'est-à-dire que les solutions soient à 
roissan
e modérée au voi-

sinage de 
es points. Le groupe de Galois est alors l'adhéren
e de Zariski du groupe de

monodromie.

Si au 
ontraire le point a ∈ Γ est un point singulier irrégulier, le groupe de Galois prend

en 
ompte le phénomène de Stokes au voisinage de a et 
ontient le groupe de Stokes, obtenu

en 
omparant les développements asymptotiques des solutions dans les di�érents se
teurs

au voisinage de a (voir [22℄).

Un remarquable théorème de Ramis ([23, théorème 6℄, voir aussi [5℄) a�rme que le

groupe de Galois analytique lo
al en a est topologiquement engendré par le groupe de

Galois formel en a (qui 
ontient aussi la monodromie formelle et le tore exponentiel, dont

nous n'aurons pas besoin i
i) et le groupe de Stokes.

Cette ri
hesse lo
ale du groupe de Galois 
ontribue à faire sa for
e dans les appli
ations,


omme on le verra aux �� 3.3.2 et 3.4.

(8)
Pour les bases de la théorie de Galois di�érentielle, dont le premier paragraphe de [5℄ est un résumé

impressionnant d'e�
a
ité (voir aussi [6℄), je renvoie à [15, 22, 21, 30℄.
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2.4. Points singuliers de l'équation aux variations

Pour que l'équation aux variations le long de la traje
toire Γ ait des points singuliers,

on aura besoin

� de � points à l'in�ni � sur Γ et don
 aussi sur W . On supposera que le 
hamp de

ve
teurs X, de même que les intégrales premières, est méromorphe,

� et plus généralement, de points singuliers sur la traje
toire. On s'autorisera don
 à

appeler � traje
toire � de X la réunion d'une authentique traje
toire et de 
ertains

de ses points d'a

umulation, et Γ la surfa
e de Riemann normalisée.

Par exemple, on pourra 
onsidérer la 
ourbe 
uspidale (9) ave
 son point singulier

(q2 = p2 = 0, t = ∞) � la surfa
e de Riemann Γ est P
1(C) − {0} � ou la droite (10)

ave
 son point à l'in�ni � la surfa
e de Riemann est P
1(C).

2.5. Cas d'un système hamiltonien

Pour appliquer, au � 3, les 
onstru
tions pré
édentes au 
as d'un système hamiltonien,

on supposera que la variété W est analytique 
omplexe, que la forme symple
tique ω est

une forme (symple
tique 
omplexe) méromorphe sur W et que le hamiltonien H , tout


omme les autres intégrales premières, est une fon
tion méromorphe.

Remarquons que, dans le 
as d'un système hamiltonien, le groupe de Galois (et don


aussi le groupe de monodromie) est symple
tique :

Lemme 2.6. � Si X est un 
hamp de ve
teurs hamiltonien sur une variété symple
tique

W , le groupe de Galois de l'équation aux variations le long d'une traje
toire Γ, vu 
omme

sous-groupe du groupe linéaire GL(TxW ), est un sous-groupe du groupe symple
tique

Sp(TxW ).

C'est fa
ile, aussi bien du point de vue tannakien, qui est parti
ulièrement bien adapté

à 
e type de propriété qu'à partir d'une 
onstru
tion dire
te de l'extension de Pi
ard-

Vessiot.

3. THÉORÈMES DE NON-INTÉGRABILITÉ

La toute première appro
he à la non-intégrabilité est due à S. Kowalevskaya [17℄ : pour

étudier l'intégrabilité du système dé
rivant le mouvement d'un solide ave
 un point �xe

dans un 
hamp de pesanteur 
onstant, elle s'est demandé à quelle 
ondition les solutions

du système hamiltonien sont des fon
tions méromorphes

(9)
, 
'est-à-dire sans rami�
ations,

logarithmes, singularités mobiles autres que des p�les. Elle a démontré que 
ette propriété

n'est satisfaite que dans trois 
as (
e sont les 
as où l'on sait maintenant que le système

(9)
C'est 
e qu'on appelle aujourd'hui la � propriété de Painlevé � ou le � test � de Painlevé (sans doute

un plagiat par anti
ipation [20℄ de la part de Kowalevskaya).
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est intégrable au sens utilisé dans 
e texte), mettant ainsi notamment en éviden
e le


as qui porte son nom et dans lequel elle a exhibé l'intégrale première manquante. La

relation entre l'intégrabilité au sens (dit � de Liouville �) 
onsidéré i
i et la dou
eur des

singularités des solutions n'est pas 
omplètement élu
idée (voir par exemple [36℄). Les

méthodes d'algèbre di�érentielle exposées i
i s'en appro
hent � à l'ordre 1.

3.1. Deux théorèmes

Dans le 
as d'une traje
toire générique d'un système intégrable, on véri�e fa
ilement [3℄

que le groupe de Galois est � très petit � (pour un groupe algébrique !), il est notamment


onnexe et abélien. Dans le 
as d'une traje
toire quel
onque, on a toujours :

Théorème 3.1 ([26℄). � Soit Γ une traje
toire non stationnaire du 
hamp hamiltonien

méromorphe X sur la variété symple
tique analytique W de dimension 2n. Si X possède n

intégrales premières méromorphes indépendantes en involution, alors le groupe de Galois

de l'équation aux variations le long de Γ est virtuellement

(10)
abélien.

Démonstration. � Fixons un point x sur Γ. Sur l'espa
e ve
toriel TxW muni de la forme

symple
tique (
onstante) ωx, le lemme de Ziglin (théorème 2.3) fournit n fon
tions indé-

pendantes : les formes initiales en x de n intégrales premières indépendantes du 
hamp

X. Appelons-les F1, . . . , Fn. On a bien sûr :

Lemme 3.2. � Si f et g sont des fon
tions méromorphes sur W qui 
ommutent pour le


ro
het de Poisson dé�ni par ω, leurs formes initiales en x sont des fon
tions sur TxW qui


ommutent pour le 
ro
het de Poisson dé�ni sur 
et espa
e ve
toriel par ωx.

Les fon
tions F1, . . . , Fn sont don
 en involution et invariantes par le groupe de Ga-

lois (lemme 2.5), lequel groupe de Galois est un sous-groupe du groupe symple
tique

(lemme 2.6). Le théorème est alors 
onséquen
e du lemme de géométrie symple
tique 1.1.

La même démonstration donne :

Théorème 3.3. � Soit Γ une traje
toire non stationnaire du 
hamp hamiltonien mé-

romorphe X sur la variété symple
tique analytique W de dimension 2n. Si X possède n

intégrales premières méromorphes indépendantes en involution, alors l'adhéren
e de Za-

riski du groupe de monodromie de l'équation aux variations le long de Γ est un groupe

algébrique virtuellement abélien.

Corollaire 3.4 ([37℄). � Soit Γ une traje
toire non stationnaire du 
hamp hamiltonien

méromorphe X sur la variété symple
tique analytique W de dimension 2n. Supposons que

X possède n intégrales premières méromorphes indépendantes en involution. Si g et g′

sont deux éléments non résonants du groupe de monodromie le long de Γ, ils 
ommutent.

(10)
Un groupe algébrique est dit virtuellement tru
 si sa 
omposante neutre est truque.
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Démonstration. � Appelons H l'adhéren
e de Zariski du sous-groupe de Sp(E) engendré

par g. Dire que g n'est pas résonant, 
'est dire que H est un tore maximal. En parti
ulier,


e groupe est 
onnexe. De même pour l'adhéren
e de Zariski du sous-groupe engendré

par g′
. Les deux éléments g et g′

sont don
 dans la 
omposante neutre de l'adhéren
e de

Zariski du groupe de monodromie, qui est 
ommutative grâ
e au théorème 3.3.

Remarque 3.5. � Si la démonstration proposée i
i est beau
oup plus simple que la

démonstration de Ziglin, le théorème de Ziglin est en fait un peu plus fort que l'énon
é

présenté i
i, il s'applique à des intégrales premières qui ne 
ommutent pas né
essairement

entre elles. Dans le 
as de deux degrés de liberté (2n = 4), une deuxième intégrale première

est toujours en involution ave
 le hamiltonien et il n'y a pas de di�éren
e entre l'énon
é

originel de Ziglin et le 
orollaire 3.4.

3.2. Vers les appli
ations

Le groupe de Galois est souvent di�
ile à 
al
uler. Pour les appli
ations, il est parfois

pratique de le � réduire �. Pré
isément, la géométrie symple
tique dispose d'un pro
édé, la

rédu
tion symple
tique, qui peut être utilisé i
i pour abaisser l'ordre de l'équation linéarisée

DY = 0.

Considérons un sous-�bré isotrope E ⊂ i⋆TW et son orthogonal (pour ω) E◦
, de sorte

que E ⊂ E◦
. On véri�e sans di�
ulté :

Lemme 3.6. � Le �bré E est invariant par l'opérateur D si et seulement si le �bré E◦

l'est.

Ainsi D dé�nit-il un opérateur, noté DN , sur le �bré symple
tique E◦/E. Comme la

traje
toire Γ n'est pas stationnaire, le �bré i⋆TW 
ontient toujours un sous-�bré isotrope,

le �bré tangent TΓ, engendré par X. Appelons Q le niveau de la fon
tion H dans lequel

se trouve la traje
toire Γ. L'orthogonal du �bré tangent TΓ n'est autre que i⋆TQ : 
omme

ω(X, Y ) = −dH(Y ), l'orthogonal de X est le noyau de dH . Il est bien 
lair que le sous-

�bré TΓ de i⋆TW est invariant par D : si X et Y sont tangents à Γ, alors LXY = [X, Y ]

est tangent à Γ. Don
 le lemme s'applique à

TΓ ⊂ i⋆TQ ⊂ i⋆TW.

Le �bré réduit i⋆TQ/TΓ est noté N (pour � normal � : 
'est le �bré symple
tique normal

à Γ). Il est muni de l'opérateur DN . L'équation DNZ = 0 est dite équation aux variations

normales. Comme pour l'équation aux variations, il est parfois agréable de 
onsidérer la


onnexion ∇N = DN ⊗ dt.

Dans le 
as d'un �ot géodésique, l'équation aux variations normales est simplement


elle des 
hamps de Ja
obi orthogonaux à la géodésique 
onsidérée.
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Exemple (Hénon-Heiles � suite). � Revenons au système linéaire obtenu en linéari-

sant le système de Hénon-Heiles le long d'une solution Γ 
ontenue dans le plan q1 = p1 = 0.

Le �bré symple
tique normal à Γ s'identi�e au �bré trivial de �bre le plan des (Q1, P1).

L'équation aux variations normales est

Q̇1 = P1, Ṗ1 = (−A + 2q2(t))Q1

système équivalent à l'équation linéaire du se
ond ordre

(11) Q̈ + (A − 2q2(t))Q = 0

(où Q = Q1).

C'est la proposition suivante qui va permettre les appli
ations.

Proposition 3.7. � Le groupe de Galois de DN est un quotient du groupe de Galois de

D (par un sous-groupe abélien).

I
i aussi le point de vue tannakien est sans doute le mieux adapté. Du point de vue de

la théorie de Pi
ard-Vessiot, la proposition n'est pas très di�
ile à démontrer, on véri�e

qu'on peut 
onstruire les solutions de D à partir de 
elles de DN , de sorte que l'extension

de Pi
ard-Vessiot de D est une extension de 
elle de DN (voir les arti
les originaux [26, 24℄

ou par exemple [3℄).

Corollaire 3.8. � Pour qu'un système soit intégrable, il est né
essaire que le groupe

de Galois de l'équation aux variations normales le long d'une traje
toire non stationnaire

soit virtuellement abélien.

3.3. Appli
ation aux hamiltoniens de Hénon-Heiles

Les résultats de Ziglin et de Morales & Ramis ont trouvé des appli
ations à la non-

intégrabilité de systèmes hamiltoniens variés :

� solide pesant [38℄,

� 
hamp de Yang-Mills ave
 groupe de jauge SU(2) [38℄,

� di�érents 
as de systèmes à n 
orps dans divers potentiels,

� en 1/r2
[13℄

� ou newtoniens,

� par le groupe de Galois [8℄

(11)

� ou par le groupe de monodromie [31℄,

� système de Hénon-Heiles [12℄,

� toute une 
lasse de potentiels homogènes [35, 25℄,

� modèle 
osmologique dit � Bian
hi IX � [27, 24℄,

(11)
Le fait que le groupe de Galois soit algébrique permet parfois de l'évaluer par des méthodes algébriques,

en parti
ulier à l'aide du 
al
ul formel.
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� pendule à ressort [27, 24℄.

Ziglin applique notamment son théorème dans [38℄ pour démontrer que le mouvement

d'un solide ave
 un point �xe dans un 
hamp de pesanteur 
onstant n'est pas intégrable

ave
 des intégrales premières méromorphes, sauf dans les 
as où pré
isément, on sait qu'il

est intégrable

(12)
. Suite à l'indi
ation donnée par la méthode de Kowalevskaya évoquée


i-dessus, un résultat plus faible (pas d'intégrale supplémentaire holomorphe) avait été

démontré par Husson [11℄. La méthode qu'utilise Ziglin pour le solide est semblable à


elle qu'il utilise pour le système de Hénon-Heiles et que je vais expliquer i
i (
ourbes

elliptiques), mais un peu plus lourde (il y a plus de paramètres), 
'est pourquoi je ne

présente i
i que des appli
ations à la non-intégrabilité du système de Hénon-Heiles pour


ertaines valeurs des paramètres.

Dans la première série, essentiellement due à Ziglin, la surfa
e de Riemann Γ est le


omplémentaire d'un point dans une 
ourbe elliptique, l'équation aux variations normales

a une singularité régulière, le groupe de Galois est simplement l'adhéren
e de Zariski du

groupe de monodromie, une représentation linéaire d'un groupe libre à deux générateurs,

qui a une forte tendan
e à la non-
ommutativité.

Dans la deuxième série, la surfa
e de Riemann est rationnelle, la monodromie ne donne

au
un résultat mais l'équation a une singularité irrégulière et le groupe de Galois 
ontient,

grâ
e au phénomène de Stokes

(13)
, assez de non-
ommutativité.

I
i le système a deux degrés de liberté, l'équation aux variations normales est d'ordre 2

� 
'est l'équation (11) � et son groupe de Galois est un sous-groupe du groupe symple
-

tique (lemme 2.6), i
i de SL(2;C).

3.3.1. Le 
as elliptique, preuve par la monodromie. � L'équation aux variations nor-

males (11) le long de la solution (8) est

(14)

Q̈ −

(
B

λ
− A +

12

λ
℘(t)

)
Q = 0.

Étudions les solutions au voisinage de t = 0. La fon
tion ℘ a un p�le double en 0,

qui 
orrespond au point q2 = p2 = ∞ sur Γh. Les solutions de l'équation aux variations

normales s'obtiennent, au voisinage de 0, par la méthode de Frobenius, en é
rivant 
ette

équation t2Q̈ + f(t)Q = 0 et en 
her
hant les solutions de la forme

Q(t) =

∞∑

k=0

ckt
ρ+k, c0 6= 0.

(12)
les trois 
as déjà mentionnés : le point �xe est le 
entre de gravité, le solide a un axe de révolution, le


as de Kowalevskaya, voir par exemple [2℄ ou [32℄

(13)
Rappelons que le groupe de Stokes est engendré par des matri
es unipotentes, 
e qui explique sa forte

tendan
e à la non-
ommutativité.

(14)
C'est une � équation de Lamé � (voir [34℄)... mais j'ai essayé de ne pas trop utiliser la botanique des

équations di�érentielles.
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Le nombre ρ doit être solution de l'équation indi
ielle

ρ(ρ − 1) + f(0) = 0, ave
 i
i f(0) = −
12

λ
,

qui a deux ra
ines distin
tes ρ1 et ρ2 pour λ 6= −48. Si la di�éren
e ρ1 − ρ2 n'est pas un

entier, l'équation a alors deux solutions indépendantes de la forme

tρ1α1(t), tρ2α2(t)

où α1 et α2 sont analytiques

(15)
au voisinage de 0. Le prolongement analytique d'une

détermination de tρi
le long d'un petit la
et γ faisant le tour de 0 donne la monodromie γ̃

de 
e la
et. Elle est diagonale dans la base 
onsidérée et ses valeurs propres sont exp(2iπρ1)

et exp(2iπρ2) (elle est bien dans SL(2;C), puisque ρ1 + ρ2 = 1).

Étudions maintenant le groupe de Galois de l'équation aux variations normales. Comme


elle-
i est à singularité régulière, 
e groupe est l'adhéren
e de Zariski du groupe de mono-

dromie, sous-groupe de SL(2;C) engendré par la monodromie le long de deux générateurs

α et β du groupe fondamental de Γh, que je vais 
hoisir i
i 
omme venant d'une base

d'un parallélogramme de périodes. Par exemple, le la
et γ dont je viens d'évaluer la mo-

nodromie est le 
ommutateur αβα−1β−1
. Si ρ1 et ρ2 ne sont pas rationnels, γ̃ n'est pas

d'ordre �ni et le groupe de Galois 
ontient un sous-groupe 
onjugué au groupe des matri
es

diagonales.

Proposition 3.9 ([38℄). � Si A 6= (2k + 1)2π2/4, B 6= 0 et si ρ2 − ρ −
12

λ
n'a pas de

ra
ine rationnelle, le système de Hénon-Heiles n'a pas de deuxième intégrale première

méromorphe sur C
4
.

Démonstration. � Supposons au 
ontraire le système intégrable. Alors la 
omposante

neutre du groupe de Galois doit être un sous-groupe abélien. Comme nous venons de

remarquer que 
e groupe n'est pas �ni, les seules possibilités

(16)
sont

� que tous ses éléments soient triangulaires dans la même base ; i
i, 
omme γ̃ est un


ommutateur, ses valeurs propres devraient être égales à 1, 
e que nous avons ex
lu,

� qu'il 
ontienne un sous-groupe d'indi
e 2 dont tous les éléments sont diagonalisables

dans la base de ve
teurs propres de γ̃ et un élément qui é
hange les dire
tions propres

de γ̃, 
e que je vais ex
lure maintenant.

En e�et, dans 
e 
as, la matri
e de 
et élément dans une base de ve
teurs propres de γ̃

est (
0 −a

a−1 0

)
, et ses valeurs propres sont ± i.

(15)

e qui montre en parti
ulier que la singularité en 0 est régulière

(16)
Voir par exemple [15℄ pour les propriétés des sous-groupes algébriques de SL(2;C) utilisées i
i.
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On regarde 
e qui se passe quand h tend vers 0. La 
ourbe elliptique (7), qui a pour

équation

(12) y2 = 4

(
x +

B

12

)2(
x −

B

6

)
+

hλ2

18

tend vers une 
ubique à point double (il est important i
i que B ne soit pas nul) : e1

0

0

1

e1 e1e2

e2

e3

e3

La 
ourbe elliptique et sa fon
tion ℘

et e2 tendent vers −B/12 (notation de la �gure

(17)
). On peut 
hoisir pour α un 
y
le

paramétré par [0, 1] qui est 
ontra
té à la limite (
y
le évanes
ent), l'ovale réel de la

�gure, par exemple, de sorte que la fon
tion ℘ tend vers une 
onstante (i
i −B/12) le

long de α (voir la �gure). Pour h pro
he de 0, l'équation aux variations normales le long

de α est pro
he de

Q̈ + AQ = 0

où la fon
tion 
onstante A est 
onsidérée 
omme périodique de période 1. Pour A ≤ 0,

les valeurs propres de la monodromie de 
ette équation sont réelles. Pour A > 0, 
e sont

e±i
√

A
, qui ne peuvent être égales à ±i que si A est de la forme ex
lue. Quand h est assez

pro
he de 0, elles ne peuvent don
 être égales à ±i.

Pour montrer que les valeurs propres de α̃ ne sont pas égales à ±i pour tout h, il su�t

de montrer qu'elles dépendent e�e
tivement de h. Si 
'est le 
as, il est 
lair que α̃ n'est pas

résonant pour les valeurs générales de h et il n'est pas né
essaire de supposer que γ̃ est

d'ordre in�ni, autrement dit, on peut rempla
er � rationnelle � par � entière � dans l'énon
é

de la proposition 3.9. Dans [12℄, Ito montre que les valeurs propres sont des fon
tions

analytiques non 
onstantes de h. En plus, il exhibe une autre solution parti
ulière, en
ore

une 
ourbe elliptique, qui donne des résultats analogues, mais ave
 une autre valeur de λ,

de quoi il peut déduire :

Proposition 3.10 ([12, 38℄). � Supposons A = B 6= 0. Pour λ di�érent de 1, 2 et 6, le

hamiltonien de Hénon-Heiles n'a pas de deuxième intégrale méromorphe sur C
4
.

(17)
Cette �gure a été dessinée par Raymond Seroul.
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Pour λ = 1 ou 6, nous avons vu au � 1.2 que le système est intégrable. Le 
as λ = 2

reste ouvert (voir le � 4).

3.3.2. Le 
as rationnel, preuve par le groupe de Galois. � On 
onsidère maintenant le


as où B = 0. L'exemple le plus simple d'appli
ation du théorème 3.1 est 
elui où λ = 0.

Proposition 3.11 ([3℄). � Pour λ = B = 0, le hamiltonien de Hénon-Heiles n'a pas de

deuxième intégrale rationnelle sur C
4
.

Démonstration. � Le hamiltonien (4) est i
i

H =
1

2

(
p2

1 + p2
2

)
+

(
A

2
− q2

)
q2
1.

On 
hoisit une solution parti
ulière

q1 = p1 = 0 q2 = −
1

2
(t − A), p2 = −

1

2
.

L'équation aux variations normales (11) est tout simplement Q̈ + tQ = 0. C'est un bel

exemple (a
adémique !) menant à une équation d'Airy, équation dont toutes les solutions

sont des fon
tions entières (
'est 
lair) mais au
une n'est algébrique sur C(t) (
'est presque

aussi 
lair). On se débrouille don
 pour que C(t) soit le 
orps des fon
tions de Γ, il su�t

pour 
ela d'ajouter un point à l'in�ni à la droite (jusque-là) a�ne Γ en ajoutant un

hyperplan à l'in�ni à C
4
. On se restreint ainsi à des intégrales premières rationnelles en

les 
oordonnées qi, pi. Il est 
lassique (mais pas trivial, voir une démonstration algébrique

dans [15℄ ou par le phénomène de Stokes dans [22℄) que le groupe de Galois de l'équation

d'Airy sur C(t) est le groupe SL(2;C) tout entier.

Remarque 3.12. � La 
ourbe Γ 
omplétée reste simplement 
onnexe, le groupe de Ga-

lois obtenu ne 
ontient don
 pas de monodromie (dit autrement, les solutions sont en-

tières). Cet exemple, tout a
adémique qu'il soit, n'est pas justi
iable des méthodes de [37℄.

Ave
 B = 0 mais λ 6= 0, on utilise toujours une 
ourbe singulière, la 
ubique 
uspidale


orrespondant à la valeur 0 du hamiltonien

p2
2 =

2λ

3
q3
2 , paramétrée par q2 =

6

λt2
, p2 = −

12

λt3
.

L'équation aux variations normales (11) est maintenant

Q̈ +

(
A −

12

λt2

)
Q = 0.

Depuis que B est nul, la singularité de la 
ourbe elliptique 
onsidérée au � 3.3.1 (i
i

pour t = ∞) a a
quis de l'épaisseur, 
'est une singularité irrégulière, elle va porter toute

l'information que portait la monodromie dans l'exemple étudié au � 3.3.1. Quand A n'est

pas nul, l'équation est une équation � de Whittaker �, dont le groupe de Galois n'est

virtuellement abélien que si λ = 12/k(k + 1) ave
 k ∈ Z. Si λ n'est pas de 
ette forme,
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on montre, 
omme dans le 
as de l'équation d'Airy, que le groupe de Galois est SL(2;C)

� toujours le phénomène de Stokes [22℄

(18)
.

Proposition 3.13 ([26℄). � Supposons B = 0 et A 6= 0. Si λ n'est pas de la forme

12/k(k+1) pour un k entier, le hamiltonien de Hénon-Heiles n'a pas de deuxième intégrale

première méromorphe sur C
4
.

3.4. Non-intégrabilité réelle

Les systèmes de la mé
anique hamiltonienne sont des systèmes di�érentiels réels sur

des variétés symple
tiques réelles. Les théorèmes de non-intégrabilité dont il est question

i
i s'appliquent à une situation analytique 
omplexe. Par exemple, les résultats du � 3.3

interdisent au système de Hénon-Heiles d'avoir une intégrale première méromorphe 
om-

plexe sur C
4
mais pas d'avoir une intégrale première méromorphe réelle sur R

4
(ave
 des

singularités essentielles non réelles).

Considérons don
 un hamiltonien analytique réel H sur une variété symple
tique ana-

lytique réelle W . On peut bien sûr 
omplexi�er W et H . Rappelons toutefois que, si la


omplexi�
ation existe, elle n'est pas unique. Seul le germe de la 
omplexi�ée W ⋆
le long

de W est uniquement dé�ni (voir par exemple [33℄ pour une démonstration de l'existen
e

et de l'uni
ité de 
e germe).

La stratégie pour appliquer les théorèmes du � 3.1 est la suivante : 
hoisir une traje
toire

(réelle) ΓR du 
hamp hamiltonien et 
onsidérer l'équation aux variations le long de la

traje
toire 
omplexe Γ⋆ ⊂ W ⋆
.

I
i aussi, le théorème de Morales et Ramis s'applique beau
oup plus fa
ilement que


elui de Ziglin à 
ause de sa nature lo
ale. Si l'équation aux variations a un point singulier

irrégulier, le groupe de Galois lo
al en 
e point peut déjà être assez gros, puisqu'il 
ontient

en parti
ulier tout le groupe de Stokes (voir le � 2.3). Par exemple, les résultats du � 3.3.2

sont obtenus en 
onsidérant un groupe de Galois qui est identique au groupe de Galois

lo
al en t = ∞. Ils s'appliquent don
 dans un voisinage arbitrairement petit de R
4
dans

C
4
, 
'est-à-dire au germe de la 
omplexi�
ation de R

4
. Ils donnent dire
tement les énon
és

analogues en remplaçant C
4
par R

4
.

Ave
 le théorème de Ziglin, 
'est un peu plus déli
at : le groupe fondamental d'une

traje
toire réelle est in
apable de produire des éléments du groupe de monodromie qui

ne 
ommutent pas ! Pour obtenir des énon
és réels de non-intégrabilité en utilisant la

monodromie, il faut être 
apable de trouver, pour toute 
omplexi�
ation W ⋆
de W , une

traje
toire réelle ΓR du 
hamp hamiltonien telle que la traje
toire 
omplexe 
orrespon-

dante Γ⋆
ait un groupe fondamental non abélien... et des éléments non résonants qui ne


ommutent pas dans le groupe de monodromie.

(18)
On peut aussi démontrer que le groupe de Galois n'est pas virtuellement abélien en étudiant la

fa
torisation de l'opérateur

(
d

dt

)2
+
(
A − 12

λt2

)
, 
e que fait D. Bou
her dans [9℄ � une illustration de la

remarque exprimée dans la note 11.



884-19

Dans [39℄, Ziglin revient sur les aspe
ts réels des exemples étudiés dans [38℄. Considérons

à nouveau l'exemple de Hénon-Heiles 
omme au � 3.3.1. Fixons un voisinage W ⋆
ε

|Im qi| < ε, |Im pi| < ε

de R
4
dans C

4
. On véri�e qu'il existe une 
ourbe elliptique (12) ave
 deux 
y
les qui

engendrent le groupe fondamental et sont 
ontenus dans W ⋆
ε . Par exemple, pour B et

h stri
tement positifs, la partie réelle de la 
ourbe (12) a deux 
omposantes 
onnexes.

Choisissons pour ΓR la 
omposante 
ompa
te (� ovale �) et appelons Γ⋆
ε l'interse
tion de

la 
ourbe 
omplexe ave
 l'ouvert W ⋆
ε . Le groupe fondamental de la 
ourbe 
omplexe Γ est

engendré par l'ovale ΓR et le 
y
le de support y ∈ iR, x ∈ [e2, e3] (notations de la �gure

page 16) dont on véri�e sans mal qu'il est 
ontenu dans W ⋆
ε pour hλ2 ∈

]
B3

6
− 18ε,

B3

6

[
.

Grâ
e à l'argument d'Ito sur la variation des valeurs propres, on en déduit qu'il existe des

valeurs de h dans 
et intervalle pour lesquelles le groupe de monodromie 
ontient deux

éléments non résonants qui ne 
ommutent pas. C'est ainsi que Ziglin peut 
on
lure à la

non-existen
e d'une deuxième intégrale première méromorphe sur R
4
.

Remarque 3.14. � La théorie de Pi
ard-Vessiot et la monodromie utilisent de façon

essentielle le 
ara
tère analytique du hamiltonien. Le lemme de Ziglin, lui, utilise l'ana-

lyti
ité des éventuelles intégrales premières. Ces méthodes ne permettent don
 pas, ou

pas en
ore, de montrer la non-intégrabilité au sens C∞
d'un système hamiltonien (même

analytique).

4. VARIATIONS SUPÉRIEURES

Après le grand déballage de l'équation de Hénon-Heiles rapporté au � 3.3.1, le 
as où

A = B 6= 0 et λ = 2 reste en suspens. Dans 
e 
as, les simulations numériques 
omme

le � test de Painlevé � indiquent que le système ne devrait pas être intégrable [10℄

(19)
.

L'équation aux variations normales (11) est

Q̈ +

(
1

2
− 6℘

)
Q = 0

dont Q = ℘+
1

12
est solution, mais 
elle-là est 
onservée par le groupe de Galois, de sorte

que 
elui-
i est un sous-groupe du groupe (abélien !) des matri
es

(
1 0

a 1

)
(a ∈ C).

Dans un travail en préparation, Morales, Ramis et Simó proposent de mieux appro
her

le système hamiltonien par des équations di�érentielles linéaires en utilisant des équations

aux variations d'ordre supérieur. L'équation aux variations (ordinaire, à l'ordre 1) porte

(19)
Dans 
et arti
le, il est montré que toutes les solutions du système de Hénon-Heiles ne sont méromorphes

que si λ = 1 ou 6.
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sur une variation à l'ordre 1, un 
hamp de ve
teurs Y tangent à W le long de la traje
-

toire Γ. Morales, Ramis et Simó dé�nissent l'équation aux variations d'ordre k 
omme une

équation di�érentielle linéaire portant sur le jet d'ordre k du �ot. En tant qu'équation

di�érentielle linéaire, elle arrive a

ompagnée d'un groupe de Galois Gk. La tron
ature

des jets induit des morphismes surje
tifs Gk → Gk−1. L'appli
ation du lemme 1.1 dans


ette situation donne la 
ommutativité virtuelle de tous les groupes Gk quand le système

est intégrable.

Évidemment, 
e nouveau théorème serait plus fort que le théorème 3.1, mais aussi

plus di�
ile à appliquer : l'ordre de l'équation aux variations devient rapidement très

grand, 
e qui rend le groupe de Galois di�
ile à 
al
uler. Notons toutefois qu'on n'a pas

vraiment besoin de 
al
uler 
e groupe, mais seulement d'ex
lure la 
ommutativité de sa


omposante neutre. Nos auteurs pensent ainsi pouvoir régler le 
as de Hénon-Heiles en

suspens en utilisant le groupe de Galois de la troisième équation aux variations.
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