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COHOMOLOGIE QUANTIQUE

par Mich�ele AUDIN

A la m�emoire de Claude Itzykson

Les personnages principaux de cet expos�e sont des invariants (dits de Gromov-

Witten, mais construits, dans la plus grande g�en�eralit�e, par Ruan et Tian [51]) pour

les vari�et�es symplectiques, d�e�nis �a l'aide des espaces de modules de courbes pseudo-

holomorphes.

Ces espaces de modules ont �et�e introduits et utilis�es par Gromov en 1985 dans

un article c�el�ebre [28], notamment pour distinguer des vari�et�es symplectiques, puis par

McDu� en 1990 dans [43]

1

pour classi�er certaines vari�et�es symplectiques de dimension 4.

Plus r�ecemment, certains des invariants num�eriques qu'ils permettent de d�e�nir ont servi

�a Ruan [50] pour distinguer les classes de d�eformation de deux vari�et�es k�ahl�eriennes

di��eomorphes et Taubes en a reli�e d'autres aux invariants de Seiberg-Witten des vari�et�es

symplectiques de dimension 4 pour d�emontrer une suite de r�esultats spectaculaires [54]

(voir aussi [36]) dont l'unicit�e de la structure symplectique sur P

2

(C).

Si l'on en croit les physiciens, ces invariants symplectiques seraient utiles pour d�ecrire

les fonctions de corr�elation en th�eorie topologique des champs. A ce titre, ils devraient

satisfaire un axiome fondamental, la r�egle de d�ecomposition (en anglais composition

law) qui d�ecrit le comportement de ces fonctions quand la surface de Riemann d�eg�en�ere

sur une surface singuli�ere, et Ruan et Tian d�emontrent que c'est bien le cas.

En se restreignant aux courbes pseudo-holomorphes de genre 0 (c'est �a dire aux

sph�eres, dites courbes rationnelles), comme une sph�ere ne peut d�eg�en�erer que sur une

r�eunion de sph�eres (le genre n'augmente pas), cette r�egle de d�ecomposition permet

de construire un produit associatif | dit produit quantique | sur la cohomologie de

certaines vari�et�es symplectiques, qui tient compte, grâce aux invariants de Gromov-

Witten, de toutes les courbes rationnelles qu'elles contiennent | se restreindre aux

courbes rationnelles constantes donnant le cup-produit usuel.

Dans cet expos�e, je vais d�ecrire assez de la construction des invariants pour pouvoir

donner des �enonc�es pr�ecis sur le produit quantique et le calculer dans quelques exemples.

1

Voir aussi la conclusion r�ecente de ce travail, en collaboration avec Lalonde, dans [37].
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Au x1, je d�ecrirai les invariants et ce qu'il faut d�emontrer pour les d�e�nir, ainsi que

les r�egles de d�ecomposition qu'ils satisfont. Au x 2, je donnerai des indications sur les

d�emonstrations et au x3 je d�e�nirai le produit quantique, donnerai certaines de ses

propri�et�es ainsi que quelques exemples de calculs. Je terminerai par une liste d'allusions

�a des questions connexes (sym�etrie miroir et vari�et�es de Frobenius notamment).

J'ai choisi d'axer ce texte sur les invariants \symplectiques" tels qu'ils sont d�e�nis

par Ruan et Tian dans [51], mais j'ai utilis�e au maximum les explications contenues

dans le livre [45] de McDu� et Salamon. Il existe des approches alg�ebro-g�eom�etriques

(la plus f�econde sans doute via les \application stables" de Kontsevich [33], voir aussi

[11, 12, 15, 38]), mais je n'en parlerai pas. Pour une approche compl�ementaire, on se

reportera aux notes [23] de Fulton et Pandharipande.

Actualisation (septembre 1996). | Depuis la pr�esentation orale et la premi�ere ver-

sion de ce texte en novembre 1995, di��erents auteurs ont annonc�e des am�eliorations

signi�catives de certains des r�esultats qu'il expose.

Il s'agit principalement de la d�emonstration par Givental de la conjecture des miroirs

([26], voir le x3.3.3) et de la d�e�nition des invariants de Gromov-Witten pour toutes les

vari�et�es symplectiques (suppression des hypoth�eses de monotonie d�ecrites ici dans les

d�e�nitions 1.1.5 ou 1.1.3) notamment par Li et Tian [39], Behrend et Fantechi [9, 10]

dans le cadre alg�ebro-g�eom�etrique et par Fukaya et Ono [22] et Siebert [52] dans le cadre

symplectique. Ces derniers auteurs ra�nent s�erieusement les m�ethodes pr�esent�ees ici au

x 2 pour se d�ebarrasser des probl�emes �evoqu�es avant la d�e�nition 1.1.3.

En plus de cette note d'actualisation, le pr�esent texte di��ere de celui distribu�e en

novembre 1995 par la mise �a jour de la bibliographie et la correction de certaines des

erreurs qu'il contenait.

Remerciements. | Je remercie les nombreuses personnes qui m'ont aid�ee et notam-

ment Dusa McDu�, Jean-Yves M�erindol, Claude Sabbah et Claire Voisin aux conseils

et suggestions desquels la mise au point de ce texte doit beaucoup, ainsi qu'O. Gabber

et H. Spielberg pour m'avoir signal�e des erreurs dans sa premi�ere version.

1. Les invariants de Gromov-Witten

On consid�ere ici une vari�et�e symplectique (X;!) et l'espace J des structures presque

complexes adapt�ees �a la forme symplectique. Rappelons qu'une structure presque com-

plexe sur une vari�et�e X est une structure de �br�e vectoriel complexe sur son �br�e

tangent, en symboles un champ J d'endomorphismes

J

x

: T

x

X ���! T

x

X tels que J

2

x

= � Id 8x 2 X

et qu'elle est adapt�ee �a une 2-forme non d�eg�en�er�ee ! si la forme bilin�eaire (�; �) 7!

!(�; J�) est sym�etrique d�e�nie positive (bref, une m�etrique riemanniennne).
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Toute vari�et�e presque complexe a des classes de Chern (celles du �br�e vectoriel

complexe (TX; J)). En particulier, comme l'ensemble des structures presque complexes

adapt�ees �a une forme symplectique est contractile

2

, donc connexe, une vari�et�e symplec-

tique a des classes de Chern | ne d�ependant pas de la structure presque complexe

adapt�ee choisie.

Une des qualit�es des vari�et�es presque complexes est que, �a d�efaut de fonctions

holomorphes

3

, elles poss�edent localement beaucoup de courbes holomorphes

4

. Si � est

une surface de Riemann (sa structure complexe j est �x�ee), une application u : �! X

est dite J -holomorphe si son application tangente est lin�eaire sur C, c'est �a dire si

T

x

u � j(�) = J � T

x

u(�); 8x 2 �; 8� 2 T

x

�:(1)

1.1. D�e�nition des invariants

On choisit sur X une structure presque complexe J adapt�ee �a !. Les invariants

d�e�nis par Ruan et Tian dans [51] sont des homomorphismes

	

A

g;k;`

: H

?

�

X

k+`

;Z

�

���! Z:

Dans cette �ecriture,

� l'exposant A est une classe d'homologie, A 2 H

2

(X;Z),

� l'indice g est le genre d'une surface de Riemann �,

� celle-ci est �equip�ee d'un k-uplet de points marqu�es distincts ~z = (z

1

; : : : ; z

k

) (on

suppose 2g + k � 3),

� le dernier indice est un entier, ` 2 N.

L'id�ee, proche de celle utilis�ee par Donaldson ([18]) pour d�e�nir ses polynômes, est

la suivante : �etant donn�ees des classes d'homologie a

1

; : : : ; a

k

et b

1

; : : : ; b

`

2 H

?

(X;Z)

(repr�esent�ees par des cycles auxquels je donne le même nom), l'image de a

1


 � � �
 a

k




b

1


� � �
 b

`

, not�ee 	

A

g;k;`

(a

1


� � �
a

k

jb

1


� � �
 b

`

) va compter toutes les applications J -

holomorphes u : �! X qui repr�esentent la classe A (c'est �a dire telles que u

?

[�] = A 2

H

2

(X;Z)), qui envoient les k points marqu�es dans a

1

; : : : ; a

k

et qui coupent b

1

; : : : ; b

`

(voir la �gure 1).

Remarque. | Les \courbes" J -holomorphes dont il est question ici sont bien des ap-

plications �! X, c'est �a dire des courbes param�etr�ees. On pourrait aussi, mais je ne le

ferai pas ici, admettre moins, ou pas, de points marqu�es (c'est �a dire oublier la condition

2g + k � 3) et quotienter par l'op�eration du groupe de reparam�etrages. Le lien entre

param�etrage, points marqu�es et courbe image devrait être clari��e par l'exemple suivant.

2

Simplement parce que le groupe symplectique Sp(2n;R) se r�etracte sur le groupe unitaire U (n),

qui est sa composante compacte (voir par exemple [3]).

3

Il n'y a en g�en�eral pas de fonctions holomorphes, même localement : s'il y avait assez de fonctions

holomorphes, on pourrait en faire des cartes analytiques et J serait int�egrable.

4

Une r�ef�erence commode et assez compl�ete pour les propri�et�es des courbes holomorphes dans les

vari�et�es symplectiques et presque complexes est le livre [4], que je cite donc syst�ematiquement.
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a

1

u(z

1

)

a

2

u(z

2

)

b

1

Figure 1

u(0)

u(1)

H

u(1)

Figure 2

1.1.1. Exemple. | Prenons pour X l'espace projectif complexe P

n

, avec sa forme

de K�ahler et sa structure complexe usuelles, et pour A le g�en�erateur de H

2

(P

n

;Z) (la

classe des droites projectives). Soit H 2 H

2(n�1)

(P

n

;Z) la classe des hyperplans.

L'invariant 	

A

0;3;0

(pt 
 pt 
 H) devrait compter les courbes rationnelles (g = 0)

param�etr�ees de la classe A (c'est �a dire les droites param�etr�ees), contraintes �a passer

par deux points donn�es et �a rencontrer un hyperplan �x�e. Les deux points d�eterminent

la droite (image) et son point de rencontre avec l'hyperplan, ces trois points ensemble

�xent en�n le param�etrage (�gure 2). L'invariant 	

A

0;3;0

, une fois d�e�ni, devrait donner

	

A

0;3;0

(pt
 pt
H) = 1

dans cet exemple.

Plus pr�ecis�ement, on consid�ere l'espace M

A

g

(J) des applications J -holomorphes u :

�! X telles que u

?

[�] = A et l'application d'�evaluation ev

~z;`

:

M

A

g

(J) � �� � � � � �

| {z }

` fois

���! X � � � � �X

| {z }

k fois

� X � � � � �X

| {z }

` fois

(u ; �

1

; : : : ; �

`

) 7���! (u(z

1

); : : : ; u(z

k

) ; u(�

1

); : : : ; u(�

`

)):

Si M

A

g

(J) �etait une vari�et�e compacte orient�ee, elle porterait une classe fondamentale et

on pourrait d�e�nir 	

A

g;k;`

(a) comme le nombre d'intersection

	

A

g;k;`

(a) = (ev

~z;`

)

?

�

[M

A

g

(J)� �

`

]

�

� a pour a 2 H

?

�

X

k+`

;Z

�

:

Que l'espace de modules M

A

g

(J) soit une vari�et�e pour une structure presque complexe

J assez g�en�erale ne pose pas de gros probl�eme, �a condition toutefois de se restreindre

aux courbes simples (celles qui ne se factorisent pas par des revêtements multiples, voir

le x2.1). Le prototype des �enonc�es de r�egularit�e est le suivant (voir [45]) :

1.1.2 Proposition. | Soit (X;!) une vari�et�e symplectique compacte de dimension

2n et soit c

1

2 H

2

(X;Z) sa premi�ere classe de Chern. Il existe une partie J

r�eg

(A) dans

l'espace J des structures presque complexes adapt�ees �a !, qui contient une intersection

d�enombrable d'ouverts denses et telle que
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1. Si J 2 J

r�eg

(A), l'espace M

A

g

(J) des courbes J-holomorphes simples de la classe A

est une vari�et�e (lisse) orient�ee de dimension 2hc

1

; Ai+ 2n(1 � g).

2. Si J

0

et J

1

2 J

r�eg

(A), il existe une partie dense J

r�eg

(J

0

; J

1

) dans l'espace des

homotopies de J

0

�a J

1

telle que, pour toute homotopie (J

t

)

t2[0;1]

dans cette partie,

l'espace

M

A

g

((J

t

)

t2[0;1]

) =

n

(t; u) j u 2M

A

g

(J

t

)

o

soit une vari�et�e orient�ee dont le bord orient�e est M

A

g

(J

1

)�M

A

g

(J

0

).

J'expliquerai les id�ees de la d�emonstration au x2.1. Le probl�eme de compacit�e est

plus s�erieux : une suite de courbes J -holomorphes peut converger vers une courbe �a

bulles (penser �a une suite de coniques planes d�eg�en�erant sur deux droites). On peut

compacti�er l'espace de modules et prolonger l'application d'�evaluation, mais il n'est pas

vrai en g�en�eral que l'image de la fronti�ere soit assez petite : une suite de courbes simples

peut converger vers une courbe �a bulles dont certaines composantes sont des revêtements

multiples. Celles de ces bulles qui sont des revêtements multiples de courbes dont la

classe de Chern est nulle peuvent donner des contributions de trop grande dimension.

De même, en contemplant la formule pour la dimension dans la proposition 1.1.2, on

voit que l'existence de classes A contenant des courbes J -holomorphes et pour lesquelles

hc

1

; Ai � 0 peut poser des probl�emes. On se restreint donc �a des vari�et�es symplectiques

dans lesquelles la premi�ere classe de Chern, calcul�ee sur les courbes holomorphes, est

assez positive :

1.1.3 D

�

efinition. | Une vari�et�e symplectique de dimension 2n est faiblementmono-

tone si toute classe d'homologie A telle que h!;Ai > 0 et hc

1

; Ai � 3 � n v�eri�e

hc

1

; Ai � 0.

Remarques. | C'est notamment le cas, trivialement, pour toutes les vari�et�es symplec-

tiques de dimension � 6. D'autre part, pour J dans J

r�eg

(A), si M

A

0

(J) contient une

courbe rationnelle non constante, sa dimension est au moins 6, la dimension du groupe

de reparam�etrage PSL(2;C). Donc, pour toute courbe J -holomorphe simple u de la

classe A, hc

1

; Ai = hu

?

c

1

; [P

1

]i � 3 � n et h!;Ai = hu

?

!; [P

1

]i > 0, et donc sur une

vari�et�e faiblement monotone, la premi�ere classe de Chern, �evalu�ee sur toutes les courbes

J -holomorphes est positive ou nulle.

Pour �eviter les probl�emes de revêtementsmultiples, Ruan et Tian exploitent une ruse

due �a et utilis�ee par Gromov ([28], voir aussi par exemple le x 4 de [48] et le x 5 de [5]) :

on perturbe l'�equation (1) des courbes holomorphes en se donnant une section anti-C-

lin�eaire � de Hom(T�; TX) au-dessus de � �X et en consid�erant les applications u

qui v�eri�ent

1

2

(T

x

u+ J � T

x

u � j) = �(x; u(x)):(2)
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La courbe

e

u : � ���! ��X

x 7���! (x; u(x))

est alors

f

J

�

-holomorphe, pour une structure presque complexe

f

J

�

sur � �X qui est la

structure produit j�J quand � = 0. Notons qu'un tel

e

u ne peut pas être un revêtement

multiple, et même qu'une limitede telles courbes ne peut contenir de revêtementmultiple

(voir le x 2.2). On appelle M

A

g

(J; �) l'espace des courbes de la classe A satisfaisant (2).

1.1.4 Th

�

eor

�

eme ([51]). | Soit (X;!) une vari�et�e symplectique compacte faiblement

monotone de dimension 2n. Dans l'espace des (J; �), il existe une partie

e

J

r�eg

(A) qui con-

tient une intersection d�enombrable d'ouverts denses et telle que, pour (J; �) 2

e

J

r�eg

(A),

M

A

g

(J; �) est une vari�et�e lisse orient�ee de dimension 2hc

1

; Ai+ 2n(1� g). De plus

\

Kcompact

K�M

A

g

(J;�)

ev

~z;`

h�

M

A

g

(J; �)�K

�

��

`

i

est contenue dans une r�eunion �nie d'images de vari�et�es de dimensions major�ees par

2hc

1

; Ai+ 2n(1 � g) + 2` � 2:

Les id�ees de la d�emonstration seront r�esum�ees au x2.2. Ce th�eor�eme permet d'a�rmer

que

�

M

A

g

(J; �) ��

`

; ev

~z;`

�

est un pseudo-cycle de X

k+`

. Un pseudo-cycle d'une vari�et�e

M est une application di��erentiable f : V ! M d�e�nie sur une vari�et�e orient�ee de

dimension r, et dont la fronti�ere de l'image est assez petite, au sens pr�ecis o�u

dim

0

B

B

B

@

\

Kcompact

K�V

f(V �K)

1

C

C

C

A

� r � 2:

Je renvoie �a [45] pour les propri�et�es des pseudo-cycles. L'important ici est que tout

pseudo-cycle d�e�nisse un morphisme d'intersection H

?

(M)! Z. Il y a une relation �evi-

dente de bordisme entre pseudo-cycles et, bien sûr, deux pseudo-cycles bordants d�e�nis-

sent le même morphisme.

Revenons �a notre application d'�evaluation. Un �enonc�e analogue �a la derni�ere assertion

de la proposition 1.1.2 donne des bordismes entre ces pseudo-cycles quand on change de

J , de � ou de ~z. On peut donc d�e�nir, pour tout d,

	

A

g;k;`

: H

d

(X

k+`

;Z) ���! Z

le morphisme d'intersection avec ce pseudo-cycle, qui ne d�epend que de A, g, k et `. En

particulier, 	

A

g;k;`

(a) ne peut être non nul que si la codimension de a dans X

k+`

co��ncide

avec la dimension de M

A

g

(J; �)� �

`

, c'est �a dire si la dimension d de a vaut

d = 2n(g + k � 1) + 2`(n � 1)� 2hc

1

; Ai:
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Propri�et�es.

1. Comme 	

A

g;k;`

ne d�epend pas du choix des points marqu�es, 	

A

g;k;`

(a

1


 � � � 
 a

k




b

1


 � � � 
 b

`

) est une fonction sym�etrique (au signe pr�es) des a

i

d'une part et des

b

j

de l'autre (c'est pourquoi on la note plutôt 	

A

g;k;`

(a

1


 � � � 
 a

k

jb

1


 � � � 
 b

`

)).

Elle est, bien sûr, multilin�eaire en les a

i

et les b

j

.

2. C'est un invariant de la classe de d�eformation de (X;!).

3. Les invariants 	 v�eri�ent aussi une propri�et�e d'invariance par monodromie (utile

pour �etudier les familles de vari�et�es symplectiques), voir [55].

Remarque. | Plus surprenant, comme cons�equence des r�esultats de Taubes [54], en

dimension 4, certains des invariants 	

A

0;0;`

(pt 
 � � � 
 pt) (ainsi que des invariants un

peu di��erents en genre > 0) sont des invariants du type de di��eomorphisme orient�e de

X puisqu'ils co��ncident avec les invariants de Seiberg-Witten. Remarquons qu'il s'agit

dans 	

A

0;0;`

de courbes rationnelles sans point marqu�e, ce qui oblige �a quotienter par

le groupe de reparam�etrage. D'autre part, ce type de r�esultats est r�eserv�e �a la dimen-

sion 4 : en dimension 6, Ruan a produit dans [50] des exemples de vari�et�es k�ahl�eriennes

di��eomorphes avec des invariants di��erents.

Le cas des vari�et�es symplectiques monotones. | La seule m�ethode dont on dispose

vraiment pour calculer les invariants de Gromov-Witten consiste �a �evaluer des nombres

de courbes holomorphes dans des vari�et�es complexes comme dans l'exemple 1.1.1. Pour

justi�er une telle d�emarche, il faut notamment se d�ebarrasser du terme perturbatif �.

C'est possible pour certains des invariants (notamment pour les 	

A

0;3;0

, qu'on utilisera

pour d�e�nir le produit quantique) dans les vari�et�es symplectiquesmonotones. C'est une

propri�et�e nettement plus restrictive que celle de monotonie faible.

1.1.5 D

�

efinition. | Une vari�et�e symplectique est monotone s'il existe un � > 0 tel

que [!] = �c

1

2 H

2

(X;R).

Notons le cas des vari�et�es de Fano : une vari�et�e alg�ebrique complexe X est de Fano

si elle poss�ede une classe de K�ahler ! telle que (X;!) soit une vari�et�e symplectique

monotone

5

.

1.1.6 Proposition. | Soit (X;!) une vari�et�e symplectique monotone de dimension

2n. Soit ~z = (z

1

; z

2

; z

3

) un triplet de points distincts sur P

1

. Pour J g�en�erique (dans

une partie de J contenant une intersection d�enombrable d'ouverts denses), l'application

d'�evaluation

M

A

0

(J) ���! X �X �X

u 7���! (u(z

1

); u(z

2

); u(z

3

))

d�e�nit un invariant �

A

3

: H

?

(X

3

)! Z qui co��ncide avec 	

A

0;3;0

.

5

Plus techniquement, ce sont des vari�et�es alg�ebriques dont le �br�e tangent est assez positif pour que

la premi�ere classe de Chern soit dans le cône de K�ahler.
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1.2. Les r�egles de d�ecomposition

La version simple de la r�egle de d�ecomposition dont on a besoin pour d�e�nir la

cohomologie quantique concerne une sph�ere avec quatre points marqu�es qui d�eg�en�ere

sur un bouquet de deux sph�eres, chacune gardant deux des points marqu�es (�gure 3).

x

4

x

1

x

2

x

3

z

4

z

1

z

2

z

3

x

4

x

1

x

2

x

3

b

i

a

i

z

1

z

2

z

0

1

z

0

2

Figure 3 : r�egle de d�ecomposition

Fixons une base (a

1

; : : : ; a

N

) de H

?

(X;Z)=Torsion et la base duale (b

1

; : : : ; b

N

) au

sens o�u a

i

� b

j

= �

i;j

.

1.2.1 Th

�

eor

�

eme. | Sur une vari�et�e symplectique faiblement monotone,

	

A

0;4;0

(x

1


 x

2


 x

3


 x

4

) =

X

A=A

1

+A

2

N

X

i=1

	

A

1

0;3;0

(x

1


 x

2


 a

i

)	

A

2

0;3;0

(b

i


 x

3


 x

4

):

Ruan et Tian donnent en fait une version beaucoup plus g�en�erale, d�ecrivant le com-

portement de tous les invariants quand � d�eg�en�ere sur une surface singuli�ere. On vient

de consid�erer leur comportement pour l'application

� :M

0;3

�M

0;3

���!M

0;4

(on ajoute le point double de chaque côt�e, voir la �gure 3). Comme il est d'usage,

M

g;k

d�esigne l'espace de modules des surfaces de Riemann de genre g avec k points

marqu�es et M

g;k

sa compacti�cation de Deligne-Mumford. Ruan et Tian consid�erent

plus g�en�eralement les applications naturelles

� :M

g

1

;k

1

+1

�M

g

2

;k

2

+1

���!M

g

1

+g

2

;k

1

+k

2

(associ�ee �a une partition de f1; : : : ; k

1

+ k

2

g en deux parties �a k

1

et k

2

�el�ements), et

� :M

g�1;k+2

���!M

g;k

(on identi�e les deux derniers points marqu�es). Pour simpli�er l'�ecriture du th�eor�eme

g�en�eral (qui est constitu�e de deux formules), je vais consid�erer (suivant Tian [55]) des

applications d'�evaluation un peu plus g�en�erales qu'au x1.1. On autorise � et ~z �a varier,

en d�e�nissant :

M

A

g;k

(J; �) = f(�; ~z; u) j (�; ~z) 2M

g;k

; u : �! X J -holomorphe, u

?

[�] = Ag
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et l'application

ev : M

A

g;k

(J; �) ���! M

g;k

�X

k

(�; ~z; u) 7���! ((�; ~z); u(z

1

); : : : ; u(z

k

)):

Un �enonc�e analogue au th�eor�eme 1.1.4, qu'il n'est pas indispensable d'�ecrire ici, autorise

�a d�e�nir des homomorphismes

e

	

A

g;k

: H

?

(M

g;k

�X

k

) ���! Z:

Remarque. | Les invariants du x1.1 s'en d�eduisent : on v�eri�e que

	

A

g;k;`

(a) =

e

	

A

g;k+`

(N

k;`


 a);

o�u N

k;`

2 H

?

(M

g;k+`

) est la classe repr�esent�ee par l'adh�erence de

N

�;~z;`

= f(�; ~z; �

1

; : : : ; �

`

)j�

1

; : : : ; �

`

2 �g :

1.2.2 Th

�

eor

�

eme (R�egles de d�ecomposition [51]). | Soit (X;!) une vari�et�e symplec-

tique faiblement monotone. Pour toutes classes d'homologie m

1

2 H

?

(M

g

1

;k

1

+1

), m

2

2

H

?

(M

g

2

;k

2

+1

),

e

	

A

g;k

1

+k

2

(�

?

(m

1


m

2

)
 x

1


 � � � 
 x

k

) se d�ecompose en

X

A=A

1

+A

2

N

X

i=1

e

	

A

1

g

1

;k

1

+1

(m

1


 x

1


 � � � 
 x

k

1


 a

i

)

e

	

A

2

g

2

;k

2

+1

(m

2


 b

i


 x

k

1

+1


 � � � 
 x

k

1

+k

2

):

Pour toute classe m 2 H

?

(M

g�1;k+2

),

e

	

A

g;k

(�

?

(m)
 x

1


 � � � 
 x

k

) =

N

X

i=1

e

	

A

g�1;k+2

(m
 x

1


 � � � 
 x

k


 a

i


 b

i

):

Remarque. | Il y a une di��erence importante entre ces invariants plus g�en�eraux et

ceux que j'ai d�ecrits au x pr�ec�edent du fait que la surface de Riemann est autoris�ee �a

varier. Ceci rend les th�eor�emes de compacit�e plus d�elicats et techniques. Pour rester dans

des limites de place et de technicit�e acceptables, je me restreindrai au cas des invariants

	 �a (�; j) �x�ees, ce qui est bien su�sant pour les courbes rationnelles, le th�eor�eme 1.2.1

et les applications que j'ai en vue.

2. Propri�et�es des espaces de modules de courbes holomor-

phes

2.1. Propri�et�es de r�egularit�e

Etant donn�ee une classe d'homologie A 2 H

2

(X;Z), on s'int�eresse �a l'espace

6

X(A)

des applications u : � ! X repr�esentant la classe A. Si J est une structure presque

6

Tous les espaces d'applications sont des espaces d'applications C

1

munis de la topologie C

1

.
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complexe sur X, on peut consid�erer la partie anti-C-lin�eaire de du :

@

J

u =

1

2

(du+ J � du � j)

comme un �el�ement de 


0;1

(u

?

TX) c'est �a dire de C

1

(�

0;1

T

?

�


J

u

?

TX).

Les courbes J -holomorphes dans X(A) sont les z�eros de @

J

(\�equation de Cauchy-

Riemann"). On peut consid�erer le \�br�e vectoriel" E ! X(A) dont la �bre E

u

en

u 2 X(A) est 


0;1

(u

?

TX) ; @

J

est alors une section de E, et l'espace des courbes J -

holomorphes de la classe A est l'ensemble des z�eros de cette section. On peut alors

se demander si cette section est transverse �a la section nulle, en d'autres termes si la

composition D

J

u

C

1

(u

?

TX) = T

u

X

T

u

(@

J

)

�����! T

(u;0)

E = T

u

X� E

u

proj

���! E

u

= 


0;1

(u

?

TX)

est une application lin�eaire surjective pour toute solution u de @

J

u = 0.

C'est un fait que D

J

u

est Fredholm. Elle n'est pas en g�en�eral lin�eaire sur C (elle

l'est quand J est int�egrable), mais sa partie antilin�eaire est un op�erateur d'ordre 0

(s'exprimant �a l'aide du tenseur de Nijenhuis de J). On peut donc homotoper D

J

u

,

parmi les op�erateurs de Fredholm, �a sa partie C-lin�eaire, un op�erateur @, qui d�e�nit

une structure holomorphe sur u

?

TX. L'indice de D

J

u

est alors donn�e par le th�eor�eme de

Riemann-Roch (voir par exemple [24]) :

IndD

J

u

= 2hc

1

; Ai+ 2n(1 � g);(3)

c'est la dimension virtuelle de l'espace de modules des courbes J -holomorphes de genre

g dans la classe A.

Remarque importante. | Il n'y a aucun espoir que cet espace soit, en g�en�eral, une

vari�et�e, même pour des structures presque complexes assez g�en�erales. Consid�erons par

exemple l'espace

f

P

2

obtenu en �eclatant un point dans le plan projectif complexe P

2

et la classe E du diviseur exceptionnel. La formule (3) appliqu�ee �a la classe 2E, �a la

structure complexe usuelle et aux courbes rationnelles (� = P

1

) de cette classe donne

une dimension virtuelle �egale �a 8. Mais les applications holomorphes de degr�e 2 de P

1

dans lui-même forment un espace de dimension (r�eelle) 10 et donc, pour toute structure

complexe J assez proche de la structure standard, il y a une famille de dimension au

moins 10 de courbes J -holomorphes rationnelles dans la classe 2E. Le probl�eme provient

de l'existence de courbes qui sont des revêtements multiples (et ne se pose que pour des

classes A de la forme mB pour m � 2). Il y a deux fa�cons possibles de le contourner.

L'une, celle choisie par Ruan et Tian, est celle qui m�ene aux invariants 	 : on perturbe

l'�equation de Cauchy-Riemann par un � comme en 1.1. L'autre est de ne consid�erer dans

X(A) que des courbes \injectives quelque part". C'est l'approche choisie par McDu� et

Salamon dans [45], suivant une remarque d�ej�a ancienne de McDu� [42] : une courbe

J -holomorphe est
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� soit un revêtement multiple, c'est dire qu'elle peut s'�ecrire comme une composition

�

�

���! �

0

e

u

���! X

o�u � est un revêtement rami��e,

� soit \injective quelque part", c'est dire qu'il existe un point x de � avec du(x) 6= 0

et u

�1

(u(x)) = fxg (et alors l'ensemble de tels points x est un ouvert dense dans

�). On appelle donc simples ces courbes injectives quelque part.

Soit X

s

(A) l'espace des applications simples u : � ���! X repr�esentant la classe A.

On consid�ere l'\espace de modules universel"

M

A

g

=

n

(u; J) 2 X

s

(A)� J j @

J

u = 0

o

;

c'est un �br�e sur J dont la �bre en J est M

A

g

(J). On dira qu'un point (u; J) 2 M

A

g

est

r�egulier si D

J

u

est surjective et que J 2 J est r�eguli�ere pour A (J 2 J

r�eg

(A)) si D

J

u

est

surjective pour tout u dans M

A

g

(J).

Les d�emonstrations de la proposition 1.1.2 comme de la premi�ere assertion du th�eo-

r�eme 1.1.4 utilisent des arguments standard : espaces d'applications C

k

plutôt que C

1

(de sorte que l'analogue de J est une vari�et�e banachique), r�egularit�e elliptique et Sard-

Smale, je renvoie par exemple au chapitre 3 de [45].

Remarque. | La vari�et�e M

A

g

(J) est mieux qu'orient�ee. Si J est int�egrable, on a dit

que D

J

u

est C-lin�eaire, en particulier M

A

g

(J) est complexe. Quand J n'est pas int�e-

grable, M

A

g

(J) n'a même pas de structure presque complexe en g�en�eral, mais poss�ede

une structure presque complexe stable naturelle, qui d�e�nit son orientation (voir [42]).

R�egularit�e de structures complexes usuelles. | On va vouloir calculer les invariants

pour certaines vari�et�es projectives complexes. C'est un changement de perspective : il

y a une structure complexe (int�egrable) meilleure que les autres et on veut savoir si

on peut calculer les invariants en comptant les vraies courbes holomorphes (au moins

rationnelles), autrement dit si cette structure complexe est r�eguli�ere. On a d�ej�a signal�e

que, pour une structure complexe int�egrable J , D

J

u

n'�etait autre que le @ de Dolbeault.

En particulier, D

J

u

est surjective si et seulement si

Im

�

@ : C

1

(u

?

TX) ���! 


0;1

(u

?

TX)

�

= 


0;1

(u

?

TX):

Comme � est une surface, c'est �equivalent �a demander que H

0;1

@

(u

?

TX) = 0.

Supposons maintenant que � soit une sph�ere (g = 0). Alors, grâce au th�eor�eme de

Birkho�, u

?

TX est une somme de �br�es en droites. Pour tout �br�e en droites L! P

1

,

on a

H

0;1

@

(L) =

�

H

1;0

@

(L

?

)

�

?

=

�

H

0

(L

?

(�2))

�

?

de sorte que @ est surjective si et seulement si pour chaque �br�e en droites L apparaissant

dans u

?

TX, le �br�e L

?

(�2) n'a pas de section holomorphe, c'est �a dire si c

1

(L

?

(�2)) < 0,

ou encore si c

1

(L) > �2 :
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2.1.1 Proposition. | Soit u : P

1

! X une courbe J-holomorphe avec J int�egrable.

Pour que D

J

u

soit surjective, il faut et il su�t que tous les facteurs de u

?

TX aient une

classe de Chern c

1

� �1.

Exemple. | Consid�erons l'espace projectif P

n

(C) avec sa structure complexe na-

turelle J . Soit A la classe des droites projectives. Soit u : P

1

! P

n

une courbe holo-

morphe de la classe A (c'est �a dire une droite). Alors u

?

TP

n

= O(1) � � � � � O(1), D

J

u

est surjective (ceci pour tout u) et J est r�eguli�ere pour A.

2.1.2 Corollaire. | Supposons J int�egrable et le �br�e tangent TX engendr�e par

ses sections holomorphes. Alors J est r�eguli�ere pour toutes les classes contenant des

courbes rationnelles.

En dimension 4, grâce �a la formule d'adjonction, on d�eduit de la proposition 2.1.1

un crit�ere simple et e�cace :

2.1.3 Proposition. | Soit J une structure complexe (int�egrable) sur une vari�et�e X

de dimension 4. Soit A 2 H

2

(X;Z) une classe qui contient une sph�ere J-holomorphe

plong�ee. Alors J est r�eguli�ere pour A si et seulement si A �A � �1.

Contre-exemples. | On verra des exemples d'applications de ce r�esultat au x 3.2.

Voici une famille de contre-exemples. Il s'agit de la vari�et�e di��erentiable P

1

� P

1

ou

f

P

2

, avec la structure complexe de la surface de Hirzebruch X

k

(espace total du �br�e

P (O(�k)� 1) ! P

1

, k � 0). Elle poss�ede une sph�ere holomorphe plong�ee d'auto-

intersection �k (la section nulle du �br�e O(�k)). Pour k 6= 0; 1, la structure complexe

n'est pas r�eguli�ere pour cette classe.

Remarques. | Ces r�esultats s'appliquent �a des courbes holomorphes rationnelles de

vari�et�es complexes, notamment pour calculer les invariants � d�e�nis par la proposition

1.1.6. Pour calculer des invariants en genre sup�erieur, on peut (toujours en dimension 4)

utiliser les r�esultats de [30].

2.2. Propri�et�es de compacit�e

Les espaces M

A

g

(J) et M

A

g

(J; �) ne sont pas compacts en g�en�eral : il peut se former

des bulles, comme c'est le cas pour une suite de coniques planes qui converge vers deux

droites. Le th�eor�eme de compacit�e de Gromov a�rme qu'il n'arrive rien de pire. Pour

m�emoire :

2.2.1 Th

�

eor

�

eme ([28]). | Sur une vari�et�e symplectique compacte (X;!), soit une

suite (J

m

)

m�0

de structures presque complexes adapt�ees qui converge (au sens C

1

) vers

une structure presque complexe adapt�ee J . Soit (u

m

)

m�0

une suite de courbes d'aire

born�ee telles que u

m

soit J

m

-holomorphe. Elle a une sous-suite qui converge faiblement

vers une courbe �a bulles J-holomorphe.
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Ici, la convergence faible est une notion interm�ediaire entre convergence des images et

convergence des applications que je ne d�etaille pas : ce n'est pas cette version du th�eor�eme

de compacit�e que je veux utiliser. Celui-ci a toutefois une cons�equence imm�ediate de

�nitude dont j'aurai besoin. Une constante K �etant �x�ee, consid�erons l'ensemble des

classes A dans le r�eseau H

2

(X;Z) telles que h!;Ai � K. Etant donn�ee une structure

presque complexe J , il y a un nombre �ni de telles classes qui ont des repr�esentants

J -holomorphes (et même J

0

-holomorphes pour J

0

assez proche de J).

Voici maintenant la version du th�eor�eme 2.2.1 que je vais utiliser :

2.2.2 Th

�

eor

�

eme. | Soient sur une vari�et�e symplectique compacte (X;!) une suite

(J

m

; �

m

) convergent (au sens C

1

) vers (J; �) et une suite (u

m

) de courbes �! X d'aires

born�ees telles que

g

u

m

: � ! � �X soit

g

(J

m

)

�

m

-holomorphe. Alors, il existe une partie

�nie F � � et une courbe u : �! X telle que

� La courbe

e

u est

f

J

�

-holomorphe.

� On peut extraire de (

g

u

m

) une suite qui converge vers

e

u (ainsi que toutes ses

d�eriv�ees) en dehors de F .

� Si z 2 F et si

g

u

m

(z) ne converge pas vers

e

u(z), alors il y a une courbe rationnelle

non constante

u

z

: P

1

���! fzg �X

passant par

e

u(z).

Je renvoie pour la d�emonstration aux explications de Pansu [48]. On remarquera que

toutes les bulles (les u

z

) sont verticales (parce que les

g

u

m

sont des graphes) et que ce

sont des sph�eres. De plus, la composante principale de la courbe limite, �etant un graphe,

est simple, ce qui �evite les probl�emes de revêtements multiples dont on peut se faire une

id�ee en lisant [45] (par contre, rien n'oblige les bulles �a être simples).

Id�ees de la d�emonstration de 1.1.4. | D'apr�es le th�eor�eme 2.2.2, il y a, dans l'adh�erence

deM

A

g

(J; �), des courbes �a bulles (u; v

1

; : : : ; v

N

) (o�u les v

i

sont des courbes rationnelles).

La classe d'homologie A est d�ecompos�ee en

A = A

0

+

N

X

i=1

d

i

B

i

o�u d

i

� 1 est la multiplicit�e du revêtement v

i

et A

0

la classe repr�esent�ee par u. Oublions

les multiplicit�es et �ecrivons A

0

= A

0

+

P

B

i

. Comme (X;!) est faiblement monotone,

hc

1

; B

i

i � 0 et hc

1

; A

0

i � hc

1

; Ai. Pour d�ecrire l'adh�erence deM

A

g

(J; �), il faut consid�erer

des espaces d'applications (u; v

1

; : : : ; v

N

) repr�esentant des classes A

0

avec hc

1

; A

0

i �

hc

1

; Ai.

On s'int�eresse au prolongement de l'application d'�evaluation �a ces espaces (pour

simpli�er, on suppose ici que ` = 0). Il faut donc s'inqui�eter de la fa�con dont les
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points marqu�es interf�erent avec la formation des bulles. Certains de ces points, disons

z

1

; : : : ; z

r

, sont dans F . Alors, tous les points de la i-�eme bulle (i � r) sont des points

d'accumulation d'une suite u

m

(z

i

) de sorte qu'on doit ajouter �a la fronti�ere un param�etre

�

i

pour chacune de ces bulles : l'application d'�evaluation ev

~z;0

se prolonge en

e : (u; v

1

; : : : ; v

N

; �

1

; : : : ; �

r

) 7���! (v

1

(�

1

); : : : ; v

r

(�

r

); u(z

r+1

); : : : ; u(z

k

)):

Il y a un groupe de reparam�etrage pour chacune des bulles, c'est le sous-groupe G

0

de

PSL(2;C) form�e des transformations �xant un point (celui o�u s'accroche la bulle). Les

�evaluations N � 1, hc

1

; A

0

i � hc

1

; Ai et dimG

0

= 4 permettent de conclure que, malgr�e

l'ajout possible des r facteurs P

1

, la dimension de l'image de e est inf�erieure ou �egale �a

dimM

A

g

(J; �) � 2.

La �nitude du nombre de ces petites strates est encore une cons�equence de la posi-

tivit�e des classes de Chern (c'est �a dire de la faible monotonie de (X;!)) qui donne un

nombre �ni de d�ecompositions possibles de A en A

0

+

P

d

i

B

i

.

Remarque. | J'ai choisi pour cet expos�e des hypoth�eses simpli�ant le plus possible la

d�emonstration :

� d'une part l'utilisation de l'�equation de Cauchy-Riemann perturb�ee qui donne une

composante principale simple �a toutes les courbes limites, comme dans [51],

� d'autre part le fait que la surface de Riemann (avec sa structure complexe) est

�x�ee, comme dans [45].

Id�ees de la d�emonstration de la r�egle de d�ecomposition 1.2.1. | La d�emonstration des

r�egles de d�ecomposition, dans la g�en�eralit�e de l'�enonc�e 1.2.2, occupe une grande partie

du gros article [51] de Ruan et Tian. Il existe plusieurs d�emonstrations du th�eor�eme plus

faible 1.2.1, ou de versions encore plus faibles, telles que

	

A

0;4;0

(x

1


 x

2


 x

3


 x

4

) =

X

A=A

1

+A

2

N

X

i=1

�

A

1

3

(x

1


 x

2


 a

i

)�

A

2

3

(b

i


 x

3


 x

4

)(4)

pour des vari�et�es symplectiques monotones (voire même avec des hypoth�eses plus re-

strictives, telles que hc

1

; Ai � 2 pour toute classe A contenant des courbes rationnelles).

Voir [45, 40].

Avec des di��erences assez notables dans la r�ealisation, toutes sont bas�ees sur une

sorte de r�eciproque au th�eor�eme de compacit�e : on consid�ere les deux sph�eres avec leurs

deux points marqu�es et leur point commun comme une courbe �a bulles. Appelons z

1

,

z

2

, z

3

, z

4

les quatre points marqu�es et imaginons deux autres points z et t tendant l'un

vers l'autre. Les courbes d�ecompt�ees par le membre de gauche de (4) tendent vers des

courbes �a bulles qui ressemblent beaucoup �a celles d�ecompt�ees par le membre de droite

(voir la �gure 3). Reste �a montrer que cette correspondance est bijective. Un argument

de recollement de courbes holomorphes inspir�e par les recollements de trajectoires ou
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d'instantons d�ecrits par Floer [21] ou Donaldson & Kronheimer [19] et di��erent suivant

les auteurs, permet de construire de vraies courbes holomorphes arbitrairement pr�es de

la \courbe �a bulles" et de conclure.

3. La cohomologie quantique

L'homologie et la cohomologie d'une vari�et�e orient�ee X portent respectivement la

forme d'intersection � et le cup-produit ^, reli�es entre eux par la dualit�e de Poincar�e

D : H

?

! H

?

de telle fa�con que a � b = h�; bi = D(� ^ �) si les dimensions de a et b

sont compl�ementaires, et que

h� ^ �; ci = a � b � c:(5)

Convention. | Dans les formules de ce x, les lettres latines d�esignent en g�en�eral des

classes d'homologie, les lettres grecques des classes de cohomologie, la dualit�e de Poincar�e

transformant logiquement grecques en latines et en particulier � en a, etc.

Supposons que X soit une vari�et�e alg�ebrique complexe. L'id�ee (due �a Vafa [56] et

Witten [59]) de la cohomologie quantique est de remplacer le cup-produit par une autre

structure d'anneau qui tienne compte non seulement des triples intersections comme

dans (5) mais aussi de toutes les courbes rationnelles qui rencontrent des cycles repr�esen-

tant a, b, c. Le terme a�b�c, qui d�ecrit, quand c varie, le cup-produit � ^ � correspondrait

au d�ecompte des courbes rationnelles constantes et il faudrait d�e�nir un terme analogue

pour chaque classe d'homologie A de courbes rationnelles dans X.

3.1. Le produit quantique

Parce que je trouve les anneaux gradu�es plus agr�eables, pour �eviter des probl�emes de

convergence et pour d'autres raisons que j'�evoquerai au x3.3.5, je vais essayer de d�e�nir

ce produit sur le Z[q

1

; q

�1

1

; : : : ; q

r

; q

�1

r

]-module libre

7

QH

?

(X) = H

?

(X)
 Z[q

1

; q

�1

1

; : : : ; q

r

; q

�1

r

]

o�u r est le rang de H

2

(X;Z) et q

1

; : : : ; q

r

sont r nouvelles variables inversibles : on

choisit une base (A

1

; : : : ; A

r

) de H

2

(X;Z), les q

i

en sont une version multiplicative. Le

produit sera Z[q

1

; q

�1

1

; : : : ; q

r

; q

�1

r

]-lin�eaire et d�e�ni par les valeurs des � ? � pour �,

� 2 H

?

(X;Z). On �ecrira

� ? � =

X

m2Z

r

(� ? �)

m

q

m

(6)

o�u m 2 Z

r

repr�esente la classe

P

m

i

A

i

et h(� ? �)

m

; ci = 	

m

0;3;0

(a 
 b 
 c) 2 Z. Pour

all�eger les notations, j'�ecrirai 	

m

k

ou 	

A

k

pour 	

m

0;k;0

ou 	

A

0;k;0

. Ces invariants sont dits

\�a k points".

7

Je n�eglige la torsion, consid�erant H

?

(X;Z) commeH

?

(X;Z)=Torsion et H

?

(X;Z) comme son dual.
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Dans (6), le terme (� ? �)

0

est d�ecrit par les invariants 	

0

3

(a 
 b 
 c) obtenus en

\comptant" les courbes dont la classe d'homologie est nulle. Comme J est adapt�ee �a la

forme symplectique,

h!;Ai = h!; u

?

[P

1

]i =

Z

P

1

u

?

! > 0

pour toute courbe J -holomorphe u non constante. Les courbes repr�esentant la classe

nulle sont donc constantes, ainsi, �a cause des points marqu�es, h(�?�)

0

; ci = 	

0

3

(a
b
c)

est le nombre d'intersection a � b � c et (� ? �)

0

est le cup-produit ordinaire.

Remarques.| Il est possible (et bien plus �el�egant) de consid�erer l'anneau de polynômes

Z[q

1

; q

�1

1

; : : : ; q

r

; q

�1

r

] comme l'anneau de groupe Z[H

2

(X;Z)] et donc l'anneau QH

?

(X)

comme H

?

(X;Z[H

2

(X;Z)]) (c'est �a dire de ne pas choisir de base).

Le degr�e de la classe de cohomologie (� ? �)

m

est deg� + deg � � 2hc

1

;

P

m

i

A

i

i.

Ecrivons la premi�ere classe de Chern de X dans la base (p

1

; : : : ; p

r

) de H

2

(X;Z) duale

�a (A

1

; : : : ; A

r

) : c

1

= d

1

p

1

+ � � � + d

r

p

r

. On d�e�nit ainsi r entiers d

1

; : : : ; d

r

. Il su�t

d'assigner �a q

i

le degr�e 2d

i

pour avoir une multiplication gradu�ee (la graduation est

triviale quand c

1

= 0).

Malheureusement, même sur une vari�et�e faiblement monotone, il n'y a pas de raison

que la somme dans (6) soit �nie. La solution est de remplacer l'anneau de polynômes

Z[q

1

; q

�1

1

; : : : ; q

r

; q

�1

r

] par l'anneau de Novikov �

!

(voir [47, 31]) associ�e �a l'homomor-

phisme

! : � � H

2

(X;Z) ���! R

A 7���! h!;Ai

o�u � est le sous-groupe des classes sph�eriques : on consid�ere l'ensemble �

!

de toutes les

s�eries formelles

� =

X

m2Z

r

�

m

q

m

telles que, pour tout K, l'ensemble

n

m 2 Z

r

j �

m

6= 0 et h!;

X

m

i

A

i

i � K

o

soit �ni. La formule

�� =

X

m

0

;m

00

�

m

0

�

m

00

q

m

0

+m

00

d�e�nit bien (exercice) un produit sur �

!

, qui devient ainsi un anneau gradu�e (avec la

même graduation que Z[q

1

; q

�1

1

; : : : ; q

r

; q

�1

r

]).

Le th�eor�eme de compacit�e 2.2.1 garantit que la somme (6) est bien d�e�nie dans le

�

!

-module H

?

(X)
 �

!

.



806-17

3.1.1 Th

�

eor

�

eme. | Soit (X;!) une vari�et�e symplectique faiblement monotone de

dimension 2n. Les formules

� ? � =

X

m2Z

r

(� ? �)

m

q

m

2 H

?

(X) 
 �

!

avec h(� ? �)

m

; ci = 	

m

3

(a
 b
 c) 2 Z

d�e�nissent sur H

?

(X)
�

!

une structure d'anneau commutatif gradu�e dont 1 2 H

0

(X)

est l'unit�e.

D�emonstration. | L'associativit�e est une cons�equence de la r�egle de d�ecomposition en

genre 0 pour les invariants �a 3 ou 4 points, c'est �a dire du th�eor�eme 1.2.1 :

X

m

0

+m

00

=m

N

X

i=1

	

m

0

3

(a
 b
 a

i

)	

m

00

3

(b

i


 c
 d) = 	

m

0;4;0

(a
 b
 c
 d):

Comme 	

m

00

3

(D(� ? �)

m

0


 c
 d) =

P

i

	

m

0

3

(a
 b
 a

i

)	

m

00

3

(b

i


 c
 d), elle donne

X

m

0

+m

00

=m

	

m

00

3

(D(� ? �)

m

0


 c
 d) = 	

m

0;4;0

(a
 b
 c
 d):

On peut donc �ecrire

(� ? �) ? 
 =

X

m

(� ? � ? 
)

m

q

m

;

en d�e�nissant h(� ? � ? 
)

m

; di comme 	

m

0;4;0

(a 
 b 
 c 
 d). Cette derni�ere expression

est sym�etrique en �, � et 
. Comme le produit d�e�ni est commutatif (au sens gradu�e),

cette propri�et�e donne l'associativit�e.

Que la classe 1 2 H

0

(X;Z) soit l'unit�e du produit quantique n'est pas di�cile. La

classe duale est la classe fondamentale [X] et l'invariant 	

A

3

([X]
 b
 c) est nul quand

la classe A est non nulle. On consid�ere en e�et l'intersection de l'image de

M

A

0

(J; �) ���! X �X

u 7���! (u(z

2

); u(z

3

))

avec un cycle repr�esentant b
c. On a dimM

A

0

(J; �) = 2n+2hc

1

; Ai = deg �+deg 
 mais

l'application se factorise par le sous-groupe C

?

de PSL(2;C) constitu�e des �el�ements qui

�xent les points marqu�es z

2

et z

3

. Si M

A

0

(J; �) contient des applications non constantes

(c'est �a dire si A 6= 0), cette op�eration n'est pas triviale et la dimension de l'image est

� 2n+2hc

1

; Ai� 2, ce qui fait qu'elle ne rencontre pas un repr�esentant assez g�en�eral de

b
 c. 2

Un cas particuli�erement agr�eable est celui des vari�et�es symplectiques monotones : sur

ces vari�et�es, grâce �a la remarque suivant le th�eor�eme de compacit�e 2.2.1, le nombre de

classes A intervenant dans la somme (6) est �ni, de sorte qu'on peut d�e�nir le produit

quantique directement sur H

?

(X) 
 Z[q

1

; q

�1

1

; : : : ; q

r

; q

�1

r

], et même calculer avec les

invariants � de la proposition 1.1.6. L'associativit�e est, comme ci-dessus, cons�equence

de la r�egle de d�ecomposition, pr�ecis�ement de sa version contenue dans l'�equation (4).
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3.1.2 Th

�

eor

�

eme. | Soit (X;!) une vari�et�e symplectique monotone de dimension

2n. Les formules

� ? � =

X

m2Z

r

(� ? �)

m

q

m

avec h(� ? �)

m

; ci = �

m

3

(a
 b
 c) 2 Z

d�e�nissent sur H

?

(X)
Z[q

1

; q

�1

1

; : : : ; q

r

; q

�1

r

] une structure d'anneau commutatif gradu�e

dont 1 2 H

0

(X) est l'unit�e.

Remarques et variantes.

1. Il arrive que le produit quantique soit une d�eformation du cup-produit. C'est le cas

quand on peut choisir la base (A

1

; : : : ; A

r

) de fa�con que les monomes apparaissant

e�ectivement dans la somme (6) ne fassent pas intervenir d'exposant n�egatif, c'est

�a dire quand H

2

(X;Z) a une base (p

1

; : : : ; p

r

) telle que hp

i

; Ai > 0 pour toutes

les classes A qui contiennent des sph�eres J -holomorphes

8

. On peut alors d�e�nir le

produit quantique sur H

?

(X;Z)
 Z[q

1

; : : : ; q

r

] (un sous-anneau

9

de QH

?

(X)): : :

ce qui permet de sp�ecialiser en q = 0 pour retrouver le cup-produit.

2. Une autre variante consiste | dans le cas monotone | �a sp�ecialiser en q = 1.

C'est pourquoi on trouve des formules sans variables q, notamment dans [60].

3. On trouve aussi dans la plupart des articles sur le sujet, et notamment dans [51],

des formules analogues �a (6), mais avec des exp(�th!;Ai) �a la place des q

m

. Sur les

vari�et�es monotones, il su�t de sp�ecialiser en q

i

= exp(�t�hc

1

; A

i

i) ; sur les autres,

la d�emarche soul�eve un d�elicat probl�eme de convergence.

4. On peut g�en�eraliser le produit d�e�ni par l'�equation (6) en d�e�nissant, pour tout

� 2 H

?

(X)

h� ?

�

�; ci =

X

m

X

`�0

1

`!

	

m

0;3;`

(a
 b
 cjx
 � � � 
 x)q

m

;(7)

o�u, bien sûr, x = D�. On v�eri�e sans mal que, pour chaque m, la somme

X

`�0

1

`!

	

m

0;3;`

(a
 b
 cjx
 � � � 
 x)

contient un nombre �ni de termes non nuls si deg � 6= 2 ou est une s�erie convergente

(une exponentielle) si deg � = 2. Ainsi l'�equation (7) d�e�nit-elle un produit ?

�

sur

QH

?

(X) 
 C (on sort de la cohomologie enti�ere �a cause des exponentielles) qui

est le produit ? quand � = 0 puisque 	

m

0;3;`

(a 
 b 
 cj0) = 0 pour ` � 1. La

r�egle de d�ecomposition en genre 0 implique que le produit ?

�

est associatif. Ceci

nous entrâ�ne vers l'�equation WDVV et les vari�et�es de Frobenius (voir les xx3.3.2

et 3.3.4).

8

C'est le cas pour toutes celles des vari�et�es de Fano qui v�eri�ent que H

2;0

= 0.

9

C'est H

?

(X;Z[M ]) o�u M est un sous-mono��de de H

2

(X;Z) dont je laisse aux lecteurs le plaisir

d'�ecrire la d�e�nition.
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3.2. Exemples

Propri�et�es. | La cohomologie quantique manque de propri�et�es fonctorielles. Il est

d'ailleurs plus correct de parler de produit quantique sur la cohomologie que de coho-

mologie quantique. Il est donc assez di�cile d'utiliser la connaissance de la cohomologie

quantique de telle vari�et�e pour calculer celle de telle autre. La seule propri�et�e qui puisse

aider �a faire des calculs est le bon comportement par rapport au produit cart�esien :

QH

?

(X � Y ) = QH

?

(X) 
QH

?

(Y );

les invariants de Gromov-Witten de X � Y s'exprimant de fa�con �evidente en fonction

de ceux de X et de Y .

Une liste. | Il existe toutefois un certain nombre de (pr�e-)publications o�u est calcul�ee

la cohomologie quantique de tel ou tel espace (les d�emonstrations sont plus ou moins

heuristiques selon les cas). Voici une liste

10

qui ne pr�etend �a aucune exhaustivit�e :

grassmanniennes [11, 53, 60] (voir aussi le x 3.3.7), intersections compl�etes [8], surfaces

rationnelles [15], vari�et�es de drapeaux [14, 27] (voir aussi le x 3.3.5), vari�et�es de drapeaux

partielles [2], vari�et�es homog�enes [38], vari�et�es toriques [6].

Je vais pr�esenter ici deux exemples simples qui appartiennent �a plusieurs des familles

de cette liste, ceux de l'espace projectif et du plan �eclat�e en un point. Ce sont des

exemples de vari�et�es symplectiques monotones. J'�evoquerai pour �nir une famille de

vari�et�es faiblement monotones, celle des quintiques de P

4

.

L'espace projectif complexe P

n

(C). | Appelons p le g�en�erateur de la cohomologie de

P

n

, de sorte que

H

?

(P

n

;Z) = Z[p]=p

n+1

et c

1

= (n+ 1)p:

On introduit une variable inversible q de degr�e 2(n + 1). Le seul produit quantique �a

calculer est p

n

? p. Mais

(p

n

? p)

mA

2 H

2(n+1)(1�m)

(P

n

)

(A est toujours le g�en�erateur du H

2

) et le seul terme qui pourrait être non nul est

(p

n

? p)

A

, qui s'�evalue sur des classes de dimension 0. On a vu au x2.1 que la structure

complexe de P

n

est r�eguli�ere pour A, de plus P

n

est �evidemment monotone, de sorte

que le calcul de l'exemple 1.1.1 est valide et que

h(p

n

? p)

A

;pti = 	

A

3

(H 
 pt
 pt) = �

A

3

(H 
 pt
 pt) = 1:

On a ainsi montr�e :

3.2.1 Proposition. | L'anneau de cohomologie quantique QH

?

(P

n

(C)) est isomor-

phe �a l'anneau Z[p; q; q

�1

]=(p

n+1

� q).

10

Par ordre alphab�etique des vari�et�es puis des auteurs.
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Remarque. | Dans cet exemple comme dans le suivant, on calcule avec une structure

complexe int�egrable, de sorte que les espaces M

A

(J) sont complexes (voir le x 2.1) et

que tous les nombres d'intersection avec des cycles repr�esent�es par des sous-vari�et�es

complexes sont positifs.

Le plan �eclat�e en un point. | C'est l'exemple que je vais traiter en d�etail ici. On con-

sid�ereX =

f

P

2

avec sa structure complexe (int�egrable !) naturelle et une forme de K�ahler

adapt�ee. C'est une vari�et�e de Fano et il n'y a aucun probl�eme de �nitude. Appelons A

1

la classe d'une droite de P

2

ne passant pas par le point �eclat�e et A

2

la classe du diviseur

exceptionnel. On a ainsi une base de H

2

(X;Z), avec les intersections

A

1

�A

1

= 1; A

1

�A

2

= 0; A

2

�A

2

= �1:

A

2

= E

A

1

F

m

2

m

1

Figure 4 :

f

P

2

et son homologie

Soit p

1

; p

2

la base duale, de sorte queH

?

(X;Z) = Z[p

1

; p

2

]=(p

2

1

+p

2

2

; p

1

p

2

). La premi�ere

classe de Chern de X est 3p

1

+ p

2

. On ajoute donc deux variables q

1

et q

2

de degr�es

respectifs 6 et 2.

Pour que A = m

1

A

1

+m

2

A

2

intervienne dans les sommes d�e�nissant le produit quan-

tique, il faut que hc

1

; Ai = 3m

1

+m

2

vaille 0, 1 ou 2. D'autre part, A doit être la classe

d'une courbe rationnelle holomorphe et doit donc v�eri�er la formule d'adjonction

11

, ici

2g � 2 = A �A� hc

1

; Ai avec g � 0

(et �egalit�e si et seulement si A est la classe d'une courbe plong�ee). On en d�eduit A �A�

hc

1

; Ai+ 2 � 0, soit

(m

1

+m

2

� 1)(m

1

�m

2

� 2) � 0:

Les classes autoris�ees sont en nombre �ni (�egal �a 3) : ce sont les points du r�eseau qui

sont �a la fois dans le cône gris�e d�e�ni par cette in�egalit�e et sur les droites c

1

= 0, 1 ou 2

(�gure 4). Il s'agit de 0, classe des courbes constantes, A

2

, classe de l'exceptionnel et

11

La même formule est vraie dans le cas non int�egrable, voir [44].
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F = A

1

�A

2

, classe d'une �bre en consid�erant

f

P

2

comme �br�e sur P

1

. Il est �a remar-

quer que ces deux classes contiennent des sph�eres holomorphes plong�ees (je viens d'en

montrer) et ont une auto-intersection � �1. Grâce �a la proposition 2.1.3, la structure

complexe consid�er�ee est r�eguli�ere pour ces classes. On peut donc continuer �a calculer

tranquillement.

Pour d�eterminer la structure multiplicative de QH

?

(

f

P

2

), il su�t de d�eterminer les

trois produits p

i

? p

j

. Les invariants �a d�eterminer ont les valeurs suivantes :

� D'abord, �

A

1

�A

2

(A

i


A

j


 pt) : il s'agit de compter les courbes rationnelles dans

la classe de la �bre, c'est �a dire les droites de P

2

passant par le point �eclat�e,

contraintes �a passer par un point �x�e de P

2

. Il n'y en a qu'une, et elle rencontre

des repr�esentants de A

1

et de A

2

. Ainsi �

A

1

�A

2

(A

i


A

j


 pt) = 1 et, pour tous i

et j,

h(p

i

? p

j

)

A

1

�A

2

; [pt]i = 1:

� Ensuite �

A

2

(A

i


A

j


A

k

) : ces courbes sont dans la classe de l'exceptionnel A

2

,

qui contient une seule courbe, et celle-ci ne rencontre pas A

1

. Tous les invariants

consid�er�es ici sont donc nuls, sauf �

A

2

(A

2


A

2


A

2

). On trouve donc

h(p

2

? p

2

)

A

2

; A

2

i = 1 et h(p

i

? p

j

)

A

2

; A

k

i = 0 si i; j ou k 6= 2:

Il ne reste plus qu'�a utiliser la dualit�e de Poincar�e (Dp

1

= A

1

et Dp

2

= �A

2

) pour

obtenir les produits

p

1

? p

1

= p

2

1

+ q

1

q

�1

2

p

1

? p

2

= �q

1

q

�1

2

p

2

? p

2

= p

2

2

+ p

2

q

2

+ q

1

q

�1

2

et �nalement :

3.2.2 Proposition. | L'anneau de cohomologie quantique QH

?

(

f

P

2

) du plan projec-

tif �eclat�e en un point est isomorphe �a l'anneau

Z[p

1

; p

2

; q

1

; q

�1

1

; q

2

; q

�1

2

]=(p

2

1

+ p

2

2

� p

2

q

2

� 2q

1

q

�1

2

; p

1

p

2

+ q

1

q

�1

2

):

Apr�es ces deux exemples de vari�et�es de Fano, venons-en �a des exemples faiblement

monotones puisque de dimension � 6, mais o�u c

1

= 0.

Les surfaces K3. | Si n = 2 et c

1

= 0, la formule (3) donne dimension 4 �a tous

les M

A

0

(J). Les invariants �a trois points se calculent sur H

8

(X

3

;Z) donc forc�ement sur

des classes a 
 b 
 [X] avec dima + dim b = 4. Comme dans la d�emonstration du

th�eor�eme 3.1.1, on en d�eduit qu'ils sont tous nuls. Ainsi le produit quantique co��ncide

avec le cup-produit pour toutes les vari�et�es hyperk�ahl�eriennes

12

de dimension 4.

12

Ce qui prouve que la nullit�e du c

1

n'est pas une catastrophe.
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Quantique des quintiques. | Soit X une hypersurface de degr�e 5 (quintique) dans P

4

.

Grâce au th�eor�eme de Lefschetz, elle v�eri�eH

2

(X;Z) = Z, engendr�e par la classe � duale

�a une section hyperplane H 2 H

4

(X;Z) (� contient une forme de K�ahler !), et elle est

simplement connexe. De plus, la premi�ere classe de Chern est nulle : les quintiques sont

des exemples de vari�et�es de Calabi-Yau. D'apr�es la formule (3), la dimension virtuelle

de tous les espaces de modules de courbes rationnelles J -holomorphes est 6. Tous les

invariants �a trois points se calculent donc sur H

12

(X

3

;Z). La contribution des �el�ements

de ce groupe contenant un facteur [X] est triviale comme dans la d�emonstration du

th�eor�eme 3.1.1. Il ne reste donc �a calculer que les 	

mA

3

(H 
H 
H) pour m 2 Z et A

le g�en�erateur de H

2

(X;Z).

Soit C une courbe rationnelle (non param�etr�ee) de la classe mA. Elle poss�ede un

param�etrage simple u : P

1

! X (avec u

?

[P

1

] = mA). Comme A �H = 1, (mA) �H = m

et C compte pour m

3

dans 	

mA

3

(H 
H 
H).

En composant u avec une application rationnelle ' : P

1

! P

1

de degr�e k, on voit

que la même courbe (image) C va aussi contribuer �a l'invariant 	

k(mA)

3

(H 
H 
 H).

Consid�erons le graphe

e

v : � 7���! (�; u � '(�)):

La structure complexe produit sur P

1

�X n'est pas r�eguli�ere pour la classe repr�esent�ee

par

e

v, commeon peut le voir en appliquant la proposition 2.1.1 ou en remarquant, comme

les applications rationnelles de degr�e k forment un espace de dimension 4k+2, que

e

v est

dans une famille de dimension 4k+8. Il faut donc vraiment utiliser ici une perturbation

de la structure complexe. Il existe une formule d'Aspinwall et Morrison [1] qui indique

que la contribution d'un revêtement d'ordre k de C �a 	

k(mA)

3

(H 
H 
H) devrait aussi

être m

3

. On en trouvera une d�emonstration dans [41] et une autre plus r�ecente dans [58],

travail dans lequel C. Voisin a calcul�e les invariants de Gromov-Witten en question. Une

conjecture (non d�emontr�ee) de Clemens a�rme que les courbes rationnelles simples

d'une quintique g�en�erale devraient être isol�ees. Si cette conjecture �etait vraie, le r�esultat

de [58] permettrait de calculer compl�etement la cohomologie quantique des quintiques

g�en�erales, en donnant :

� ? � =

2

4

5 +

X

m�1

X

fCjdegC=mg

m

3

(q

m

+ q

2m

+ � � �)

3

5

h

=

2

4

5 +

X

m�1

n

m

m

3

q

m

1 � q

m

3

5

h

(8)

o�u h est le g�en�erateur de H

4

(X;Z) (de sorte que � ^ � = 5h) et n

m

est le nombre de

courbes rationnelles de degr�e m (voir aussi le x 3.3.4) :

n

m

= # fC j degC = mg :
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3.3. Motivations et autres r�ef�erences

Dans ce x, je cite sans beaucoup d'explications quelques mots-cl�es li�es �a ceux de \co-

homologie quantique". Les r�ef�erences donn�ees ne sont pas exhaustives, mais devraient

être su�santes pour permettre aux lecteurs de trouver leur chemin dans la litt�erature.

Si certaines de ces allusions sont �ecrites au conditionnel, c'est que beaucoup des (remar-

quables) id�ees ayant engendr�e la cohomologie quantique sont dues �a des physicien(ne)s.

3.3.1. Le point de vue de Kontsevich et Manin. | Ces auteurs d�ecrivent dans [35]

une th�eorie axiomatique (ou construction virtuelle, selon la terminologie de [57]) assez

g�en�erale des invariants de Gromov-Witten : on peut imaginer par exemple qu'il existe

une application

K

A

0;k

: H

?

(X

k

) ���! H

?

(M

0;k

)

de sorte que

	

A

0;k;0

(a

1


 � � � 
 a

k

) =

D

K

A

0;k

(�

1


 � � � 
 �

k

);

h

M

0;k

iE

2 Q

et plus g�en�eralement imaginer des

K

A

g;k

: H

?

(X

k

) ���! H

?

(M

g;k

)

satisfaisant une liste d'axiomes assez naturels dont l'un est une version de la r�egle de

d�ecomposition. La plupart des notions qui suivent trouvent leur expression dans ce

langage. Voir [35].

3.3.2. Vari�et�es de Frobenius. | Dans le produit ?

�

d�e�ni par l'�equation (7) au

x 3.1, rempla�cons q

m

par exp(�h!;Ai). Si la s�erie est convergente (par exemple si (X;!)

est monotone), ?

�

munit H

?

(X;C) = T

�

H

?

(X;C) d'une structure d'alg�ebre. Comme

celle-ci d�epend de �, on consid�ere H

?

(X;C) ou au moins sa partie de degr�e pair, not�ee

H, comme une vari�et�e. On a ainsi un produit ?

�

sur chaque espace tangent T

�

H et H

est munie d'une structure de vari�et�e de Frobenius, ce qui la rapproche des syst�emes

int�egrables et des d�eformations isomonodromiques.

Pour le dire autrement, on consid�ere la s�erie S d�e�nie sur H

?

(X;C) par

S(�) =

X

A

X

`�0

1

(` + 3)!

	

A

0;3;`

(x
 x
 xjx
 � � � 
 x) exp(�h!;Ai);

le potentiel de Gromov-Witten. Dire que ?

�

est associatif �equivaut �a dire que S satisfait

un syst�eme d'�equations aux d�eriv�ees partielles d'ordre 3, dit �equation WDVV (pour

Witten, Dijkgraaf, Verlinde, Verlinde).

On peut aussi consid�erer la connexion de Dubrovin r

t

d�e�nie sur le �br�e tangent

�a H par r

t

= d + t
, o�u la 1-forme 
 �a valeurs dans les endomorphismes de H est la

multiplication ?

�

:




�

(�)� = � ?

�

�:

L'associativit�e de ?

�

et l'existence du potentiel S se traduisent par la platitude de la

connexion r

t

pour tout t. Voir [20] et [29].
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3.3.3. Sym�etrie miroir. | Les motivations pour d�e�nir la cohomologie quantique

viennent de la physique | ou au moins des physiciens. Pour une part importante, il

s'agit de la sym�etrie miroir, une �etrange sym�etrie entre vari�et�es de Calabi-Yau. Elle

associerait �a une vari�et�e X de Calabi-Yau une autre vari�et�e de Calabi-Yau X

?

en

�echangeant certaines de leurs propri�et�es (voir [56, 59, 16, 34], le guide de Morrison [46]

et le panorama [57] de C. Voisin).

L'accouplement de Yukawa normalis�e sur X est une n-forme sym�etrique

Sym

n

H

1

(X;TX) ���! Hom

�

H

n;0

(X);H

0;n

(X)

�

�

=

�

H

n;0

(X)

?

�


2

��

�

=

C

d�e�nie par le cup-produit des n-formes et le choix d'un �el�ement � 2 (H

n;0

(X))


2

. La

sym�etrie miroir est suppos�ee identi�er H

1

(X;TX) avec H

1

(X

?

; 


1

X

?

) et l'accouplement

de Yukawa de X avec une n-forme sym�etrique

Y

?

: Sym

n

H

1

(X

?

; 


1

X

?

) ���! C

qui devrait être d�e�nie �a l'aide du potentiel de Gromov-Witten (voir ci-dessus au x 3.3.2) :

Y

?

(�

i

1

; : : : ; �

i

n

) =

@

n

S

@t

i

1

� � � @t

i

n

(0)

si (�

1

; : : : ; �

k

) est une base de H

?

(X

?

;C) et (t

1

; : : : ; t

k

) sont les coordonn�ees dans cette

base.

Un autre point de vue

13

relie la connexion de Dubrovin d�e�nie par le produit quan-

tique de X

?

(x 3.3.2) �a la connexion de Gauss-Manin d'une famille de d�eformations de

X (voir [57]).

3.3.4. G�eom�etrie �enum�erative. | Les invariants de Gromov-Witten �etant d�e�nis en

comptant des courbes, la th�eorie devrait avoir des cons�equences en g�eom�etrie �enum�era-

tive (voir [1, 35, 32, 16, 51]). Dans le cas simple de P

2

, si l'on d�ecompose une classe de

cohomologie � sur la base (1; p; p

2

) en � = t

0

+t

1

p+t

2

p

2

, le potentiel de Gromov-Witten

14

est

S(�) =

1

2

(t

0

t

2

1

+ t

2

0

t

2

) +

X

d�1

N(d)

t

3d�1

2

(3d � 1)!

e

dt

1

o�u N(d) est le nombre de courbes rationnelles de degr�e d passant par 3d�1 points donn�es

en position g�en�erale. L'associativit�e du produit quantique ?

�

permet de calculer

15

N(d)

par r�ecurrence [35] (voir aussi [16]).

Les ph�enom�enes les plus spectaculaires se produisent via la sym�etrie miroir dans le

cas des quintiques. Supposons qu'on sache vraiment d�eterminer la vari�et�e miroir X

?

�a

13

C'est cette version de la conjecture des miroirs dont Givental [26] a annonc�e r�ecemment une d�e-

monstration pour les intersections compl�etes.

14

Il y a une petite modi�cation par rapport �a la d�e�nition de celui-ci en 3.3.2 : on a sp�ecialis�e en

q = 1.

15

Que la s�erie soit ou non convergente n'a aucune importance pour ce calcul.
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partir de X. L'accouplement de Yukawa de X

?

est facile �a calculer, il devrait donner le

potentiel de Gromov-Witten de X et celui-ci devrait permettre de calculer des nombres

de courbes rationnelles dans X. On arrive aux pr�edictions impressionnnantes de Can-

delas, de la Ossa, Green et Parkes [13] sur les nombres n

m

d�ej�a apparus dans la formule

(8) pour certaines quintiques (voir [46]).

3.3.5. G�eom�etrie homologique. | On a consid�er�e au x3.3.2 la cohomologie comme

une vari�et�e. Pourquoi ne pas y faire de la g�eom�etrie ? C'est le point de vue de Given-

tal [25]. Voici un exemple : on garde les notations p, q du x 3.1, mais on remplace Z

par C, on consid�ere C[q

1

; q

�1

1

; : : : ; q

r

; q

�1

r

] comme l'anneau des fonctions r�eguli�eres sur

H

2

(X;C

?

) (que j'identi�e �a H

2

(X;C=Z)). Une fois la base (A

1

; : : : ; A

r

) de H

2

(X;Z)

choisie, on peut consid�erer q

j

comme la fonction

H

2

(X;C=Z) ���! C

?

� 7���! exp(2i�h�;A

j

i):

Supposons que l'anneau de cohomologie de X soit engendr�e par ses classes de degr�e 2

(les p, donc), la cohomologie quantique va naturellement être un quotient

QH

?

(X)
C

�

=

C[p

1

; : : : ; p

r

; q

1

; : : : ; q

r

; q

�1

1

; : : : ; q

�1

r

]=I:

L'id�eal I d�ecrit une sous-vari�et�e de l'espace des (p; q) c'est �a dire T

?

H

2

(X;C=Z): : : qui

est lagrangienne

16

quand l'anneau QH

?

(X) est semi-simple. Dans le cas des vari�et�es de

drapeaux, c'est mêmeun niveau d'un c�el�ebre syst�eme int�egrable, le syst�eme de Toda [27].

3.3.6. Cohomologie de Floer. | La cohomologie de Floer de l'espace des lacets de X

peut être munie d'une structure multiplicative qui la rend isomorphe �a la cohomologie

quantique de X (voir [49]).

3.3.7. Alg�ebre de fusion et cohomologie de la grassmannienne. | Witten indique

dans [60] comment la cohomologie quantique de la grassmannienne est li�ee aux espaces

de modules de �br�es et �a l'alg�ebre de fusion (voir la description de Beauville dans [7]).

Consid�erons l'alg�ebre R

n

des repr�esentations de dimension �nie du groupe unitaire U(n).

On sait qu'elle est isomorphe (sur Q) �a la cohomologie de l'espace classi�ant BU(n) : �a

chaque repr�esentation � est associ�e un �br�e vectoriel E

�

sur la grassmannienne G

n

(C

N

)

des sous-espaces de dimension n de C

N

. En composant avec le caract�ere de Chern, on

en d�eduit des morphismes

ch : R

n


Q ���! H

?

�

G

n

(C

N

);Q

�

compatibles lorsque N augmente et qui d�e�nissent un isomorphisme

ch : R

n


Q ���! H

?

(BU(n);Q) :

16

Le cotangent a sa structure symplectique canonique. On appr�eciera le choix des notations.
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Witten construit dans [60] une sous-alg�ebre R

n;N

de R

n

(c'est l'alg�ebre de fusion)

et un produit sur celle-ci, le produit de Verlinde, qui est di��erent du produit usuel (le

produit tensoriel). Pour le d�e�nir, on commence par construire des nombres N(�;

~

�)

associ�es �a une surface de Riemann � munie d'un k-uplet ~z de points marqu�es (qui

n'apparaissent pas dans la notation) et d'un k-uplet

~

� de repr�esentations de U(n) : on

associe �a ces donn�ees un �br�e vectoriel sur l'espace de modules des connexions plates sur

le U(n)-�br�e principal ��U(n), dont N(�;

~

�) est la dimension de l'espace des sections

holomorphes. Ces nombres satisfont des r�egles de fusion tr�es similaires aux r�egles de

d�ecomposition du x1.2, ce qui fait que le cas o�u � = P

1

permet de construire le produit

associatif recherch�e.

Selon Witten, le produit de Verlinde devrait être analogue au produit quantique au

sens o�u on devrait pouvoir d�e�nir un qaract�ere de Chern

17

qh : R

n;N

���! QH

?

�

G

n

(C

N

)

�

qui soit un isomorphisme d'anneaux.

Bibliographie

[1] P. Aspinwall, D. Morrison, Topological �eld theory and rational curves, Com-

mun. Math. Phys. 151 (1993), 245{262.

[2] A. Astachkevich, V. Sadov, Quantum cohomology of partial 
ag manifolds,

Commun. Math. Phys. 170 (1995), 503{528.

[3] M. Audin, Symplectic and almost complex manifolds, in [4].

[4] M. Audin, J. Lafontaine, eds, Holomorphic curves in symplectic geometry,

Progress in Math. 117, Birkh�auser, 1994.

[5] M. Audin, F. Lalonde, L. Polterovich, Symplectic rigidity: Lagrangian sub-

manifolds, in [4].

[6] V. Batyrev,Quantum cohomology ring of toric manifolds, Ast�erisque 218 (1993),

9{34.

[7] A. Beauville, Conformal blocks, fusion rules and the Verlinde formula, Israel

Math. Conferences Proc. 9 (1996), 75{96.

17

Analogue quantique du caract�ere de Chern.



806-27

[8] A. Beauville,Quantum cohomology of complete intersections,Matematiqeska�

fizika, analiz, geometri� 2 (1995), 384{398.

[9] K. Behrend, GW-invariants in algebraic geometry, preprint (1996).

[10] K. Behrend, B. Fantechi, The intrinsic normal cone, preprint (1996).

[11] A. Bertram, Modular Schubert calculus, Advances in Math. (�a parâ�tre).
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