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| TOPOLOGIE La classe de cobordzsme duale dela smgula} ité et des points doubles d'une
apphcanon différentiable. Note ("‘) de Michele Audin, présentée par Henri Cartan.

On calcule la classe de cobordlsme duale a des desmgulansauons cla551ques dela sin gula1 it€ et des points doubles

d’une application différentiable. Les demonstratlons sont élémentaires et donnent comme corollaires des résultats

connus en cohomologle

We compute the cobordism class dual to classzcal desmgulm isations of the smgulamy and double points of a
differentiable map. Proofs are elementary cmd give as corollaries known cohomologxcal results.

1. LA CLASSE DE COBORDISMEDUALEALA SINGULARITED UN MORPHISME DE FIBRES. — Solent &
et T deux fibrés vectoriels -différentiables ‘de base X compacte G;(€) le fibré en
grassmanmennes de i-plans asso<31e a E. Soit o

Si={(x, ocx,_Q)IQ ckero }c:HO'm(é; 1) '>'<-Gi__(2;)=E.

_E festt une sous-variété de B ([3] [4]) Ondiraque{y : & — n est un morph1sme generlque s1 B

| G(l]!) est transverse a E’ ou: G(\lr) est défin1 par-:

G@LJﬂLaE

'7fX—wL+Hmmani

—Dans ce cas, ()= G(1|;)'"1(2 ) est une sous-vanete de G (i) Sl Y est une vanete

o I/ EC“’(X Y), E=TX, n=/*TY, r=4df, on peut montrer [1] que df est générique pour

presque toutes les apphcauons f.On note alors £(f)= 5 ' (df). Munie de la projection p de o
G (€).Z(f) désingularise T ' (f) = {xedelm ker df (x)2i}.Onen déduit que = '(f) porte

- une classe d’ homologie (homologle voudra torgours dire H,( ~, Z/2 Z)). Cette classe a été
calculée par Thom [6], Porteous: [3] Ronga [4]. & (\[r) ) represente un élément de N, (X)

(bordlsme non orienté de X).Je calcule sa classe duale dans N”‘ (X) dans Jes cas de d1men31on N

ol ¥ (\j;) contient tolte la smgulamte de .

THEOREME 1 — Soient X une var:ete compacte Eet m deux ﬁbJ és vectoz zels Sur X et 1|; un :

morphisme génér ique de € dans .
Alors : ' ’ | S
(i) sirgn=r1g&—i+1,la classe duale d [Z (\Ij) ] est w"'(é - n)'gN'f(X);' JI ‘_
{i1) sitgn=rg&+i—1, la classe duale d [2 (), p] est w!(n— é)eN (X)),
|  (w’ est la i-iéme classe de S tlefel—W?utney en cobordzsme non-= onente)

Démonstrationde(i). — (a) [2 (), p]ne depend pas de\;de plus on peut supposer que . o |

- _est tr1V1al par un argument class1que de suspension [4].

(b) S1 n est trivial, en utﬂlsant une apphcatlon class1ﬁaﬁt i on est amene a calculer la‘ .

'classe duale aTC; pl, our:

G {(P"‘ Q)IQ PqﬁRN“ 1}CG1('Yq)

- ; demgne le fibré umversel SUr. la grassmannienne des g-plans dans R7*N, notée G}, p estla
_restnctlon de la projection G ('y )™ Gy, g est le rang de &, C; désingularise le cycle de o

f C R 1979, ¥ Semestre. (T ’)89 N° 15) o ‘ _ Série A — 56



720 — Série A | - C. B. Acad. Sc. Paris, t. 289 (10 décembre 1979) |

Schubert S;={P?|dim P?~ RN*'~ l>z} contenu dans Gj. On sait [2] que ce cycle de

Schubert porte une classe d’homologie, duale de w (y )eH (GN) :, p] est donc a priori

une bonne candidate pour représenter la classe duale a w'(y, ) e NY(G7).
(c) Propriétés des classes [C;, p]. Soit. .Gf(y];)eNf(GI;} ia classe duale a [C;, pl.
Stabilité. — k : G o G*! est linclusion naturelle. On a

¢ i NEIy_ i N
SCCHORSH
Somme avec un fibré tr wml —j: GN S GYis lmcluswn natmeﬂe On a

J* o () =0 ('}’q)
Multiplication en degré maximal : R

i Gy xGY - Gf;::tM, n(PL QY=P@Q".
On a

(vqii"‘) Gq(v )><0" ().

q—l—r

Normalisation. — © ToyDH= e(vl) ou e demgne la classe d’Euler-en cobordISme
(d) Identification des classes c (yq)

ProrosiTioN. — Pour toute gmssmamiienne compacte G, soient données des variétés
singuliéres (C;, p) (1=5iZq) telles que :

() (C;, p) désingularise le cycle de Schubert S;;

(i) les classes duales o (’yq) vér iﬁem les quatle propriétés précédentes.

Alors :

F (vq) W (7 )eN (GN) (1 ééq)

Démonstration. — H* (GT;) est un anneau de '_polynémes en les classes duales aux S;, et

.N*(GN) H*(GY)®N*(pt). Donc N*(GY) est un anneau de polyndmes en les classes -

oliyd) & apres. (1). D’aprés la propriété de stabilite, les o' déhmissent -des ‘classes
caractéristiques pour les fibrés vectoriels. En utilisant les propriétés de somme avec un fibré

trivial et de multiplication en degré maximal, on peut alors montrer ’axiome de la somme de

Wlntney pour les classes totales c. Par umcne des classes de Stlefel Wlutney en cobordlsme
la propriété de normalisation permet de’ conclure

II. LA CLASSEDUALE AUX POINTS DOUBLES D 'UNE APPLICATION. — Soient X4, Y4*! (i= 1) deux.
variétés différentiables (X? est compacte), et soit feC® (X, Y). On suppose que f est une -
application a croisements normaux, et que df est générique au sens de 1. L’ensemble des telles

applications est un ouvert dense de C* (X, Y).

SOt M (f)=(fx 1) (Ay) US! (f)"‘c(XxX A) UG, (TX)=X xX. X xX est Iécla-

tée de X x X le long de la dlagonale Ay clest une Vanete de: d1mensmn 2 ). D’aprés les

hypotheses faites sur f M, (f) est une sous-variété dé dimension q—i de X x X [5] Elle est
munie d’une application p M, ( f } — }; pestla composee

M

M,() X xX LX XD X. ol o es‘i leclatement et p, Ia prem‘iéi*e projeétion Alors -
(M (), p) désingularise 'adhérence de I'ensemble des pomts doubles de f dans X, et

représente une classe de bordlsme [M ( f ) p] eN (X).
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THEOREME 2. — La classe duale d [IT/I# (f), pl est :.
fEA)—w (f*TY -TX)eN'(X),

oul f, est homomorphisme de Gysin associé a f en cobor dzsme Hon orienté.
On rappelle que la classe duale af* f, (1) peut se repr esenter par [L(f), p 1 eN,.;(X),ou:

I()=(f xf) Ay =X xX % X et f'estn 1mporte quelle apphcatlon homotope a f et
transverse a f. :

LEMME FONDAMENTAL. — Sous les hypothéses du théoréme 2, supposons qu’il existe une
variété 297171 et une submersion m 0 Y9V = 7227171 telle que :

(1) g=mof:X—=Z, dg est générique;

(i1) le fibré sur Y des noyaux de dﬂ: est un sous-fibré ern drozres trivial de TY.

Alors :

[1(1); p1] [M (/) p1+[Z%(g), pleN,- ;(X)

Démonstration du théoréme 2. — La conclusion du lemme fondamenlal est la méme que
celle du théoréme 2, en utilisant le théoréme 1 et le fait que : g* TZ—-TX=f*TY —-TX.

Dans le cas genel al, on applique le lemme fondamental a :

fxld
.quS1 s YUtiS!

\ ln-
' Yq-[-i

Appelons m 1a classe duale & [ M1, (), p). La conclusion'du lemme fondamental nous dit :

m@1=[/* f,(DI@1—w'(f* TY - TX)®1e N )®N°(8?) = N'(X x §)

Cec finit 1a démonstration du théoréme 2.

Démonstration du lemme fondamental — On constrult expllcltement un cobordlsme entre
les trois variétés I(f), M, (f), et £ (g), compauble avec les applications; en utilisant le fibré
trivial sur Y. |

(@) Construction de 1(f). — On choisit une application f* définissant I(f). Il existe un
champ de vecteurs non nul sur Y, V,, avec dn(y)(V,)=0. On pose

__f’ (x)zexpf (& V@)

r - ~. !

Les hypothéses de généricité sur f et g entrainent que f” est transverse 4 f si € est assez
petit [1]. On a alors T(f) X xX—A, < X x X.
() il(g)chl(TX)c:m, ét f/[z(f)mil(g)=il(f). Soit :
CW={(x, y)eXxX—Ay|31€]0, 1] tel que f (x)=exp; (e tV,rom) )

Si & est petit, W est. difffomorphe 4 I{f)x ]0, 1]. Son adhérence dans X xX est :
W=WuZX! (g)uMz(f) |
Soit K=W—-2*(f); on a K=K uS(f); les généricités de f et g permettent de

TR

montrer [1] que K est une sous-variété de X x X —X*(f), de bord

FK=1(f)UIE @ -S NUIML,(H)-S1 (N
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De plus K se comporte blen au’ vmsmage de X1 (f ).

(c) Eclater X xXlelong de la sous- Varlete fermee SIS ) ne va rien changer aux classes de
bordisme considérées [£1¢( f ) est de cod1mens10n I dans &1 (g), et M., (f) ne rencontre pas -

I'(f)]; mais cette opération sépare Z ' (9) et M,(f). La transformée K de K deﬁmt un
cobordisme entre les trois variétés, ce qu1 finit 1a démonstration du lemme fondamental.

Si(a?))a.,,

Remarque. — Le théoréme 2 est analogue a un theoreme de F. Ronga en homologie
ordinaire [5]. Sa demonstratlon ut111se des technlques difficiles a mettire en ceuvre en
cobordisme. |

(*) Rennse le 22 octobre 1979 accepiée, apres révision, le 5 novembre 1979
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