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TOPOLOGIE.
—

La classedecobordisme duale de la singularitéet despointsdoublesd'une
applicationdifférentiâble..Note(*) de Michèle Audin, présentée.par Henri Cartan.

Oncalculela classede cobordisme duale à des désingularisationsclassiquesde la singularité et des points doubles
d'une applicationdifférentiâble.Les démonstrationssont élémentaireset donnentcomme corollaires des résultats
connusen cohomologie.

We compute the cobordism class dual to dassical désingularisationsof the singularity and double points of a
différentiâblemap. Proofs are ejementqryand give as corollaries known cohomological results.

I. LA CLASSE DE COBORDISMEDUALEA LA SINGULARITÉD 'UN MORPHISMEDE FIBRES. —
Soient?;

et r) deux fibres vectoriels différentiables :de base X compacte, G;© le fibre en
grassmanniennes de z-plans associé à \. Soit

:

Ê 1'est une soUs-variété de E([3],;[4]). On dira que \j/ : E, -> r\ est un morphisme génériquesi
ÇJ(\J/) est transverse à S 1, où G(\|/) est défini par :

Dans ce cas, Ê'(\|f)= G(\|/)~'1:(Ê') est une sous-variété de G/©. Si Y est une variété,
fGCço(X,Y), tl^TX, ri=/*TY, i\r=dfi on peut montrer [1] que df est générique pour
presque toutes les applications//On note alors S '(/)= %'{df). Munie de la projection p de

G,- (Q,S '"(/) désingûlariseS *(/) = '{x e X | dim ker df (x) ^ i.}. On en déduit que Z ' (/) porte
une classé d'homologie (homôlogiëvoudratoujoursdire H^ (

.,
Z/2 Z)). Cette classe a été

calculée par Thom [6], Porteousfi], Ronga [4], (£ ''(\|/),p) représenté un élément de N,,. (X)

(bordismenon orienté de X). Je calcule sa classe duale dans N*"(X)dans les cas de dimension

où ïi'(vj;) contient toute la singularité de v|/.

THÉORÈME 1.
—

Soient X une variétécompacte, t, et r\ deuxfibresvectoriels suriX, et \J/ un
morphismegénérique de E, dans r).

Alors :
(i) si rgr|=rg'E2

— i + 1, la classe duale à [X'(v|/), p] est w'(c]^ri)eN'(X);
(h) si rgr|=rg£,-H— 1,7a classe duale à [Ê1^), p] est w1^— QeN''(X).

.
(M;1 est la i-ième classe de Stiefel-Wliitney en cobordismenon-orienté).- :

Démonstrationde (i).
—

(a) [S':(\|/), p] ne dépendpas de v|/; de plus on peut,supposerque r\
est trivial, par un argument classique de suspension [4].

(b) Si r) est trivial, en utilisant une application classifiant %, on est amené à calculer la
classe duale à [C/, p], où :

Yg désigne le fibre universel sur la grassmanniennedes g-plans dans Rï+N,notée G^, p est la
restriction de la projection G;(Y^)->Gg

,
q est Je rang de'£. Ç; désingularise le cycle de
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Schubert S£ = {P9|dimP«nRN+,'-\ê<i-}: contenu dans G*. On sait [2] que ce cycle de
Schubert porte une classe d'homologie, duale de «/(Y, )eH'(Gg ). [C,-, p] est donc a priori
une bonne candidate pour représenter la classe duale à w'fy^eN^G^).

(c) Propriétés des classes [C;, p]. Soit a'"(Yg)eNf(G,) la classe duale à [C;, p].

Stabilité.
— k :

G™ <^ G^+ 1 est l'ihclûsion naturelle. On a

Somme avec un fibre trivial.
— j :

G^'c; G^+1 l'inclusion naturelle. On a

Multiplication en degré maximal :

On a

Normalisation. —
a1 (Yi') = e(Yï)> où e désigné la classe d'Euler en cobordisme.

(^) Identification des classes CT'(Y^);=;/;:

PROPOSITION.
— Pour toute grassmannienne compacte G^, soient données des variétés

singulières (C,-, p) (lr^irgg) telles que :
(i) (C;, p) désingularise le cycle de Schubert S,-;

(ii) les classes duales CT'(YJ) vérifient les quatre propriétés précédentes.
Alors

Démonstration.
—

H*(G^) est un anneau de polynômesen les classes duales aux S;, et
N*(Gg)=H*(Gg)®N*(p£). Donc N*(G,) est un anneau de polynômes en les classes
O"'(Y«) d'après (i). D'après la propriété de stabilité, les cr! définissent des classes
caractéristiquespour les fibres vectoriels. En utilisant les propriétés de sommeavec un fibre
trivialet de multiplicationen degrémaximal,on peut alorsmontrerl'axiome de la somme de
Whitneypour les classes totales a. Par unicité des classesde Stiefel-Whitney en cobordisme,
la propriété de normalisation permet de conclure.

II. LA CLASSEDUALEAUX POINTSDOUBLESD'UNEAPPLICATION. —
SoientXq, Yq+ 1 (iïï 1) deux

variétés différentiables (X9 est compacte), et soit/eC°°(X,Y). On suppose que /est une
applicationà croisementsnormaux, et que df'est génériqueau sens de L L'ensembledes telles
applications est un ouvert dense de C°°(X, Y).

tée de XxX le long de la diagonale Â^; c'est une variété de dimension 2q). D'après les

hypothèses faites sur/, M2(/) est une sous-variétéde.dimensionq — i de X xX[5], Elle est
munie d'une application p ; M2 (/) -» X; ;; est la composée :

.

_ " " " o p,M2(/)c:XxX->XxX-»X, où <r est l'éclatement, et p5 la première projection. Alors
(M2(/), p) désingularisefadhérence de l'ensemble des points doubles de/dans X, et
représente une classe de bordisrhe [M;2'(/),7j]eN9_;(X).
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THÉORÈME 2. — La classe duale à [M2(/), p] est :.

où fi est l'homomorphismede Gysin associéàf en cobordismenon orienté.
On rappelleque la classe dualeà/*/ (1) peut se représenterpar [I (/), p 1

] e N
q _ ;

(X), où ' :

!(/)=(/x/')_1 (AY)cXxX^X,et/' est n'importequelle application homotope à/et
trànsverse à/

LEMMEFONDAMENTAL. —
Sous les hypothèses du théorème 2, supposons qu'il existe une

variété Zq+1~x et une submersion % : Y9+1 -> Z4+1_1 telle que :
.

(i) g =%°f :X-*Z,, dg est générique;
(ii) le fibre sur Y des noyaux de.dn est un sous-fibré en droites trivial de TY.
Alors :

Démonstrationdu théorème 2.
—

La conclusion du lemme fondamental est la même que
celle du théorème 2, en utilisant le théorème 1 et le fait que : g*TZ—TX =/*TY

—
TX.

Dans le cas général, on applique le lemme fondamental à :

Appelonsm la classe duale à [ M2 (/), p]. La conclusiondu lemme fondamentalnous dit :

Ceci finit la démonstration du théorème 2.

Démonstrationdu lemmefondamental.
—

On construit explicitement un cobordismeentre
les trois variétés I (/), M2 (/), et È1 (g), compatibleavec les applications,en utilisant le fibre
trivial sur Y.

(a) Consù-uction de I(f).
—

On choisit une application/' définissant I(/). Il existe un
champ de vecteurs non nul sur Y, V,,, avec dn(y)ÇVy)= 0. On pose

Les hypothèses de généricité sur/et g entraînent que/' est transverse à/si s est assez

petit [1]. On a alors I(/)cXxX-AxcxTx.

Si s est petit, W est difféomorphe à l(/)x]0, 1]. Son adhérence dans XxX est :

W=Wuî^)uM2(/).
_Soit K=W-ËX(/); on a K=KuÈ1(/); les généricités de / et g permettent de

montrer fl] que K est une sous-variétéde X x X —£x (/), de bord
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De plus, K se comporte bien au vpisinagede£ * (/).

(c) Éclater X x X le long de la sous-variétéfermée £* (/) ne va rien changer aux classes de
bordisme considérées [£ * (/) est de codimension 1 dans £ 1(g), et M2 (/) ne rencontre pas
I(/)]; mais cette opération sépare Ê^(g).j et ^2 if)- La transformée R de K définit un
cobordisme entre les trois variétés, ce qui finit la démonstration du lemme fondamental.

Remarque.
—

Le théorème 2 est analogue à un théorème de F. Ronga en homologie
ordinaire [5]. Sa démonstration utilisé;'des: techniques difficiles à mettre en oeuvre en
cobordisme.

(*) Remise le 22 octobre 1979; acceptée, après révision, le 5 novembre 1979.
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