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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 291 (29 septembre 1980) Série A — 307

TOPOLOGIE. — La classe de cobordisme de la singularité d’un morphisme de fibrés
vectoriels et des points doubles d’une application. Note (*) de Michéle Audin, présentée par
Henri Cartan.

On calcule 1a classe de cobordisme représentée par la désingularisation canonique de la singularité d’un
morphisme de fibrés vectoriels. Cette Note corrige un résultat erroné annoncé antérieurement, permet de calculer
I’homomorphisme de Gysin induit par la projection d’un fibré en projectifs; on calcule en outre la classe de
cobordisme des points doubles d’une application analytique complexe.

We compute the cobordism class represented by the canonical desingularization of the singularity of a vector bundle
morphism. This Note corrects a previously announced false result, allows one to calculate the Gysin homomorphism
induced by a projective bundle projection; moreover we compute the cobordism class of the double points of a complex
analytic mapping.

Soit © : £ — 1 un morphisme générique de fibrés vectoriels complexes au-dessus ¢’une
variété X, et soit ' (p)={{x,Q")|xeX, Q'cker ¢, } la désingularisation canonique de la
singularité = (p)<=X [3]; £ () est contenu dans G, (£), fibré en grassmanniennes des i-plans

n

associé a4 £:G;(E) = X. On veut calculer [Ei(p),n|Zi(p)leU*(X), anneau de
cobordisme complexe de X.

1. LEMME PRINCIPAL. — Soient £’ tel que EDE' =" (X assez grand), Gf =G;(C*"),
p : GY xX = X la deuxiéme projection, y* le dual du fibré canonique sur Gy. Alors :

[ZHe), t1X ()]=p, (e(v} ®MBE")),

ou e est la classe d’Euler en cobordisme complexe, et p,, ’homomorphisme de Gysin associé a p.

-

Démonstration. — On considere :

D1, : EDBE - DL
2Ho@1)=2"(0)=G;(§) =G, (EDE) =G} xX.
Donc d’aprés [6] :

[27(0), | £ (@)]=p, (e (Hom (v;, n®E")))=p, (e (yF ®(MDE")).

En faisant les modifications d’usage pour passer au cas du cobordisme reel (non orienté),
on obtient :

TusorEME 1 (McCrory [2]). — Soit @ : £E* — 1’ un morphisme générique de fibrés vectoriels
réels, et soit q* la classe caractéristique associée d 'opération de Steenrod-tom Dieck QF.
Alors :

X (), | Z @)l =g """ (M —E)eNT"TH(X).
Démonstration. — 11 suffit de vérifier que :
P (e(yf®MOENM=¢"""""(MDE").
Par définition :

g (M@ )=p, QT (1),
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ou p, :NPL - X et i, : X » ndE sont la projection et la section nulle. Donc
g~ "t (M @E’) est I'intersection transversalisée des deux sous-variétés :

I XZz{i] XII}

RPx(M@E) = S5 (NOE) x(NBE)) = §¥ x5 (X xX),
considérée comme élément du cobordisme de X par projection :
RP¥x (n@E) » n®E 3 X. [5].
L’intersection ensembliste est R P* x X, le fibré « excés » est y*@(n@E’), sa classe d’Euler

représente 'intersection transverse d’apreés [5], prop. 3.3.

Remarque. — Comme me ’a fait remarquer C. McCrory, ce résultat corrige les énoncés

erronés de [1] dans lesquels il faut donc remplacer w' par g' (voir plus bas des expressions plus
explicites).

2. CLASSE DE LA SINGULARITE 2! (). — On considére le cas ou i=1. Pour un fibré { de

rang m,posonse(yF®L)= 3 o™ *({) z*, ot z=e(y}). Les o’ sont des classes caractéristiques
k=0

multiplicatives pour les fibrés vectoriels stables.

LEMME :

ok ([:)____Ck (C)‘l' Z ck"""(C) z A, -G, Op-1,.. 1js—1)(€)=

121 f 4. Fig=i
I1: --afs:j,‘l:---ajsgl

ou &, 4(C) est la somme symétrisée 2 n. ..yl les p; éiant les générateurs symboliques pour
les classes de Chern ¢*({) de £, et les a; j les coefficients du groupe formel I de U*.

L’application p, : U*(X)[z]/z* "' =U*(CP* xX) - U*(X) est déterminée par
P, (zF)=[CP* M eU*(pt), en considérant U* (X) comme un U*(pr)-module.

THEOREME 2. — Soit @ : £" — " un morphisme générique de fibrés vectoriels complexes.
Alors : )

2 o) mIZH (@=L o (- L) [CP')
Exemples. — Si X est complexe de dimension n, on trouve :
i=n—1: [E w]=c"(n—E&),
i=n—2: [ELal=c""'(M—E&)+c"(n—E&) (na,; +[CPM).

3. HoMOMORPHISME DE (GYSIN AssoCIE A 1 : P(E) — X. — Soient £¥ le dual du fibré en
droites canonique sur P (£) et t=e (£¥). Pour connaitre n,, il suffit de savoir calculer = (7).
En appliquant le théoréme 2 avec 1 trivial, on obtient :

THEOREME 3. — Sirg&=n, n, (¢/)=) o (=E)[CP""1T*7]]
k

Si on pose o(Z)=> [C P Z'dZ, et si les &, sont les générateurs symboliques pour les
120
classes de Chern de £, on peut reformuler le théoréme 3 en :

COROLLAIRE :

‘JI*(tJ):ReSI: nzj‘”(z) ]
[1 F(Z,2)

ce qui est équivalent au théoréme annoncé par Quillen dans [4].
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4. PoiNTs DOUBLES. — Soient X" et Y"*' deux variétés analytiques complexes et
f:X" - YY" (i=1) une application holomorphe propre; soit M, (f) la désingularisation
des points doubles de f {7]. C’est une sous-variété de [’éclatée X X X de X x X le long de la
diagonale. Soit P la composition de I’éclatement et de la premiere projection.

THEOREME 4 :

f—

M, (f),Pl=f*f, ()= Y, «""*(f*TY-TX)[CP] — ) b; Y &’ *(f*TY - TX) [CP* ],

k=0 1>0

ou les Ei sont les coefficients de la série —Z./0(Z), 0 étant l'unique série vérifiant F (Z,0(Z))=0.
Démonstration. — On suit ’idée de la démonstration cohomologique de {7}, les calcuis
analogues en cobordisme étant rendus possibles par le théoréme 2 applique a
n: P(IX) = X.
Remarque. — Dans le cas réel les b, sont nuls; on retrouve le résultat montré
géométriquement dans [1,th. 2] (compte tenu de la correction de 1’énoncé mentionnee plus
haut).

(*) Remuse le 22 septembre 1980.
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