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TOPOLOGIE.
—

Obstructions à trouver un champ de k-repères dans un fibre vectoriel.
Note (*) de Michèle Audin, présentée par Henri Cartan.

On établit des relations entre divers types d'obstructionsà trouverun champ de k-repèresdans un fibrévectoriel
sur une variété;ces relationspermettentde calculerl'élémentdu groupe %\ défini par E. Millercommeobstruction à
trouverun champ de 2-repères tangents sur une variété qui possède un champ de vecteurs non nul.

TOPOLOGY. — Obstructions on the Existence of a k-Field in a Vector Bundle.
Somerelationsbetween différent kindsofobstructions to the existenceofa k-field in a vectorbundle with a manifold

basis are established; these relations allow one to compute the element of the group JT|, definedby E. Miller to be an
obstruction to the existence of a tangent 2-field on a manifold which already has a tangent vectorfield.

Soient X une variété différentiable compactede dimension m et £, un fibré vectoriel réel de

rang n sur X. On veut savoir si c\ admet un champ dek-repères.

1 OBSTRUCTIONDEDAX.
—

Si V estunevariétéet n un fibrevectoriel stablesurV, appelons
QN (V; n ) le groupede cobordismenormal des applicationsf : M -» V, où M est une variété,
dim V —dim M = N, f est propre et son fibré normal stable est équivalent à n) [3].

Soit Pr l'espace projectif réel de dimension r; notons Xr son fibre en droites canonique.
L'obstruction de Dax an-k+1(c^).se trouve dans :

où i;
—

cj © s
,
et / est assez grand. Par définition, an-k+1 (£,) est la classe de cobordisme

normal des zéros de n'importe quelle section tranverse de Xk
+ l_1 ® c\" + . C'est une

obstructionpour le problèmestable(trouverun champde (k+ /)-repères dans £n+ 1, pourun l
assez large), complète si n—k(m+ l)/2 ([2], voir aussi [5]).

Interprétation en termes de singularités.
—

Le problème est équivalent à trouver un
morphisme injectif de fibres vectoriels :

Choisissons donc un morphisme générique quelconque cp : s -> ç, et posons :

C est une sous-variété de Pk 1xX, de codimensionn, elle s'envoie sur l'ensemblesingulier
E1 (cp) par la deuxième projection de Pk- 1 xX. On peut la « suspendre » :

Le morphisme cp détermine une section de Xk
+ 1_1 ® E;" + ' = Hom(Xt

+ ;_1,
c;"4"'), par :

et les zéros de sv sont exactementles points de S1 (cp). Si on note par des crochetsles classesde
cobordismenormal, on obtient donc :

Remarque.
— Les groupes de cobordismenormal ne se laissentpas calculer facilement. Si

on « oublie » le fibre c\, a„_fc+1 (£) détermine une classe de cobordismenon-orienté de X,
associée aux opérations de Steenrod [1]; bien entendu, l'obstructionde Dax perd alors son
caractère « complet ».



310 - Série I C. R. Acad. Sc. Paris, t. 294 (1er mars 1982)

2. OBSTRUCTIOND'E. MILLER.
—

Supposonsque X possède un champ tangent 3 de (k
—

1 )

repères. E. Miller associeà x un élément du grouped'homotopie stablensk
_ x,

qui est nul si x
se prolonge à un champ de k-repères [4]. A la lumière de ce qui précède, on peut définir cet
élément A (x) de la manièresuivante. Considéronsun fibre % quelconquesur X, possédant un
champ x de (k— l)-repères. On a alors un morphisme injectif, noté encore X

:
sk_ 1 <+£,.

Choisissons un prolongementgénériquede X, cp :
ek -> h\. Alors S1 (9) est une sous-variété

fermée de X, et son fibré normal est stablement isomorphe à £, où :

On peut alors considérer sa classe de cobordisme :

qui ne dépend pas du prolongement générique cp choisi. Si Ç = TX, on a :

où Q£''( ) est le bordisme de variétés stablement parallélisées et 0 l'« oubli ».

DÉFINITION. - <à(A'(SE)) = A(SE), obstruction d'E. Miller.

Rapport avec l'obstructionde Dax. —
On a une suite exacte et un isomorphismede Thom,

C :

3. INDICED'UN CHAMPDE K-REPÈRESA SINGULARITÉSISOLÉES. —
S'il existe dans \ un champ de

k-repères à singularités isolées, on peut lui associer son indice; c'est un élément de
7t,„_1(V;.(R")) (voir [6], par exemple).

Rapport avec l'obstruction d'E. Miller. - Dans le cas où \ est le fibré tangent à X,

supposons qu'il existe sur X un champ singulier de k-repères tangents (X, Y), tel que :

- X est un champ de (k— l)-repères tangents sans singularités;

—
les singularités de (X, Y) sont isolées.

Considérons alors la suite exacte d'homotopie de la fibration :

et supposonsla dimension n de X assez grande pour que TI„_X (S" k)^TT|_
1.

On peut alors
considérer que A(X)enn_1(Sn~k).
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Démonstration.
—

Si k> 2, le morphisme\|r :
ek -> TX induitpar (X, Y) n'estpas générique

puisque ses singularités sont isolées. En fait, il existe un morphisme générique dont les

composantesde l'ensemble singulier sont concentrées près des points singuliers de v|/. Plus
précisément,soit S l'ensembledes points singuliers de (X, Y), et, pour tout élément x de S,

soient Bn une boule fermée voisinage de x, et Sn- 1 une sphère centrée en x, tels que :

- x, yeS, x#y=>BxnBny= Ç);

- S""1^
La restrictionTX|B„ est triviale,appelons R"~fc+1 un sous-espace de Rn supplémentairede

celui engendré par X sur B", et considérons la composition Y :

où ladeuxièmeapplicationest la rétraction. OnpeutsupposerqueY estdifférentiable,soityx
une valeur régulière de Y dans S"~k. Avec ces notations, on a le lemme suivant :

LEMME TECHNIQUE. —
// existe un morphisme générique cp : ek -> TX tel que :

(i) o-,e*-. est induit par X, où s*k- 1 =X x(Rk- 1 xO)c=Xx Rk = ek;

La propositionen découle : A (X) = [E1 (cp)] grâce à (i), E1 (cp) c: y Bnx par (ii). Si on note [Y]x
xeS

la classe d'homotopie de Y :
S^." 1 -»•

S"~\ on a, dans Çî[L1 :

et, par l'isomorphismeQ{l1^n„_1(S" k), £ [Y 1 (yx)] correspond à £ [Y]x; comme X est
XES XES

non singulier, ind (X, Y) = i*.(YJ [Y]x), ce qui finit la démonstration.
XES

4. APPLICATIONS AU CALCUL DE A(X)(k= 2). — Notons d'abord ce qui n'est qu'une
reformulation du théorème de Hopf :

PROPOSITION 4. - Si /c = l, A(SE)e%s0 = Z, A(SE)= %(X), la caractéristique d'Euler de X.
(C'est le cas où A(X) est la singularité d'un morphisme s1 -» TX.)

Mais le proposition 3, jointe aux théorèmes(profonds) énoncés dans [6], permet aussi de
démontrer le théorème suivant, ce qui répond à une question posée par Larry Smith :

Supposons que X soit orientable de dimension n> 5; si x(X)= 0, alors X a un champ
tangent de vecteurs X; on peut définir A(X)e%\^Z/2.

THÉORÈME.
—

Sous ces hypothèses :

- si n = O mod 4, A(x) = l/2a(X)mod2;
- si n = 2, 3 mod 4, A(X)= 0;

- si n = 1 mod 4 et si wn- 1 (X) = 0, A (X) = X1/2 (X), où X1/2 (X) = 1 dim H2'(X; R) est la
semi-caractéristique de Kervaire, et a(X) est la signature de X.

(*) Remise le 1er février 1982.
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