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TOPOLOGIE. — Obstructions a trouver un champ de k-repéres dans un fibré vectoriel.
Note (*) de Michéle Audin, présentée par Henri Cartan.
On établit des relations entre divers types d’obstructions & trouver un champ de k-repéres dans un fibré vectoriel

sur une variété; ces relations permettent de calculer I’élément du groupe nj défini par E. Miller commie obstruction a
trouver un champ de 2-repéres tangents sur une variété qui posséde un champ de vecteurs non nul.

TOPOLOGY. — Obstructions on the Existence of a k-Field in a Vector Bundle.
Some relations between different kinds of obstructions to the existence of a k-field in a vector bundle with a manifold

basis are established; these relations allow one to compute the element of the group n3, defined by E. Miller 1o be an
obstruction to the existence of a tangent 2-field on a manifold which already has a tangent vector field.

Solent X une variété différentiable compacte de dimension m et & un fibré vectoriel réel de
rang 7 sur X. On veut savoir si £ admet un champ de k-repéres. '

1. OBsTRUCTIONDE DAX. — SiVestune va_riété et 1 unfibré vectoriel stable sur V, appelons
- QY(V; ) le groupe de cobordisme normal des applications /' : M — V, ou M est une variété,
dim V—dim M =N, f est propre et son fibré normal stable est équivalent a n [3].
Soit P" I'espace projectif réel de dimension r; notons A, son fibré en droites canonique.
L’obstruction de Dax 6, (£) se trouve _dans' :

QJI+I.(PPC+!—1 XX, }“k—H—l ® EJ):-H)’

ou &'t '=¢ @ ¢!, et [ est assez grand. Par définition, o, , () est la classe de cobordisme
normal des zéros de n’importe quelle section tranverse de Ay ;. ® E"*1 Clest une
obstruction pour le probjéme stable (trouver un champ de (k +/)-reperes dans £" ', pour un /
assez large), compléte si n—k=(m +1)/2 ([2], voir aussi [3]).
Interprétation en termes de singularités. — Le probleme est équivalent a trouver un
morphisme injectif de fibrés vectoriels : | |
| gF g &
N
X

Choisissons donc un morphisme générique quelconque @ : e"‘—> £, et posons ;
EHe)={( x)eP* ' xX]|lcker ¢, }.
C’est une sous-variété de P"_ I x X, de codimension 1, elle s’envoie sur i’ensemble singulier
=1 (@) par la deuxiéme projection de P*~! xX: On peut la « suspendre » : |
s1 (q>)=f:1g¢ Bid)cPH T IxX  o@id: @ >E@el=Ert
Le 11101‘1)11i81116 ¢ détermine une section de A, ., , ® &"*! =Hom (A, (, E"HD), par :
5o ) =(@ @ id) |,

et les zéros de 5, sont exactement les points de 3! (). Sionnote par des crochets les classes de
cobordisme normal, on obtient donc :

Op—r+1 (g) - [zl ((P)]

Remarque. — Les groupes de cobordisme normal ne se laissent pas calculer facilement. Si
on « oublie » le fibré &, &, ., (§) détermine une classe de cobordisme non-orienté de X,
associée aux opérations de Steenrod [1]; bien entendu, ’obstruction de Dax perd alors son '
caractere « complet ». - | |
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2. OBSTRUCTIOND’E. MILLER. — Supposons que X possede un champ tangent Z de (k —1)
repeéres. E. Miller associe & 2 un élément du groupe d’homotopie stable 7w} _,, quiest nul si &’
se prolonge a un champ de k-reperes [4]. A la lumiére de ce qui précéde, on peut définir cet -
elément A (2°) de la maniére suivante. Considérons un fibré £ quelconque sur X, possédant un
champ & de (k—1)-repéres. On a alors un morphisme injectif, noté encore 2 : 87 5 E.
Choisissons un prolongement générique de 2, ¢ : ¢* — . Alors > (o) est une sous-variété
fermée de X, et son fibré normal est stablement 1somorphe a £, Ol :

£He)={xeX|dim ker ¢,=1}. ‘-
On peut alors considérer sa classe de cobordisme :
AEX)=[Z" (@)]e Q" (X; &),

qui ne dépend pas du prolongement générique ¢ choisi. 51 £=TX, on a :
' 0
QEHI(X; £)=Qfr (X) > QfF  =m

ou QI"( ) est le bordisme de variétés stablement parallélisées et 0 I’« oubli ».

DEFINITION. — (A (%)) =A(Z), obstruction d’E. Miller.
Rapport avec Pobstruction de Dax. — On a une suite exacte et un isomorphisme de Thom,
®: | - :

QJJ+I(PI<+Z—1 XX, Pk-H—?. XX, Kk—!—l—l ® EJH+I)

o~
I

X

Qn——k-!—l (X, a)

fj; Qn—i—l(Pk-H—l XX, Kk+1_1®(t3n+l) I_"; QJI+I(PI;+I—2 XX, ?\‘k—H—Z ® 5"+I)_

PROPOSITION 1. — D (A(Z))=0,_ 44 (E).

- 3. INDICED'UN CHAMP DE k-REPERES A SINGULARITES ISOLEES. — S7il existe dans & un champ de
k-repéres a singularités isolées, . on peut lui associer son indice; c’est un élément de
T — 1 (V. (R")) (voir [6], par exemple). . |

Rapport avec Iobstruction d*E. Miller. — Dans le cas ou & est le fibré tangent a X,
supposons qu’il existe sur X un champ singulier de k-repéres tangents (2, Y), tel que :

— & est un champ de (k—1)-reperes tangents sahs singularites;

— les singularités de (', Y) sont 1solées.

Considérons alors Ja suite exacte d’homotopie de la fibration :
Can—k L 2o e
S e Vi (R") = V. (RY)

et supposons la dimension n de X assez grande pour que 7, (S""¥)~n; _;. On peut alors
considérer que A(X)ex,_, (S"7F).

ProrosiTiON 3. — i (A(Z))=1nd(Z, Y), ou ind désigne l'indice.
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Démonstration. — Sik=2,le morphisme  : &¥ — TX induit par (2, Y) n’est pas générique
puisque ses singularités sont isolées. En fait, 1 existe un morphisme générique dont les
composantes de I’ensemble singulier sont concentrées prés des points singuliers de . Plus
' précisément, soit S I'ensemble des points singuliers de (27, Y), et, pour tout élément x de S,
soient B". une boule fermée voisinage de x, et S% ™' une sphére centrée en x, tels que :

— X, )?eS,A¢J::>B"mB" D; |

— STl ﬁ" |

La restriction TX ;. est triviale, appelons R"~**1yn sous- espace de R” supplementaue de

celul enoendm par 5_’, sur B}, et considerons la comp031t1011 Y:

S;Ic_l Y, Rn—k-’rl __0 —_ S"_k,

ou la deuxieme application est la rétraction. On peut supposel que Y est différentiable, soit y,
une Valeul 1601111616 de Y dans S"”F Avec ces notations, on a le lemme suivant :

LEMME TECHNIQUE. — II existe un morphisme générigue ¢ : g* — TX rel que :
(1) Gyg-1 est induit par X', on "1 =X x (RF 7! x0)c X x R*=¢¥;

(11) (P‘ o est mdmz‘pa: (Z,Y);
Ix- U B

(i) Z'(p) M B;;_:Y-l(yx)csn*l
La proposition en découle : A(%)=[Z* (¢)] grace & (i), Z' () = U B par (ii). SI onnote[Y],

xes

la classe d’homotopie de ¥ : S%7% — S"7*, on a, dans Qf",

T IE pl= Y [ (0) n BI=[Z! ()l =A (@),

xel§ xe§

et, par Pisomorphisme Q{" ; ~m,_ (S"7%), Y [Y ! (v,)] corr espond a y [Y],; comme Z est

xes ) xeS

non singulier, ind (', Y)=1i, (Z [Y].), ce qui finit la démonstration.

xes§

4. APPLICATIONS AU CALCUL DE A(Z)(k=2). — Notons d’abord ce qui n’est qu'une
reformulation du théoréme de Hopf :

PROPOSITION 4. — Sik=1,AZ)eni=2, A(Z)= x()\) la calacteuquue d’Euler de v
(Cest le cas ou A(Z) est la singularité d’un morphisme g' — TX.)

Mais le proposition 3, jointe aux théorémes (profonds) énonceés dans [6], permet aussi de
démontrer le théoréme suivant, ce qui répond a une question posée par Larry Smith :

Supposons que X soit orientable de dimension n=35; si % (X)=0, alofs X a un champ
tangent de vecteurs 4; on peut définir A(Z)eni~Z/2. _ |

THEOREME. — Sous ces hypothéses :
— sin=0mod 4, A(%)= 1/2G(X) mod 2;
— sin=2,3 mod 4, A(EK)

— sin=1mod 4 et si w"™* (X) 0, AZ)=1%1,2(X), 011 112 (X)=2 dim H*'(X; R) est la
semi-caractéristique de Kervaire, et O'(X) est la signature de X.

(*) Remise le 1¢ février 1982.
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