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Résumé. On construit une structure de contact sur un espace de Hurwitz de courbes
hyperelliptiques de genre n. Elle est définie a4 I’aide d’une famille de formes
méromorphes qui permet aussi de construire des coordonnées d’action pour le systéme
des géodésiques de I'ellipsoide. © Académie des Sciences/Elsevier, Paris.

Contact structure on certain spaces of hyperelliptic curves
and action coordinates for the geodesics on the ellipsoid

Abstract. A contact structure on a Hurwitz space of genus n hyperelliptic curves is constructed.
It is defined with the help of a family of meromorphic forms that may also be used to
construct action coordinates for the “geodesics on the ellipsoid” system. © Académie
des Sciences/Elsevier, Paris.

Abridged English Version

In this Note, we consider various versions of the Hurwitz space H,.; of isomorphism classes of
data (C, z,p), where C is a smooth compact complex curve of genus n, z is a degree 2 meromorphic
function on C, and p is a point in C such that the pole divisor of z is 2p.

Notice that z has 2n + 1 branch points in C. In the version denoted H,.;, they are partitioned in
two subsets of cardinality n, n 4 1, respectively. In the version denoted ﬁn;l, the points of the second
subset are ordered. If & = (ay,...,a,41) are distinct points in C, we will also consider the subset
Hgq of ﬁml consisting of the elements for which the second subset is c.

Note présentée par Charles-Michel MarLE.
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To give the class (C, z,p) is equivalent to giving an equation of C' of the form:

h2 - _ Q(Z)
R(z)’
where R is a degree n 4 1 polynomial (R = [](a; — 2) in H3,)) and Q a degree n polynomial (the
n 1oots (z1,...,%n) of Q define a set of local coordinates on ., ).
The main tool in this work is the meromorphic form o = hdz whose derivatives with respect to
the moduli (z1,...,z,) generate the space of holomorphic 1-forms on C (Proposition 1.1). It allows

first to define a 1-form (2, on H,.; (Formula 2). It turns out that §2, is a contact form and that the
foliation of ’ﬁn;l by the various My, is a Legendrian one (Proposition 2.1).

The curves in the family H7,, are precisely those appearing in the integration of the (completely
integrable) system called “geodesics on the ellipsoid”. The differential system giving the geodesics of

the quadric @, (Equation 3) has been put in Lax form by Moser [12], namely:

%Ah = [As, By], a1
where Ay and B, are n + 1 by n + 1 matrices whose entries are functions on the phase space T'S™
of the system and h is an indeterminate. The eigenvalues of the matrices A; define curves C of the
family H, and their eigenvectors allow, for instance, to describe the Liouville tori (see [1]).

It is shown here that the “eigenvector mapping” defines a map ¢ from an open dense subspace of
the phase space T'S™ to the family of symmetric products of spectral curves:

p:(TS"), — S"C,

that pulls the “algebraic” form o back to the Liouville form of the phase space of this integrable
system (Theorem 3.1).

The curves C obtained in the actual (real) integrable system are real curves whose real part has
n + 1 components Cy, ..., C, and, together with the real algebro-geometric study made in [1], this
allows to show that the integration of the algebraic form o:

Cr— (/ a,...,/ a),
[C1] [Cn]

define action coordinates for this system (Theorem 3.2).

The levels 7¢ carry an affine structure (as unions of Liouville tori). The eigenvector mapping
relates it to the canonical affine structure of the Jacobian of C. Theorem 3.2 can be understood as the
description (via the eigenvector mapping again) of the affine structure transversal to the foliation of
the phase space T'S™ by the levels 7¢, related now with an affine structure on Hy,,.

Several affine structures on this Hurwitz space appear here. Recall also from [4] that, on the tangent
sheaf to H,,,;, there is a ring structure (described, in a coordinate free way, in Proposition 4.1). This
is part of the Frobenius manifold structure on H,;; discovered by Dubrovin. Although this defines a
ring structure also on the tangent sheaf to the subspace H,; C ﬁn;l, and although the construction
of the form (2, is very similar to the constructions of Dubrovin, the relations between this structure
and the affine structures considered here are not clear yet.
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Structure de contact et variables d’action

1. Espaces de Hurwitz

On considere ici V'espace H,,.; des classes d’isomorphisme des données (C, z,p), ot C est une
surface de Riemann compacte de genre n, z une fonction de degré 2 sur C et p un point de C qui
est un (le) pdle double de z. C’est un espace de Hurwitz au sens de [7] (voir aussi [6] et [4]). On
utilisera les variantes suivantes de ’espace H,,; :

— Despace de Hurwitz H,,.; a un revétement Hy,;; de degré C3, ,, : la fonction z a 2n + 1 points
de ramification distincts a distance finie, on les partage en deux paquets de n et n + 1 points
respectivement. De méme, il a un revétement H, a1 de degré (n +1)!C3, , ;: les n + 1 éléments
du deuxiéme paquet sont ordonnés;

— Despace Hy; «a a fixé ». On appelle 7, le sous-espace de ce revétement dans lequel on
impose que les n + 1 éléments de ce deuxieme paquet soient, dans 'ordre, a3, ..., Qpq1.

Avoir partagé les points de ramification en deux paquets permet de décrire uniquement tout élément
de H,.1 par une équation de la forme :

2 _ _Q(Z)
W= R(z)’

ou R est un polyndme de degré n+1, @ un polyndme de degré n. Les €léments de H;,.; correspondent
a R(2) = [I'} (ai — 2). Les racines (z1,...,x,) de Q peuvent servir de coordonnées locales sur
Ha- Sur Hyp, on a un fibré C — H,;; dont la fibre en (C, z,p) est la courbe C elle-méme, on
considere aussi les fibrés induits sur 'Hn s Hn 1 et HY

L’expression 0 = hdz définit une forme meromorphe sur chaque courbe C (avec un pdle double
en oo) qui est ’outil principal de ce travail. On vérifie facilement :

ProposITION 1.1. — Les formes obtenues en dérivant o par rapport aux coordonnées

do
6(L‘i ’

1<i:<n,

forment une base de Uespace H°(Q)L,) des formes holomorphes sur C.

2. La forme de contact

La forme o permet de construire une 1-forme 2, sur le revétement ﬁn;l analogue aux formes
que construit Dubrovin au chapitre 5 de [4] : si P1,..., Ps,41 sont les points de ramification de z
a distance finie et (ug,...,u,) leurs images par z, on pose :

2
2=y (Rést g—z)duk. @)

k

ProrosITION 2.1. — La forme ), est une forme de contact sur ﬁn;l et le feuilletage de 7:2";1 par
les HY)., est legendrien.

Résumé de la démonstration. - Ici 0®/dz = h®dz et Rés(q,.,)(h?dz) = 0, Rés(g o,)(h?dz) = Fj,

avec
anl( —-iL'i)
Fj = Résq, { (-1)" oy ——dz .
S {( Dy }
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qui est bien définie sur H,.1 : #3,..., %0, 01, ..., (0ny1 Sont distincts. Ainsi,

n+1l

Q=Y Fyday.
s=1

On envoie H,,; dans C**! x C™*! par:

({9:17"'7mn}aala"':an+l) _— (F.l?'"#Fﬂ+l’al?"‘?aft+l)7

on vérifie que la forme @ = > Fida; est une forme de contact sur ’hypersurface > F; = 1 de
C*Hl x G et que

{C(’?]_,...,.'I.‘n} f— (F]_,. -'yFu+l)

est, pour tout «, un difféomorphisme local de 'ensemble des familles de » nombres complexes
distincts et distincts des «; dans I'hypersurface 3 F, = 1.

3. Variables d’action

Dans le probléme dit des « géodésiques de I'ellipsoide », on considere les géodésiques de la famille
de quadriques homofocales :

n+1l 2

$.
Qz: Zailzzl, al,...,an+1€R, p < e < Oyl 3)

i=1
L’espace de phases est 'espace des droites affines orientées de R*™!. On 'identifie &
75" = {{p,u) e R"™! x R"|[lp]| = Letp-u =0}

((p, ) représente la droite des u + tp, orientée par p). Tl est ainsi muni d’une forme de Licuville

A= Z u,jdpj

et d’'une forme symplectique w = dA. Le systéme différentiel est complétement intégrable (vair [9]),
il a éé mis sous forme de Lax (équation 1) par Maoser [12]. La courbe (spectrale) d’équation
dét (A + h?z1d) = 0 est une courbe C' de la famille Hj,,. Elle ne dépend que du niveau commun
des intégrales premieres du systtme dans lequel se trouve le point (p, «) définissant A;. Appelons
T¢ ce niveau. Ses composanies connexes sont les « tores de Liouville »,

Les vecteurs propres des matrices Aj; permettent de décrire la topologie des niveaux 7o (et les tores
de Liouville) (voir {1] et plus généralement [2]). Appelons (T°5™), I’ouvert dense de T'S™ formé des
points (p, ) tels que la courbe C soit lisse. En associant & (p,u) les pdles d’un vecteur propre de
Ay, pour la valeur propre —h®2, on définit une application

w: (T8"), — S°C,
oll S"C désigne le produit symétrigue

S"C — Hn;l ou Hn;l,
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Structure de contact et variables d’action

sur lequel est définie la forme

Op = Z h;dz;.
=1
THEOREME 3.1. — Les vecteurs propres des matrices de Lax de Moser définissent une application
@:(TS"), — S"C

qui vérifie p*o, = —2A.

La démonstration de ce théoréme est un calcul €élémentaire mais un peu long.

On utilise ensuite pleinement la géométrie réelle du probléme. Appelons H° ’ouvert de la partie
réelle de Hy., formé des courbes C définis par des z; qui:

— sont réels,

— sont disposés par rapport aux «; de fagon que la partie réelle de C' ait n 4+ 1 composantes

connexes Cy,...,C,.
Ce sont les courbes qui sont effectivement atteintes par 1’application (p,u) — C (voir [10], [1]).

THEOREME 3.2. — Les fonctions définies sur 'espace H° par :

Ol——»(/ a,...,/ a),
(1] (C-]

définissent, par composition avec I’application
(TS™)y — H°,

des variables d’action au voisinage de chaque composante connexe de T¢.

Remarque 3.3. — 1l est classique (voir {S], [11], [3]) que les formes vérifiant la propriété 1.1
sont liées aux variables d’action des systémes intégrables. Ici I’originalité est dans 1’utilisation de
I’application de vecteurs propres .

4. Structures supplémentaires

La structure de contact pour laquelle H;;; est legendrienne ainsi que les coordonnées (%, ...,t,)
définies en intégrant la forme ¢ comme dans le théoreme 3.2 définissent deux structures affines sur
H;.q- La seconde est la structure affine transverse aux feuilles du systeme intégrable. 11 est & noter
que les deux structures ne coincident pas.

11 y a d’autre part sur H,; et ses revétements une structure trés riche, celle de variété de Frobenius
(voir [4]). Cette structure consiste en une structure affine accompagnée d’une structure d’anneau sur
le faisceau des champs de vecteurs, avec des conditions de compatibilité compliquées (voir aussi [8]).
Rappelons que Dubrovin définit des produits sur les espaces tangents aux espaces de Hurwitz i 1’aide
des coordonnées locales définies par les points de ramification de z. Donnons ici une description un
peu plus intrinséque dans le cas des espaces de courbes hyperelliptiques.

On décrit les éléments de H,.; par des équations y? = P(z), ol P est un polyndme unitaire de
degré 2n + 1. On identifie ainsi ’espace tangent & H,,.; en la courbe définie par P a I’espace vectoriel
des polyndmes de degré inférieur ou égal a 2n. Comme les racines de P sont supposées distinctes,
P et P’ sont premiers entre eux. Il existe donc deux polyndmes U et V avec

—P'U+ PV =1, degU < 2n+1, degV < 2n,
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et ’on définit la multiplication sur I’espace tangent en P par :
a *p (3 est le reste de aBU dans la division euclidienne par P.

A, - oi xp définit une structure d’anneau commutatif unitaire sur l’espace des
ProposITION 4.1. — La loi xp définit tructure d’ tat 1 I’espace d.
polyndmes de degré inférieur ou égal a 2n, 'unité étant le polynéme — P’. De plus, les valeurs critiques
U1, ..., Uzns1 de la fonction z dans C sont les coordonnées canoniques au sens oi

9,9 _s,0
Uk 3Ug— k’eauk.

Pour conclure, remarquons que cette structure d’anneau définit aussi bien une structure d’anneau sur
le faisceau tangent au sous-espace Hy.,, d’autre part, dans la construction de structures de Frobenius,
les formes €2, construites comme notre §), a I’aide de familles de formes méromorphes ¢ sur les
courbes C jouent un r6le trés important. Notre {2, ne permet pas de construire une telle structure
(parce que o s’annule en certains points de ramification de z)... mais tout ceci cache certainement
une structure plus riche, sur laquelle j’espére revenir ultérieurement.
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