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R&urn& On construit une structure de contact sur un espace de Hurwitz de courbes 
hyperelliptiques de genre 71. Elle est definie B l’aide dune famille de forrnes 
meromorphes qui perrnet aussi de construire des coordonnees d’action pour le systbme 
des geodesiques de l’ellipsdide. 0 Academic des Sciences/Elsevier, Paris. 

Contact structure on certain spaces of hyperelliptic curves 

and action coordinates for the geodesics on the ellipsoid 

Abstract. A contact structure on a Hun&z. space of genus n hyperelliptic curves is constructed. 
It is defined with the help of a family of meromorphic forms that may also be used to 
construct action coordinates for the “geodesics on the ellipsoid” system. 0 Acadernie 
des Sciences/Elsevier, Paris. 

Abridged English Version 

In this Note, we consider various versions of the Hurwitz space %,,I of isomorphism classes of 

data (C, z, p), where C is a smooth compact complex curve of genus n, z is a degree 2 meromorphic 
function on C, and p is a point in C such that the pole divisor of z is2p. 

Notice that z has 2n + 1 branch points in C. In the version denoted 7&i, they are partitioned in 

two subsets of cardinality n, n + 1, respectively. In the version denoted ‘%71;i, the points of the second 
subset are ordered. If Q = (al, . . . , Q,+~) are distinct points in C, we will also consider the subset 
‘FI;,, of ??,,I consisting of the elements for which the second subset is CL 

Note p&sent& par Charles-Michel MARLE. 

0764~4442/98/03260567 0 Acadkmie des SciencesElsevier, Paris 567 



M. Audin 

To give the class (C, z, p) is equivalent to giving an equation of C of the form: 

where R is a degree n + 1 polynomial (R = n(cxi - z) in 7-f$) and Q a degree n polynomial (the 
n roots (x1,... ,xn) of Q define a set of local coordinates on Y&). 

The main tool in this work is the meromorphic form (T = hdz whose derivatives with respect to 
the moduli (21, . . . , 2,) generate the space of holomorphic l-forms on C (Proposition 1.1). It allows 
first to define a l-form fl,, on %,,I (Formula 2). It turns out that R, is a contact form and that the 

foliation of GIZnil by the various XE;r is a Legendrian one (Proposition 2.1). 
The curves in the family ‘,UFI,“;, are precisely those appearing in the integration of the (completely 

integrable) system called “geodesics on the ellipsoid”. The differential system giving the geodesics of 
the quadric Qz (Equation 3) has been put in Lax form by Moser [12], namely: 

(1) 

where Ah and Bh are n + 1 by n + 1 matrices whose entries are functions on the phase space TS” 
of the system and h is an indeterminate. The eigenvalues of the matrices Ah define curves C of the 
family HEi and their eigenvectors allow, for instance, to describe the Liouville tori (see [l]). 

It is shown here that the “eigenvector mapping” defines a map cp from an open dense subspace of 
the phase space TS” to the family of symmetric products of spectral curves: 

cp : (T‘S”), - PC, 

that pulls the “algebraic” form (T back to the Liouville form of the phase space of this integrable 
system (Theorem 3.1). 

The curves C obtained in the actual (real) integrable system are real curves whose real part has 
n + 1 components Ca, . . . , C, and, together with the real algebro-geometric study made in [l], this 
allows to show that the integration of the algebraic form g: 

define action coordinates for this system (Theorem 3.2). 
The levels 7~ carry an affine structure (as unions of Liouville tori). The eigenvector mapping 

relates it to the canonical affine structure of the Jacobian of C. Theorem 3.2 can be understood as the 
description (via the eigenvector mapping again) of the affine structure transversal to the foliation of 
the phase space TS” by the levels ‘&c, related now with an affine structure on 7-&. 

Several affine structures on this Hurwitz space appear here. Recall also from [4] that, on the tangent 
sheaf to X,,i, there is a ring structure (described, in a coordinate free way, in Proposition 4.1). This 
is part of the Frobenius manifold structure on tit,;1 discovered by Dubrovin. Although this defines a 
ring structure also on the tangent sheaf to the subspace tit,“;r c Gnil, and although the construction 
of the form R, is very similar to the constructions of Dubrovin, the relations between this structure 
and the affine structures considered here are not clear yet. 
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Structure de contact et variables d’action 

1. Espaces de Hurwitz 

On considbre ici l’espace T&,1 des classes d’isomorphisme des donnees (C, Z, p), ou C est une 
surface de Riemann compacte de genre n, z une fonction de degre 2 sur C et p un point de C qui 
est un (le) pole double de Z. C’est un espace de Hurwitz au sens de [7] (voir aussi [6] et [4]). On 
utilisera les variantes suivantes de l’espace E,,l : 

- l’espace de Hutwitz ‘7&i a un revCtement ?& de degre CT&+, : la fonction z a 2n + 1 points 
de ramification distincts 5 distance finie, on le? partage en deux paquets de n et n + 1 points 
respectivement. De meme, il a un revetement %,,r de degre (n + l)!C&+,: les n + 1 elements 
du deuxibme paquet sont ordonnes ; 

- l’espace ‘FI,“;, << a (I! fixC >x. On appelle ‘F1:;, le sous-espace de ce revetement dans lequel on 
impose que les n + 1 elements de ce deuxibme paquet soient, dans l’ordre, al,. . . , Q,+~. 

Avoir partage les points de ramification en deux paquets permet de d&tire uniquement tout Clement 
de %,;I par une equation de la forme : 

ou R est un polyn6me de degre n + 1, Q un polynome de degre n. Les elements de IFI,“;, correspondent 

a R(z) = J-J~~~(cxi - z). Les racines (xi,. . . , z,) de Q peuvent servir de coordonnees locales sur 
3-t;;,. Sur ‘7&i, on a un fibre C --) 7-& dont la fibre en (C,z,p) est la courbe C elle-mCme, on 

considbre aussi les fib&s induits sur ‘&I. ‘&;I et ‘F1$. 
L’expression (T = hdz definit une forme meromorphe sur chaque courbe C (avec un pole double 

en oo) qui est l’outil principal de ce travail. On vCrifie facilement : 

PROPOSITION 1.1. - 

forment une base de 

L,es formes obtenues en de’rivant (T par rapport aux coordonnkes 

da 

axi ’ 
l<i<n, 

l’espace H’(fi&) des formes holomorphes sur C. 

2. La forme de contact 

La forme (T permet de construire une 1-forme R, sur le revetement fini analogue aux formes 
que construit Dubrovin au chapitre 5 de [4] : si PI,. . . , Pzn+l sont les points de ramification de z 
B distance finie et (~1, . . . , 21,) leurs images par Z, on pose : 

Cl2, = F (,,,,$)d,,,. (2) 

PROFQSITION 2.1. - La fomze 0, est une forme de contact sur ‘&I et le feuilletage de gi2n;l par 
les ‘FI$ est 

Rbsume’ de 
avec 

legendrien. 

la dt!monstration. - Ici a2/dz = h2dz et RCs(o,z,j(h2dz) = 0, Rts~o,a,~(h2&) = Fj, 

Fj = R&G,, (-1)” I-IX~ - Xi) dz 

n,"='t(CYj -2) ' 

569 



M. Audin 

qui est bien dEfinie sur 7~n;l : x ~ , . . . ,  xn, a l , . . . ,  an+l  sont distincts. Ainsi, 

n + l  

j = l  

On envoie 7~,~;1 dans C '~+1 x C n+l par :  

( { X l , . . . , X n } , O t l , . . . , O ~ n + l )  I > ( F 1 , . . . , F n + l , O l l , . . . , O l n + l ) ~  

on v6rifie que la forme w = ~ Fjdaj est une forme de contact sur l'hypersurface ~ Fj = 1 de 
C n+l x C n+l et que 

{ * l , . . . , * n }  ' , ( F 1 , . . . , F n + , )  

est, pour tout a, un diff6omorphisme local de l'ensemble des familles de n nombres complexes 
distincts et distincts des aj dans l'hypersurface ~ Fj = 1. 

3. Variables d'act ion 

Dans le probl~me dit des << g6od~siques de l'ellipsofde ~>, on consid~re les g6od6siques de la famille 
de quadriques homofocales : 

n + l  2 

Qz : E - - x i  - 1, a l , . .  . , Oln+l E R ,  Oll< "'" < an+l.  (3) 
i : 1 0 ~ i  -- Z 

L'espace de phases est l 'espace des droites affines orient6es de R n+l. On l'identifie h 

T ~  n --- { ( p , u )  • R n + l  x R n+l ]  [[pl[ = 1 e t p . u  --- 0} 

((p, u) repr6sente ia droite des u + tp, orient6e par p). I1 est ainsi muni d'une forme de Liouville 

A = E ujdpj 

et d'une forme symplectique w = dA. Le systSme diffdrentiel est complStement int6grable (voir [9]), 
il a 6td mis sous forme de Lax @quation l) par Moser [12]. La courbe (spectrale) d'6quation 
ddt (Ah + h2z Id) = 0 est une courbe C de la famille 7-/~ 1. Elle ne d6pend que du niveau commun 
des intdgrales premiSres du systSme dans lequel se trouve le point (p, u) d6finissant Ah. Appelons 
Tc ce niveau. Ses composantes connexes sont les (< totes de Liouville >>. 

Les vecteurs propres des matrices Ah permettent de d6crire la topologie des niveaux 7"6 (et les totes 
de Liouville) (voir [1] et plus g6n6ralement [2]). Appelons (TSn)o l 'ouvert dense de TS  '~ form6 des 
points (p, u) tels que la courbe C soit lisse. En associant h (p, u) les pSles d'un vecteur propre de 
Ah pour la valeur propre -h2z,  on d6finit une application 

~ : (TS~)o , S~C, 

off SnC ddsigne le produit sym6trique 
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Structure de contact et variables d’action 

sur lequel est definie la forme 

._ 

un = c hidzi. 
i=l 

TH~O&ME 3.1. - Les vecteurs propres des matrices de Lax de Moser dtfjinissent une application 

‘p : (TS”), - S”C 

qui v&$e (p*o, = -2X. 

La demonstration de ce theoreme est un calcul elementaire mais un peu long. 
On utilise ensuite pleinement la geometric re’elle du problbme. Appelons ‘FI’ l’ouvert de la partie 

reelle de T-f,“., form6 des courbes C definis par des Xi qui : 
- sont reels, 
- sont disposes par rapport aux oi de facon que la partie reelle de C ait n + 1 composantes 

connexes Ca, . . . , C, . 
Ce sont les courbes qui sont effectivement atteintes par l’application (p, U) H C (voir [lo], [l]). 

THGOFGME 3.2. - Les fonctions dkjinies sur l’espace 3-1’ par : 

dkjinissent, par composition avec 1 ‘application 

(zTyo - ?l”, 

des variables d’action au voisinage de chaque composante connexe de lc. 

Remarque 3.3. - 11 est classique (voir [5], [ll], [3]) que les formes verifiant la propriete 1.1 
sont likes aux variables d’action des systemes integrables. Ici l’originalite est dans l’utilisation de 
l’application de vecteurs propres cp. 

4. Structures suppl6mentaires 

La structure de contact pour laquelle 3-t,“;, est legendrienne ainsi que les coordonnees (ti, . . . , tn) 
definies en indgrant la forme G comme dans le theoreme 3.2 definissent deux structures affines sur 
‘,V$,. La seconde est la structure affine transverse aux feuilles du sysdme integrable. 11 est a noter 
que les deux structures ne coincident pas. 

11 y a d’autre part sur ?-1,;r et ses revetements une structure t&s riche, celle de variete de Frobenius 
(voir [4]). Cette structure consiste en une structure affine accompagnee d’une structure d’anneau sur 
le faisceau des champs de vecteurs, avec des conditions de compatibilite compliquees (voir aussi [8]). 
Rappelons que Dubrovin d&nit des produits sur les espaces tangents aux espaces de Hutwitz a l’aide 
des coordonnees locales definies par les points de ramification de Z. Donnons ici une description un 
peu plus intrinseque dans le cas des espaces de courbes hyperelliptiques. 

On d&it les elements de 7&i par des equations y 2 - P(Z), ou P est un polynome unitaire de - 
degre 2n + 1. On identifie ainsi l’espace tangent a ‘FI,,i en la courbe definie par P B l’espace vectoriel 
des polynomes de degre inferieur ou egal a 2n. Comme les racines de P sont suppokes distinctes, 
P et P’ sont premiers entre eux. 11 existe done deux polynomes U et V avec 

-P’U + PV = 1, degU < 2n+ 1, degV < 2n, 
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et l’on d&nit la multiplication sur l’espace tangent en P par : 

a! *p ,O est le reste de @J dans la division euclidienne par P. 

PRoPoslTIoN 4.1. - L.u loi *p d@nit une structure d’anneau commutatif unitaire sur l’espace des 

polynBmes de degre’ infkrieur ou &gal h 2n, 1 ‘unite’ &ant le polynbme -Pt. De plus, les valeurs critiques 

Al,..., uZn+l de la fonction z dans C sont les coordonn&es canoniques au sens oli 

d d d - *- = like-. 
'1Lk due ’ duk 

Pour conclure, remarquons que cette structure d’anneau definit aussi bien une structure d’anneau sur 
le faisceau tangent au sous-espace ‘H$,, d’autre part, dans la construction de structures de Frobenius, 
les formes fit, construites comme notre f12, a l’aide de familles de formes meromorphes cp sur les 
courbes C jouent un role n-es important. Notre fl,, ne permet pas de construire une telle structure 
(parce que 0 s’annule en certains points de ramification de z). . . mais tout ceci cache certainement 
une structure plus riche, sur laquelle j’espere revenir ultCrieurement. 
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