QUELQUES REMARQUES SUR LES SYSTEMES DIFFERENTIELS
QUADRATIQUES DANS C”

par

Michéle Audin

Dans cet article, je commence par rappeler quelques outils pour 1’étude des systémes quadratiques.
Je présente une liste des exemples les plus classiques de systémes quadratiques en dimension 3 et je
reprends les outils dans chacun de ces cas. J'introduis aussi des exemples ad hoc (que je qualifie alors
d’« académiques ») pour illustrer telle ou telle propriété.

1. Systémes différentiels quadratiques dans C"

1.1. Notations. — Un systéme quadratique est un systéme de la forme
i = Fa),

ouxz € C", F(x) € C" est homogeéne de degré 2 (en d’autres termes, ses composantes sont des formes
quadratiques). On peut aussi écrire le systéme sous la forme développée

L i : i i
Ti = g a;pr;xp 1 <1< n, avec a;;, = ay ;.
j?k
Dans cet article, on s’intéressera particuliérement au cas ot n = 3.
Remarque 1.1.1. Etant donné un systéme différentiel £ = f(z) ou les coordonnées de f sont des poly-
nomes de degré 2 (pas nécessairement homogenes), il est facile de le ramener a un systéme quadratique :
on homogénéise les polynémes coordonnées de f grace a une variable x,y1 et on ajoute au systéme

I'équation (quadratique) @,+1 = 0. La proposition 1.3.2 ci-dessous est une sorte de réciproque a cette
remarque.

Remarque 1.1.2. D’autre part, il est bien classique (voir par exemple [13, Prop. 2.1]) que n’importe
quelle équation différentielle polynomiale de la forme

y™ = Ply,y/,....y"Y)
peut se mettre sous la forme d’un systéme différentiel quadratique dans C™ (avec un m plutot grand) :

— on commence par la mettre sous forme d’un systéme en posant

) T2
/ xn
T = . , obtenant & = . ,
y(n_l) P(LU17 e ,:L'n)
— puis on homogénéise en posant
0
~ o L~ oI
X = v ) obtenant cette fois X =
P(xo,x1,...,2n)

ot P est homogéne de degré d = deg P.
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— Enfin 'on rend quadratique en introduisant comme nouvelles variables x,41,...,Zy,+n les mo-
nomes de degré d — 1 en zg, ..., Ty.

On ne peut donc pas espérer beaucoup de résultats en grandes dimensions.

1.2. Notions d’intégrabilité. — Je vais m’intéresser dans cet article & quelques questions d’inté-
grabilité.
1.2.a. L’intégrabilité au sens de Liouville (cas de C3). — On demande qu'il existe une structure de

Poisson sur C? et une fonction H : C? — C telles que le systéme soit hamiltonien de hamiltonien H,
c’est-a-dire s’écrive
j}i:{(lZZ‘,H} 1§z§n

1.2.b. L’ntégrabilité au sens de Kovalevskaya. — On demande que les solutions du systéme soient
des fonctions méromorphes du temps.

1.2.c. Un critére de Liapounov. — Si les solutions sont méromorphes, les solutions du systéme li-
néarisé le long d’une quelconque de ses solutions sont univaluées. C’est une fagon possible de tester
I'intégrabilité au sens de Kovalevskaya (voir aussi [6]).

Pour une étude plus générale des conditions d’intégrabilité, voir par exemple [5, 1].
Je vais écrire, autant que possible, des énoncés dans C™. Parfois je mentionnerai le cas n = 2, qui
est plus simple, mais c’est le cas n = 3 qui m’intéresse le plus.

1.3. Une notion d’équivalence. — Il est assez naturel de considérer comme équivalents deux sys-
témes quadratiques qui se déduisent 1'un de l'autre par une transformation linéaire (constante) des
variables dynamiques z;. En formules, le systéme & = F(x) est équivalent au systéme ¢ = G(y) si et
seulement si il existe un isomorphisme linéaire ¢ de C" tel que G = @ o F o @™, Alors, y = ¢(z) est
solution de y = G(y) si et seulement si = est solution de & = F'(x). Il s’agit donc ici en particulier de
classifier simultanément n formes quadratiques en n variables. L’espace des seconds membres F' est de
dimension n?(n + 1)/2, le groupe linéaire seulement de dimension n?, le quotient est donc assez gros.
Meéme sur C, ce n’est pas une question trés facile!

Remarque 1.3.1. 11 est clair que toutes les propriétés imaginables d’intégrabilité du systéme sont inva-
riantes par cette équivalence.

On a aussi, clairement :

Proposition 1.3.2. Si un systéme différentiel quadratique admet une intégrale premiére linéaire, il est
équivalent a un systéeme de la forme

n=G1(y1,--Yn)
Un—1= Gn—l(yla ceey yn)

Démonstration. Soit K = ajx1 + - -+ 4+ apx, une intégrale premiére. Quitte & renuméroter les x;, on
peut supposer que a, # 0. On utilise ensuite I'isomorphisme linéaire

(T1y.e oy xn) —— (T1, .-, Tp—1, 0121 + -+ - + apZyp)
qui met le systéme sous la forme désirée. O
1.3.a. Le cas ottn = 2. — La classification des systémes différentiels quadratiques sur R? a été faite

par Markus (voir [15, §4]). Méme en regroupant ceux de ses types qui sont isomorphes sur C, il reste,
pour la classification sur C2, une vingtaine de types...
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1.3.b. Remarques sur le cas oun = 3. — La classification complexe pour n > 3 est elle aussi beaucoup
plus compliquée que celle pour n = 2. Mais il est facile de voir que certains des systémes que nous
avons considérés sont équivalents.

Remarque 1.3.3. Cette notion d’équivalence a beau étre naturelle, elle n’épuise sans doute pas les
possibilités raisonnables d’équivalence de deux systémes quadratiques, ne serait-ce que parce que nous
n’avons pas envisagé ici de changement de temps. Par exemple, dans [9, tome 1, p. 331], Halphen
montre que le systéme

UL + Uo = U2
U + U3 = U2U3

U3 + U1 = usuyg,

qui est équivalent (par u; = —2x;) au systéme que 'on appelle « systéme de Halphen » (voir ici le
§77), se transforme en le systéme (presque) quadratique
1, 1
T=—x‘— —
2" T 24
Yy =2xy — 3z (Ha)
1
2 =3zz— ~y?
6y
par la substitution (vraiment pas linéaire)
_ = _ 4 2 3 _ _
T = 3(ul +uz +uz), y= 3(U1 +uj + u3 — uyug — uguz — uzuy),
4

z 2u; — ug — ug)(2ue — uz — uy)(2us — up — uz).

= ﬁ(
Dans [15], Markus définit aussi une notion d’équivalence géométrique.
1.4. Groupe des automorphismes d’un systéme quadratique. — Fixons un champ de vecteurs
F € C". Les automorphismes de F, c’est-a-dire les éléments ¢ tels que
poFo <p_1 =F
forment un sous-groupe de GL(n; C) noté Aut(F'). On a évidemment :

Proposition 1.4.1. Deux champs de vecteurs F' et G sont équivalents si et seulement si leurs groupes
d’automorphismes sont des sous-groupes conjugués de GL(n; C). O

Il n’est pas absolument évident que ce groupe donne des informations vraiment intéressantes sur le
systéme. Voir le §77.

2. Un peu de géométrie
Il est bien clair que la donnée de formes quadratiques sur C™ recéle des structures mathématiques
riches.
2.1. Quadriques projectives. — Je considérerai naturellement les n quadriques de P"~!(C)
d’équations Fi(x) =0, ..., F,(z) = 0 et leur intersection
Jo = {[t] € P""1(O) | F(2) = 0}.

Ajoutons une dimension, écrivant (xz,w) € C" x C, [z, w]| € P™(C) et considérons aussi les quadriques
de P"(C) d’équations Fi(x) +wz1 =0, ..., F,(z) + wz, = 0 et leur intersection

J = {[z,w] € P*(C) | F(z) + wz = 0}.

L’hyperplan & l'infini P"~!(C) d’é¢quation w = 0 coupe 7 le long de 500. J'utiliserai aussi des versions
affines ou vectorielles de ces ensembles,

Joo = {2 € C" — {0} [ F(z) = 0},
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I'intersection des cones isotropes des formes quadratiques Fi, ..., F}, et
J={xeC"—{0}| F(z)+ 2z =0},

que j’appellerai ’ensemble indiciel du systéme (pour des raisons qui ne devraient pas tarder a étre
claires).

Bien évidemment, si deux systémes quadratiques sont équivalents, on passe de ’ensemble indiciel
de 'un & celui de 'autre par un isomorphisme linéaire de C".

En général, n quadriques de P"(C) se coupent en 2" points et n quadriques de P"~1(C) ne se
coupent pas du tout. Ainsi, « en général », 500 et Joo doivent étre vides, J constitué de 2" points et J
de 2 — 1 points.

On peut montrer (voir par exemple [17]) que les systémes généraux en ce sens sont génériques, au
sens ol ils constituent un ouvert dense de I'ensemble des champs de vecteurs quadratiques. Nous allons
voir que la plupart des systémes que nous avons nommeés (et donc particularisés) au début de ce papier
sont loin d’étre généraux en ce sens.

Remarque 2.1.1. Comme l'intersection homologique des n quadriques n’est pas nulle, alors ces qua-
driques doivent se couper, en particulier J n’est pas vide. Si [z, w] € J, alors soit w = 0 et & € Jo, s0it
w # 0 et [x,w] = [xg, 1] pour g € J.

2.2. Le rang du systéme. — Le rang r < n de la famille Fi,..., F, dans ’espace vectoriel des
formes quadratiques est évidemment un invariant de la classe d’équivalence du systéme.

— Sir =1, il y a une seule forme quadratique ¢, de sorte que le systéme s’écrit
z = q(z)V ot V est un vecteur constant.

Si L est une forme linéaire qui s’annule sur le vecteur V', alors elle est clairement une intégrale
premiére du systéme différentiel, de sorte que ce systéme a n — 1 intégrales premiéres linéaires
indépendantes. Il est trés facile de résoudre explicitement un tel systéme (voir au besoin ci-
dessous le §4.1).

— Sir <n-—1,'image de F est en tout cas contenue dans un hyperplan H et il s’agit en fait de
considérer n — 1 (ou moins) formes quadratiques, ce qui rend les variantes de 1’ensemble indiciel
envisagées ci-dessus beaucoup plus grosses que génériquement. L’ensemble indiciel J est contenu
dans H. C’est ce qui se produit dans I’exemple de Kac-van Moerbeke (voir le § 7?7) ou I’hyperplan
H est celui d’équation x1 4+ x2 + x3 = 0.

2.3. Le cas de la dimension 3. — Considérons le cas ou n = 3. Le rang du systéme peut étre 0,
1, 2 ou 3. Nous avons déja écarté le cas du rang 0 et évoqué celui du rang 1.

Si le rang est 2, deux des formes quadratiques, disons F; et F», sont indépendantes, et F3 en est une
combinaison linéaire. Le systéme posséde une intégrale premiére linéaire (et essentiellement une seule).
C’est le cas pour le systéme de Kac-van Moerbeke (§ 7?7, dont nous verrons qu’il est intégrable) et pour
celui de Lotka-Volterra (§?7, dont nous discuterons I'intégrabilité plus bas (au §4.1)). Remarquons
que les trois coniques d’équations F; = 0 appartiennent ici au méme pinceau.

Sile rang est 3, considérons le pinceau défini par les deux premiéres formes quadratiques et choisissons
deux coniques distinctes de ce pinceau que nous considérons comme plus simples, par exemple deux
coniques dégénérées. Le systéme est équivalent & celui obtenu en utilisant ces formes comme deuxiéme
membre. Voir les exemples au §77.

Remarque 2.3.1. Le cas d’un systéme quadratique générique dans C? serait celui de deux coniques Fj et
F5 en position générale, se coupant donc en quatre points, et d’une troisiéme conique F3 indépendante
des deux premiéres et donc ne passant pas par tous les points base du pinceau. L’exemple de Halphen
(§77) est celui d’'un systéme respectable dont les trois coniques sont indépendantes mais dont tous les
points base du pinceau défini par les deux premiéres sont sur la troisiéme.
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2.4. Les matrices de Kovalevskaya. — Considérons maintenant 'application bilinéaire ® associée
a F. Pour tout point fixé g € J C C™, on appelle matrice de Kovalevskaya du systéme en g la
« matrice » K, définie par

Ko (V) = 2P (20,Y)
ot @ désigne la forme polaire de F'. Il est clair que la forme polaire de F' doit jouer un réle dans
la géométrie du systéme. Nous verrons (et c’est la raison pour laquelle elles sont nommeées ainsi) les
matrices de Kovalevskaya intervenir dans sa résolution et la discussion de son intégrabilite(®).

Proposition 2.4.1. La matrice de Kovalevskaya Ky, admet toujours la valeur propre —2.
En effet, K., (xo) = 2®(xo, o) = 2F (x9) = —2x0. O
Remarquons aussi le lien des matrices de Kovalevskaya avec ’espace tangent de 1’ensemble indiciel.

Si g €7, [0, 1] est un point d’intersection des quadriques F'(z) + wx = 0. L’espace projectif tangent
aJen ce point est 'espace déterminé par les équations linéaires

20 (x0, X) + woX + Wz =0,
I’espace affine tangent est donné par W = 1, il est dirigé par
T, ={X € C" | 2®(z9, X) + X =0},
le sous-espace propre de X, pour la valeur propre —1.

Proposition 2.4.2. La matrice de Kovalevskaya Ky, a la valeur propre —1 si et seulement si [’espace
tangent a l’ensemble indiciel J en xq est de dimension > 1. La dimension du sous-espace propre cor-
respondant est la dimension de J en x. L]

2.5. L’algébre de Markus. — Il est naturel, suivant Markus [15], de considérer la structure d’al-
gébre sur C" définie par
Cette algébre est commutative, par définition, mais n’a aucune raison d’étre associative. On a bien sir
x-x = F(x).

Une fagon équivalente de définir 'algebre de Markus est de considérer I'écriture en coordonnées du
systéme avec les coefficients a’. i et de dire que ces a’ % i sont les constantes structurelles d’une structure
d’algébre, celle pour laquelle les éléments u; d’une base se multiplient selon la régle

. % .
Uj - U = E a; Ui
i

Remarque 2.5.1. Un systéme qui posséde une intégrale premiére linéaire ou, si I'on préfére, dont le
second membre est & valeurs dans un hyperplan donne une algébre de Markus de la forme C*! @ C
avec (z,t) - (2/,¢') = (y,0) pour tous (z,t), (v/,t') € C".

On réinterpreéte en termes de cette algébre les ensembles indiciels définis géométriquement ci-dessus :

— Les éléments de C” de carré nul sont les zéros du vecteur F', les vecteurs isotropes simultanément
pour les n formes quadratiques F1,..., Fy, les points communs aux quadriques F; = 0 dans
P"~1(C), c’est-a-dire les points de Jo,

— les éléments idempotents sont les points de —J.

De la remarque 2.1.1, on déduit :
Proposition 2.5.2. L’algeébre de Markus contient toujours un idempotent ou un nilpotent d’indice 2. [
Remarque 2.5.3. Ce résultat est vrai aussi sur R (voir XX).
Proposition 2.5.4. Pour que e € C" soit élément neutre de l'algébre de Markus, il faut et il suffit que
—e€J et que K_o =—-21d.

W Cette matrice differe de celle appelée matrice de Kovalevskaya dans [1] qui est la notre plus l'identité. Dans le cas
quadratique considéré ici, « notre » matrice est plus agréable puisque, d’une part ’application zg — K, est linéaire et,
d’autre part, Kz, est essentiellement la matrice du systéme différentiel linéarisé (voir ci-dessous).
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En effet, un élément neutre est idempotent, donc —e € J et e - x = x pour tout x se lit aussi
®(e,x) = x pour tout x, ou encore

K_e(z) = —2®(e,x) = —2x,
et ceci doit étre vrai pour tout x € C™. O

Plus généralement, pour zg € J, la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre —2
pour la matrice K, est la dimension de {x € C" | —z¢ -z = x}.

Remarque 2.5.5. Un élément neutre pour l'algébre de Markus est toujours (& cause de la proposi-
tion 2.4.2) un point isolé de J.

Propriétés de Palgébre de Markus. — La premiére propriété de cette algébre est la suivante :

Proposition 2.5.6 (Markus [15]). Les algébres associées & deux systémes quadratiques sont isomorphes
st et seulement si ces deuz systemes sont équivalents.

Cette proposition permet de distinguer effectivement certains systémes entre eux (voir les proposi-
tions ?7XX).
On a bien siir aussi :

Proposition 2.5.7. Le groupe Aut(F') des automorphismes du champ de vecteurs quadratique F est le
groupe des automorphismes de son algébre de Markus. O

Les éléments nilpotents d’ordre 2 dans ’algébre de Markus, que nous avons envisagés d’un point de
vue géométrique au § 2.1, d’'un point de vue plus algébrique ici, ont aussi, bien siir, une interprétation en
termes du systéme différentiel proprement dit. Comme le second membre, F', est quadratique, Iorigine
est toujours un zéro du champ de vecteurs, une singularité du systéme. A cause de ’homogénéité du
second membre, si le second membre s’annule ailleurs qu’en 0, c’est-a-dire si F'(z) = 0 a une solution x
non nulle, alors toute la droite complexe engendrée par x est constituée de points critiques. Choisissons
un vecteur non nul v, de cette droite et complétons le en une base (vi,ve2,vs) de C3. Dans cette base,
comme F'(v1) = 0, les coefficients aﬁ,l apparaissant dans le systéme différentiel sont tous nuls. Donc le
vecteur vy vérifie v; - v1 = 0. La réciproque de cette propriété est immédiate et I’ensemble forme un
autre des résultats de Markus :

Proposition 2.5.8 (Markus [15]). Le systéme quadratique a une singularité isolée en 0 si et seulement si
l’algebre associée n’a pas d’élément nilpotent d’ordre 2. ]

Pour que la singularité en 0 soit isolée, il est donc nécessaire est suffisant que ’ensemble Joo soit
vide (c’est une des raisons de considérer avec attention les solutions de F'(xz) = 0). Lorsque ce n’est
pas le cas, le systéme différentiel posséde, pour tout xg € Jo, les solutions constantes ¢ — Cxg (pour
CeC).

Proposition 2.5.9 (Markus [15]). Le systéme quadratique a une solution non constante dont le support
est contenu dans une droite engendrée par un vecteur v si et seulement st un multiple de ce vecteur v
est un idempotent de [’algeébre associée.

Démonstration. Supposons qu’une solution ait son support contenu dans la droite engendrée par un
vecteur non nul v; et choisissons ce vecteur comme premier vecteur d’une base de C2. Le vecteur
(x1(t),0,0) est solution du systéme différentiel, donc dans les lignes autres que la premiére, il n’y a pas
de terme x2. On a donc aﬁyl =0 pouri>2et

v1 - v1 = Avp pour un A # 0.

Le vecteur v = vy /A est alors un idempotent. O
C’est dire que —v € J. il est bien clair que, pour xo € J, t — t 'xg est solution du systéme. Si
z(t) = t7twg, on a @(t) = —t 2z et F(x(t)) = t 2F(x¢), de sorte que & = F(x) si et seulement si
xg € J.
Dit autrement, pour xg € J, le flot du champ de vecteurs F' est
To
¢'(z0) =

1+t
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(une solution qui part a l'infini en temps fini) et plus généralement, en reparamétrant pour les points

de cette droite,
o

T
1+ ot

cpt(oza:o) = 0.

Nous allons voir les idempotents jouer un réle important dans les questions d’intégrabilité.

2.6. Etude spécifique des algébres de Markus ayant un élément neutre. —

2.6.a. Le cas de la dimension 2. — Supposons que 'algébre de Markus ait un élément neutre e et
soit de dimension 2. Soit v un vecteur indépendant de e. On a

e-e=e, e-v=uv, etv-v=ae+ bu.

Si b =0, en multipliant v par un scalaire convenable, on peut supposer que v-v=0ouv-v =e.
Sinon, posons u = ae + fv, de sorte que

u? = (o + aB?)e + B(Bb + 2a)v.

Si b? + 4a = 0, on peut choisir a et 3 de facon que u - u = 0, sinon, on peut les choisir de facon que
u-u = e. On a démontré que les algébres de Markus de dimension 2 possédant un élément neutre sont
isomorphes a 1'une des deux algébres

Up - Up = U1 Uy - U = U1
Uy - U2 = U2 Uy - U2 = U2
Uug - U2 = Uy, UQ-UQZO.

Dans le premier cas, en posant vy = (u; + u2)/2, va = (u; — u2)/2, on voit que 'algébre est somme
directe de deux algébres de dimension 1. Le systéme différentiel correspondant est équivalent &

i = a2
j:g = :c%

: 2
r1 =2
{ 1 (A0

Dans le deuxiéme cas, le systéme est

.fg = 2$1x2.

Jappelle ce systéme (Ac)3 (Ac pour académique, 2 pour la dimension et 0 parce qu’il y aura au §?7
un systéme (Ac)?, pour un paramétre a qui vaut ici 0).

Nous rencontrerons plus bas (proposition 4.2.7) une autre propriété des systémes dont I’algébre de
Markus posséde un élément neutre : ils n'ont pas d’intégrale premiére polynomiale et tout semble
indiquer qu’ils ne sont pas intégrables. Pourtant ils possédent une propriété d’invariance qui permet
d’en construire des solutions. Pour 'essentiel, ce qui suit est inspiré de la note de Halphen [8].

Proposition 2.6.1. Soit F' un champ de vecteurs quadratique sur C™. On suppose que ’algébre de Markus
associée posséde un €lément neutre e. L’application

CxC'——CxC"
(t,y) —— (u(t),a(t)e +u'(t)y)

= F(y) en une solution x(t) de dx = F(x) lorsque le couple (o, u’)

dt

transforme une solution y(u) de d—y
u
est solution du systeme (Ac)Z.

Cette proposition permet de construite beaucoup de solutions du systéme a partir d’une solution
donnée. Remarquons que, lorsque (a, ') satisfait a la condition de la proposition, les deux fonctions
ont des poles et ne sont donc pas définies partout. Les solutions sont en effet

1 B B

alt) = ——, J(t) = A1 u(t) = 1 +C.
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Il y a bien str trois paramétres libres dans la solution u(t) (remarquons aussi que ¢ — u(t) est une
homographie). En particulier, si n = 3, on peut espérer obtenir ainsi « toutes les solutions » ou « la
solution générale » & partir d’une solution bien choisie, si x(t) est une solution,

! e+ B x B +C
A—t (A—1)? A—t
en est une aussi, pour tout choix de (A, B,C) € C x C* x C.

Ce qui ne donne pas forcément du nouveau. Par exemple la solution rationnelle ¢ — —t~1e est un
« mauvais » choix puisque la formule ci-dessus donne alors

C 1
tt e= e

B+C(A—t)° D—t

(la méme solution au choix de l'origine du temps prés).

Démonstration. La démonstration de la proposition est une simple vérification. Posons

z(t) = aft)e + B(t)y

de sorte que

dx . . dy

T a(t)e + B(t)y + 5@)@F(y)
et que

F(z) = F(ae + fy) = a’e + 2a8y + 2F(y)
d

puisque e est élément neutre. Si d—y = F(y), il est clair que

u

a=a?, f=2ap, u=p

donnent un x solution. O

3. Etude des conditions d’intégrabilité de Kovalevskaya et Liapounov

Etudions ici la condition d’intégrabilité de Kovalevskaya, c’est-a-dire le fait que le systéme ait des
solutions méromorphes (c’est-a-dire, comme Kovalevskaya, aux développements de ces solutions en
séries de Laurent, pas de Puiseux).

3.1. Des solutions méromorphes ? —

Remarque 3.1.1. La question d’avoir des solutions méromorphes peut sembler trés artificielle. De trés
simples et respectables systémes quadratiques se résolvent explicitement trés facilement... sans pour
autant avoir beaucoup de solutions méromorphes. Par exemple, le systéme (académique)

fCl = T2x3
l"g = 1’% (AC)3
i3 =0,

variante homogéne de ’équation du second ordre &1 = j:%, a pour solution générale

1
(1,22, 23) = ( — Clog(t— B) + A, eyt C’).
Les solutions méromorphes sont celles pour lesquelles C' = 0, il y en a assez peu (I’équation non
homogéne n’en a d’ailleurs aucune (ses solutions correspondent & C' = 1). Pourtant cette question
des solutions méromorphes est (et surtout a été) assez féconde pour engendrer la théorie des systémes
algébriquement complétement intégrables.

Remarquons que, comme les systémes considérés sont autonomes, on peut ne s’intéresser qu’au cas
de poles en t = 0.
Si une solution x a un poéle d’ordre « en 0, c’est-a-dire si le vecteur x s’écrit

x =t “xog+ty(t)) ot g # 0,y est holomorphe au voisinage de 0 et o > 1,
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alors & = F(x) s’écrit
—t7 N axo + t((a — Dy + tg)) = t 2*F(x + ty).
On a donc :

Proposition 3.1.2. Si une solution est une fonction méromorphe du temps et s’écrit x = t~*(zo +ty(t))
(avec y holomorphe en 0), alors,

— soit xg € Joo est le pdle est au moins double,
— soit xg € J est le pole est simple. O

Exemple 3.1.3. Reprenons I'exemple (académique) du systéme (Ac)3

s 2
{"“ - (Ac)?

To = 2x129

0= (=ri )

(toutes les solutions sont méromorphes), et que I'on peut écrire, aprés avoir changé l'origine du temps,
x(t) = t72((0, B) + t(—1,0)) = t %(xo + ty(t)) avec xg = (0, B) € Jo.

dont la solution générale est

Nous étudions surtout dans la suite des solutions qui ont un pole simple en 0 (c’est-a-dire dont
aucune des coordonnées n’a de podle d’ordre supérieur ou égal a 2).

3.2. Le critére de Liapounov. —

Proposition 3.2.1. Soit xq € C™. Alors

(1) z(t) = t ™'z est une solution du systeme si et seulement si xq est élément de J.

(2) Les solutions de l’équation linéarisée le long de cette solution sont des fonctions (univaluées) de
t si et seulement si la matrice de Kovalevskaya associée a xg est diagonalisable et a toutes ses
valeurs propres entiéres.

Démonstration. La premiére assertion est rappelée ici dans un souci de complétude : nous avons déja
remarqué qu’elle est vraie. Pour montrer la deuxiéme, on remarque d’abord que ’équation linéarisée
le long de cette solution est

X(t) =20t wo, X () = t 1Ko (X (1)).
On pose ensuite ¢t = e®. Le systéme devient X'(s) = K, X (s), ce qui s’intégre sans mal (puisque la
matrice est constante) en
X (s) = exp(sKsz,)X(0).
On écrit ensuite K, = D + N ou D est diagonalisable, N nilpotente et DN = ND. Alors
X (s) = exp(sD)exp(sN)X(0).

La matrice exp(sN) est un polynome en s = logt, il est donc nécessaire que ce polyndéme soit constant,
donc N = 0 et K, est diagonalisable Ensuite, dans une base ou elle est diagonale, les composantes

des vecteurs solutions s’écrivent y;(t) = ty;(0), il est donc nécessaire que les ); soient entiers. La
réciproque est claire. O

C’est pour la raison qui apparait dans cette démonstration que les valeurs propres des matrices de
Kovalevskaya sont souvent appelées exposants de Kovalevskaya.

Remarques 3.2.2.
(1) Le systéme linéarisé le long des solutions issues de J a une singularité réguliére en 0.
(2) Le vecteur X (t) = —t~2xg, vecteur tangent a la solution choisie, est, comme il se doit, solution

de I’équation linéarisée. On a
X(t) = 2t3wg = Ky1,, (—t " 2m0) = —t 3Ky (20).

Nous I'avons dit (proposition 2.4.1), la matrice K, a toujours (quand xg € J) la valeur propre
—2 (pour le vecteur propre xg).
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3.3. Le critére de Kovalevskaya Les propriétés de la matrice de Kovalevskaya jouent donc un réle
important dans les questions d’intégrabilité qui nous intéressent. Il se trouve que les propriétés qui lui
font satisfaire le critére de Kovalevskaya sont presque identiques & celles qui lui font satisfaire celui de
Liapounov, comme le montre la comparaison entre la proposition suivante® et la précédente.

Proposition 3.3.1. Pour que toutes les solutions du systéme différentiel soient des fonctions méromorphes
du temps avec un pole simple, il est nécessaire que la matrice X, soit diagonalisable a valeurs propres
entieres, toutes positives ou nulles sauf la valeur propre —2, et que celle-ci ait multiplicité 1.

Remarque 3.3.2. 11 s’agit bien d’une condition nécessaire pour que les solutions soient méromorphes a
poles simples. Dans 'exemple académique (Ac)(QJ considéré ci-dessus (exemple 3.1.3) dont nous avons
vu que toutes les solutions sont méromorphes, la matrice de Kovalevskaya en (—1,0) € J est —21d, qui
ne satisfait absolument pas a la propriété requise (la matrice K, en = € J, non plus).

Démonstration de la proposition. C’est la méthode utilisée par Kovalevskaya elle-méme (dans la lettre
citée) et c’est la raison pour laquelle on donne son nom a la matrice X,,. On cherche les solutions du

systéme sous la forme
w(t) =t apt”
k>0
ou les vecteurs zj sont a déterminer. Le systéme différentiel se traduit dans I’équation
—zo+ > (k= Dapt* = FO at®)
E>1 k>0

que ’on résout de proche en proche. Le terme constant donne

—x9 = F(x9), soit xg € J,
le terme en ¢ donne

0 =2®(zg,z1) = Ky (x1) done 21 € Ker Ky, .
Puis, en supposant z, ..., Z_; connus, le terme en t* donne
(k = Dy = ®(zo, vx) + P(z1, 78-1) + -+ + (7, T0)
= 2(13(.%(), a:k) — kal
ol Vj,_1 est un vecteur qui ne dépend que de x, ..., xr_1. Le vecteur xj est donc solution de I’équation
(Kzy — (= 1)Id)zg = Vi1

qui a une solution unique si et seulement si k — 1 n’est pas valeur propre de K,.

Pour que les solutions de I’équations soient toutes méromorphes, il est nécessaire que le résultat de
tous ces calculs donne un espace de solutions de dimension n — 1 (le systéme est d’ordre n mais il est
autonome et il y a une constante d’intégration cachée dans le choix de 'origine du temps). Il est donc
nécessaire que la somme des dimensions des espaces solutions de

(Kgy — (k= 1) Id)xy, = Vj—q pour k >1

soit égale & n — 1. Ce qui, d’abord, ne laisse que multiplicité 1 & la valeur propre —2. Chacun de ces
sous-espaces affines est vide ou de dimension la dimension du sous-espace propre de K, pour la valeur
propre k — 1. Il est donc nécessaire que la somme des dimensions de ces sous-espaces propres soit n — 1.
D’ott la proposition. O

Remarque 3.3.3. Les valeurs propres des matrices de Kovalevskaya satisfaisant a 'un des critéres de
Kovalevskaya ou de Liapounov sont donc constantes le long des composantes connexes de ’ensemble
indiciel J.

Corollaire 3.3.4. Pour qu’un systéme quadratique satisfasse & la condition d’intégrabilité de Kovalevs-
kaya, il est nécessaire que son ensemble indiciel J soit de dimension 0.

Démonstration. Sinon, la proposition 2.4.2 nous dit que X, a la valeur propre —1. O

(P es résultats contenus dans ce paragraphe et le précédent sont bien connus (on les trouvera par exemple, pour des
systémes homogenes plus généraux, dans [1, Chapitre 7]).
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Proposition 3.3.5. Les solutions de Laurent formelles obtenues par la méthode de Kovalevskaya sont
convergentes.

Démonstration. La démonstration que je donne ici est inspirée d’'une démonstration plus générale
de [1]. Fixons zp € J et appelons ¢ le plus petit entier plus grand que la plus grande valeur propre A
de Kg,. Ainsi, pour m > ¢, K, —mId est inversible et 'on a

1
[%ay —mId]| > £~ A= 2 >0

et donc aussi, pour

Tmr1 = (Kog =mI) ™ Vi), Jzmsa |l < AlVall-
Nous voulons montrer que la série g + Y ;54 thxy est convergente (la solution de Laurent correspon-
dante est t~!(xg + > .5, tFx1)). Par définition de V,,

Vil < @MY llzall sl -

a+b=m
a,b>1

Soient By = 1 + sup {||z4]| | @ < £}, puis par récurrence

By =A|®|| > B.B, pour m > 2,

a+b=m
a,b>1

et enfin
f(t) = Byt
m>1
L’idée est que les coefficients de la série entiére f majorent les normes des xj, et que la définition de
ces coefficients par récurrence permet de calculer cette série f est de montrer qu’elle est convergente,
on en déduit la convergence normale désirée de la série Y zxt* pour |¢| petit.

Montrons d’abord que ||z|| < Bg. Pour k < ¢, on a ||xg|| < By (par définition de By) et By < By
(par définition de By). Pour k > /¢, ¢’est une récurrence :

lawll < AllVical
<Al 3 laal o

a+b=m
a,b>1

<Al Z BuBy = By.
a+b=m

a,b>1
Montrons maintenant que f est solution d’une équation du second degré :

f(t) — Bit 1 k
= Byt
ARl AT

_ Ztk< 3 BaBb>

k>2 a+b=k
a,b>1

(S ) (5 5¢)

a>1 b>1

= f(t)*,

de sorte que
fe) = 1— (1 —4A|®| Byt)'/?
24| 2f
est holomorphe au voisinage de 0 et donc que la série définissant f est bien convergente au voisinage
de 0. C’est ce que nous voulions démontrer. O
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3.4. Retour aux automorphismes. — Le fait que le groupe d’automorphismes n’est pas trés in-
téressant est confirmé par la proposition suivante.

Proposition 3.4.1. Si l’ensemble indiciel du systéme est fini et non vide, son groupe d’automorphismes
est un sous-groupe du groupe des permutations de J (et en particulier c’est un groupe fini).

Démonstration. Soit N le cardinal de J. Le groupe Aut(F’) opére sur J, ce qui donne un homomorphisme
de groupes
Aut(F) —— Gy
Il suffit pour démontrer la proposition, de montrer que le noyau K de ce morphisme est un groupe
fini. Soit donc ¢ € Aut(F') un automorphisme qui fixe chaque élément de J. Soit zg € J. Considérons
le systéme différentiel linéarisé le long de la solution particuliére (rationnelle) ¢ +— t~1ag,
Y =20t 1z, V) = 2t 1D (2, Y).
Remarquons que cette équation est a singularités réguliéres, d’une part, et de ’autre que
d . 1
7PY) =0(Y) =27 o(®(20,Y))
-1
=2t ®(p(x0), p(Y))
= 20710 (w0, p(Y))
puisque p(zo) = xg, et donc ¢ transforme une solution en une solution. Ainsi le noyau K est un sous-
groupe du groupe de Galois de cette équation linéaire. Comme 1’équation est fuchsienne, ce groupe de
Galois est I'adhérence de Zariski du groupe de monodromie qui, comme la solution est rationnelle est
trivial. Dons K est trivial et Aut(F') fini (chacun de ses éléments étant déterminé par les images des
éléments de J). O

4. L’intégrabilité au sens de Liouville

Comme nous sommes dans C” ou, quand nous y serons forcés, dans un ouvert de C", utilisons la
forme bilinéaire symétrique standard

(X,Y)=((Y_ Xier), (D Yier)) = ) XY

et des notations vectorielles,
OH
grad, H = g a—a%(ur)eZ

Avec ces notations, si H : U — C est une intégrale premiére du systéme sur un ouvert U de C", on a
pour tout x € U,
(dH)z(F(x)) =0 ou (grad, H, F(z)) = 0.

Sin = 3 j’utiliserai aussi, sans état d’ame, le « produit vectoriel »

a x bz — cy a x
blANly] =|cx—az], un vecteur orthogonala [ b ] eta [y
c z ay — bx c z

4.1. Structures de Poisson et systémes hamiltoniens intégrables en dimensions 2 et 3. —
Dire que le systéme est hamiltonien, c’est dire qu'’il existe une structure de Poisson sur C", notée { , },
et une fonction H telles que le systéme s’écrive

JIZ:{xl,H(.I)} 1§Z§n

Lorsque c’est le cas, H est une intégrale premiére. Dire que le systéme est intégrable, c’est dire qu’il
posséde, en plus des fonctions K qui satisfont a { f, K} = 0 pour tout f (les « Casimir » de la structure
de Poisson), « assez » d’intégrales premiéres qui commutent. Ici, « assez » veut dire (n — p)/2 si p est
le nombre de Casimir.

Je vais m’intéresser ici spécifiquement aux cas des petites dimensions (n = 3, mais aussi n = 2 a
titre d’introduction) et démontrer qu’un systéme en dimension 2 (resp. 3) qui posséde une (resp. deux)
intégrale(s) premiére(s) est un systéme hamiltonien.
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En dimension 2. — Si n = 2 et si le systéme posséde une intégrale premiére H sur un ouvert U de
C?, de grad, H - F(x) = 0, on déduit que F(z) doit étre de la forme
0OH OH
F(z) = -
(@)= 50) (g ot )
et donc que le systéme s’écrit
. 0H
i =—f (m)aT:Q
. oOH

C’est donc un systéme hamiltonien pour la forme symplectique
1
w= ?dazl A dxo

sur I'ouvert de C? ot la fonction f n’est pas nulle. Autrement dit, si le systéme posséde une inté-
grale premiére sur ou ouvert, alors il existe une structure symplectique pour laquelle le systéme est
hamiltonien. La fonction f (ou son inverse 1/f) est le classique « facteur intégrant ».

Exemple 4.1.1. 11 est clair que la fonction H(x,z2) = —x—g est une intégrale premiére (rationnelle)
21

s 2
{“ - (Ac)?

562 = 2561.%‘2

pour le systéme (Ac)3 :

Ce systéme admet le facteur intégrant f(z1,72) = z1, il est hamiltonien pour la forme symplectique
dr1 N dxo

1
Ty

avec le hamiltonien H.

Exemple 4.1.2. Considérons le cas d’'un systéme dont le second membre consiste de deux formes pro-
portionnelles,

:i'Q = )\Fl(xl,mg),

{i’l = Fi(x1,22)

de sorte que H = x9 — Az est une intégrale premiére (linéaire), que nous avons bien
OH OH
Flx)=FNx) | ———,—
(@) = Fi(o) (- go 5 ).
et que le systéme est hamiltonien sur 'ouvert ot F} n’est pas nulle (le complémentaire de son cone

isotrope), pour la forme symplectique

1
w= fﬁ dr1 A dxs.

Notons qu’il est aisé d’« intégrer » explicitement ce systéme grace a l'intégrale premiére H, qui donne
z9=C1+ Ax1 et 1 = Fl(:El,Cl + )\SL‘l) = (I{L‘% + 2bxy + c,

qui se résout en

(ct 4 Co)e?bt sia=0
—2(au +b) _
x = a_02672(au+b)t—u sia#0etau+b+#0
1 b :
o at  a sia£0etau+b=0
2 —Q a

(ot u est une racine, simple dans le premier cas, double dans le deuxiéme, de au? + bu + ¢ = 0).
Remarquons que ces solutions sont des fonctions méromorphes du temps (en général avec une singularité
essentielle a 'infini).

Les solutions sont méromorphes rationnelles si a = 0 ou au + b = 0, définies sur C/TZ (pour
T = in/(au + b)) et avec une singularité essentielle & 'infini sinon. Pour conclure sur cet exemple,
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remarquons qu’ici, I’ensemble indiciel J est formé des points xg = (21, Ax1) tels que —z1 = Fy(z1, 21),
en général une équation du second degré, la matrice de Kovalevskaya en ses points a la valeur propre
—2 et la valeur propre 0. Il n’est donc pas étonnant que les solutions soient méromorphes. Remarquons
pour finir que le méme calcul s’applique en dimension n & tous les systémes quadratiques qui ont n — 1
intégrales premiéres linéaires.

Exemple 4.1.3. Considérons le classique exemple de Lotka-Volterra (LV) (méme s’il n’est pas homogeéne),
équivalent a

ig = xg(—C + 331)

{j}l = :L'l(a — 1'2) (LV)

(I'utilisation de ce systéme pour modéliser I'influence de la péche sur les populations de requins et de
sardines en Méditerranée est trop classique pour que j'aie pu me permettre, méme en travaillant sur
C, de ne pas garder les signes des coefficients). Tout aussi classique est ce qui suit (voir par exemple

le beau et élémentaire livre [11]) ou l'on écrit
—Cc+ 2 a — X9

d$1 —
I T2

dCL'Q == 0,

puis l'on utilise la séparation des variables pour en déduire que
c,.a_ —I1—T
H(xy,29) = af{age *1772
est une intégrale premiére (méme pas méromorphe!). Le systéme est hamiltonien pour une forme
symplectique comme ci-dessus, avec
_ l—c l1—a _x1+x
fla1,m9) = —y "y e

sur n’importe quel ouvert de la forme U x V ou U et V sont des ouverts simplement connexes de
C — {0}. Bien entendu, dans le cas ol a et ¢ sont des entiers, il n’y a pas de probléme avec les
puissances (mais les fonctions obtenues, méromorphes et méme parfois holomorphes, n’ont rien de
polynomial ni d’homogeéne).

En dimension 3. — Un crochet de Poisson satisfait, pour toute fonction g,

0 15)
{z1,9} = 07692 {z1, 22} + 379:‘613 {z1, 23}, etc.

Donc, si K est une fonction de Casimir pour ce crochet,

oK oK
s {w1, 22} — 9rs {3, 21} =0, ete,,
de sorte que, si K n’est pas constante, les vecteurs
{2, 23}
{3, 21} | et grad K
{z1, 22}

sont colinéaires.

Proposition 4.1.4. Si K est une fonction de Casimir non constante pour un crochet de Poisson {-,-} en
dimension 3, il existe une fonction g telle que

0K
{zs,2;} = ga—xk st {i,7,k} = {1,2,3} et la permutation (i,7,k) est paire. O

Un systéme hamiltonien pour une structure de Poisson en dimension 3 est un systéme possédant
deux intégrales premiéres, I'une, disons K, étant un Casimir de la structure de Poisson et 'autre, disons
H, le hamiltonien du systéme. On a alors

grad, H - F' = grad, K - I' = 0.
Il existe alors un ouvert U de C et une fonction f: U — C telle que

F(z) = f(z)grad, H A grad, K.
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Ici aussi, f peut étre appelée un facteur intégrant. Si 'on définit
oK
{zi,z;} = f— si {i,7,k} ={1,2,3} et la permutation (i, j, k) est paire,

on a défini une structure de Pmsson dont K est un Casimir et le systéme s’écrit &; = {x;, H} = Fj,
donc est hamiltonien de hamiltonien H.

Autrement dit, s’il existe deux intégrales premiéres fonctionnellement indépendantes, il existe une
structure de Poisson pour laquelle I'une est un Casimir et 'autre le hamiltonien.

Exemple. Par exemple, avec K = x% — x%, le crochet de Poisson est donné par

{wo, 3} =221, A{as, a1} = -2, {w1, 22} =0 (Eu)
et le systéme d’Euler est hamiltonien de hamiltonien H = —x? — 23 + 223.
Intégrales premiéres singuliéres. — Une intégrale premiére a tendance a présenter des singularités

variées. En voici quelques exemples.

Exemple 4.1.5 (Structure de Poisson des requins et sardines). Considérons & nouveau le systéme de
Lotka-Volterra, cette fois homogénéisé (et donc cette fois authentiquement quadratique),
.’i’l = 1‘1(0,%3 — .’/CQ)
io = wo(—ca3 + 1) (LV)n
3 = 0.
La fonction K(x1,xe,z3) = x3 est une intégrale premiére et de méme, & cause du calcul précédent,

H(z1, 29, x3) = 27325 e 01772,

Ici
r1(axs — x2)
F(z) = | za(—caxz +x1) | = 1“3y "3e"1 %2 grad, H A grad, K.
0

Il y a donc une structure de Poisson sur I'ouvert de C? oil la fonction f est définie et non nulle pour
laquelle le systéme est hamiltonien.

Exemple 4.1.6. Considérons le systéme (académique)

{:'Cl =2x179 + ZC%

A 2
By = 223 (Ac)

dont la solution générale est
2

1 1
= | - log(t — A =——.
o <4 og(t - B) + )t—B R
x
La fonction H(z1,z9) = ot _ log x2 est une intégrale premiére (le systéme est hamiltonien pour le
45
facteur intégrant f(z1,72) = x3) — le hamiltonien contient un logarithme.

Exemple 4.1.7. Le systéme considéré dans la remarque 3.1.1, dont les solutions possédent elles aussi
des logarithmes, posséde une intégrale premiére linéaire (K = x3) et une autre

T 3
H (w1, 79, 13) = 2 €Xp <—> ; (Ac)
3
pas vraiment méromorphe non plus au voisinage de x3 = 0, cette fois l'intégrale premiére a une

singularité essentielle.

J’ai donné ces exemples élémentaires et bien connus pour montrer que la question des intégrales
premiéres méromorphes est une question assez artificielle — a fortiori celle des intégrales premiéres
polynomiales.

Remarque 4.1.8. Si H et K sont des intégrales premiéres rationnelles (par exemple polynomiales) du
systéme quadratique, le facteur intégrant f est, lui aussi, une fonction rationnelle.
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Toute artificielle soit cette hypothése, nous allons demander désormais que 1’éventuelle structure de
Poisson pour laquelle notre systéme est (ou doit étre, ou est espéré étre) hamiltonien est homogene de
degré disons w (pour Poisson).

4.2. Intégrales premiéres polynomiales. — Commengons par étudier de fagon trés naive l'exis-
tence d’intégrales premiéres polynomiales.

4.2.a. FEzistence d’intégrales premiéres polynomiales. — Si f est une intégrale premiére polyno-
miale(®, comme le systéme est homogene, chacune des composantes homogenes de f est une intégrale
premiére. Nous nous intéressons donc seulement ici aux intégrales premiéres homogénes. Le fait que
le systéme posséde telle ou telle intégrale premiére polynomiale est lié a la géométrie du champ de
vecteurs F'(x). Par exemple, il posséde une intégrale premiére linéaire si et seulement si les formes
quadratiques coordonnées de F' sont liées, ou, de facon équivalente, si I'image de F' est contenue dans
un hyperplan de C™ (ce qui est clairement le cas dans 'exemple de Kac-van Moerbeke ot la somme
des trois formes quadratiques est nulle). L’existence de telles intégrales est liée, elle aussi, & la matrice
de Kovalevskaya.

Rappelons qu’une fonction holomorphe® au voisinage d’un point zy posséde une « forme initiale »
en xo, le terme homogéne de plus bas degré de son développement de Taylor en zy (voir [19] ou
encore [2] pour les propriétés de ces formes initiales, notamment celle qui suit).

Proposition 4.2.1. Soit f une intégrale premiére holomorphe d’un systéeme différentiel sur C™. Soit
t — x(t) une solution non stationnaire du systéme et soit x = xz(to) un point de cette trajectoire. La
forme initiale f° de f en x est constante le long des solutions de ’équation linéarisée le long de x. [

Proposition 4.2.2. Soit f un polyndme homogéne de degré k qui est une intégrale premiére du systéme
différentiel. Soit xo € J. La forme initiale de f en x¢ annule tous les vecteurs propres de Ky, pour les
valeurs propres autres que son degré k — £.

Onal</{<k, avec f =1 sixg n’est pas un point critique de f.

Démonstration. On applique la proposition 4.2.1 & f° le long de la solution particuliére ¢ — t~1zq. Si
t — Y (t) est une solution de ’équation linéarisée, nous savons donc que

te foa,, (V(1) =t * 9 f2 (Y(t)) ne dépend pas de .

Soit v un vecteur propre de X, associé a une valeur propre A et soit Y (¢) 'unique solution de I’équation
linéarisée qui vaut v pour t = 1. On a donc

O (Y () = fry(0),
et, comme nous 'avons vu (dans la démonstration de la proposition 3.2.1), si A # k — ¢, alors Y (¢) est
un polynome en logt. De méme fp (Y(t)). Pour que t_(k_f)fa‘fo (Y(t)) soit constant, il est nécessaire
que ce polynome soit nul. On a donc nécessairement fy (v) = 0. O

En particulier, donc, si f est une intégrale premiére polynomiale homogéne de degré k£ qui s’annule
a l'ordre £ an xo, alors f7, (v) = 0 pour tous les vecteurs propres correspondant & des valeurs propres
différentes de k — 2.

Remarque 4.2.3. Que les matrices de Kovalevskaya d’un systéme possédant une intégrale premiére
linéaire aient la valeur propre 0 est une conséquence de la proposition 1.3.2.

Corollaire 4.2.4. Si le systéme posséde £ intégrales premiéres polynomiales homogénes de degré k dont
les différentielles sont indépendantes en xo, alors k—1 est une valeur propre de K, de multiplicité au
moins égale a £.

Voici quelques illustrations de ce corollaire.
— Les matrices de Kovalevskaya obtenues dans le cas d’Euler et dans celui de Kovalevskaya (Ko)g
ont 1 comme valeur propre double et nous avons vu que ces deux systémes ont un espace
d’intégrales quadratiques de dimension 2.

®)Le méme argument vaut pour les intégrales premiéres analytiques (ou formelles).
) Les fonctions méromorphes ont aussi des formes initiales, mais nous nous intéressons ici seulement aux polynomes.
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— Le systéme de Kac-van Moerbeke posséde une intégrale premiére de degré 1 et une de degré 3,
ce qui est cohérent avec les valeurs propres 0 et 2 de ses matrices de Kovalevskaya.

— Le cas du systéme de Lotka-Volterra (LV) est amusant. La valeur propre 0 est double. Il n’est
pas trés étonnant que 0 soit valeur propre, puisque le systéme a une intégrale premiére linéaire,
la fonction x3, que nous avons introduite de force en homogénéisant le systéme. Mais il n’en a
pas d’autre! Ce qui ne 'empéche pas d’étre intégrable au sens de Liouville, comme nous l’avons
vu dans 'exemple 4.1.5.

— Le systéme de Kasner posséde, comme nous ’avons déja remarqué au § 77, une intégrale premiére
de degré 2, la fonction

0'2(33) = Tox3 + T3x1 + T1X2,
et I’on vérifie facilement qu’il n’en a pas d’autre. Sa matrice de Kovalevskaya a une unique valeur
propre positive entiére positive ou nulle, égale a 1.

Remarque 4.2.5. Si L est une intégrale premiére linéaire, alors L(z) = L(F(z)) = 0, donc I'image de F'
est contenue dans ’hyperplan d’équation L = 0. En particulier, les formes quadratiques définissant F’
ne sont pas indépendantes. C’est ce qui se produit dans I’exemple de Kac-van Moerbeke considéré ici.

Remarque 4.2.6. Malgré I'évidence constituée par ces applications, le corollaire 4.2.4 ne permet pas de
démontrer qu’un systéme n’a pas d’intégrale premiére polynomiale. Voir '’exemple de Hoyer spécial
(systeme ABC) ci-dessous (§5.4.1).

Notons quand méme :

Proposition 4.2.7. Si 'algébre de Markus d’un systéme différentiel quadratique posséde un élément
neutre, alors ce systeme ne posséde aucune intégrale premiere polynomiale et aucune intégrale pre-
miére homogéne de degré # —1.

Démonstration. Dans ce cas, il y a un élément xy de ’ensemble indiciel (I'opposé de I’élément neutre)
pour lequel la matrice de Kovalevskaya X, = —21Id. La forme initiale d’une intégrale premiére s’an-
nulerait donc sur tous les vecteurs propres associés & des valeurs propres qui ne sont pas dans N,
c’est-a-dire dans ce cas sur tous les vecteurs de C"... mais une forme initiale n’est pas nulle! O

Exemples 4.2.8.

(1) C’est le cas par exemple du systéme de Halphen (on retrouve ainsi un résultat de [14]) et du
systéme de Hoyer (Ho), mentionné au §5.6.d, qui ne possédent donc aucune intégrale premiére
polynomiale(®).

(2) En dimension 2, reprenons les exemples d’algébres de Markus avec élément neutre 2.6.a. Les
solutions des deux systémes sont respectivement

o= (el ctg) = p )

1 1
Dans le premier cas, — — — est une intégrale premiére (il s’agit du systéme (Ac)?2), dans le
T T2

2

. €2 . .
deuxiéme, — en est une (les facteurs intégrants correspondant sont respectivement —xla:% et

2
7
x1). Toutes les deux sont homogénes de degré —1. La proposition 4.2.7 n’interdit pas l'existence

d’intégrales premiéres !
4.2.b. Les intégrales premiéres homogénes et l’ensemble indiciel J

Proposition 4.2.9. Si H est une fonction homogéne de degré k et une intégrale premiére du systéme
& = F(x) dans C", alors, pour tout o € J on a H(xg) = 0.

Démonstration. C’est une remarque tout a fait immédiate : sur toute solution z(t), H(xz(t) est
constante. Pour zo € J, utilisons la solution z(t) = t~'xg. On a H(t 'xg) = t ¥ H(z0), qui doit étre
constante, ce qui n’est possible que si H(zg) = 0. O]

)] n’a pas d’intégrale premiére rationnelle, toujours d’aprés [14], et pas non plus d’intégrale premiére formelle,
d’aprés [18].
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Il n’est donc pas étonnant que nous ayons trouvé les ensembles indiciels J que nous avons trouvés
dans les exemples intégrables. De méme, dans le cas de Kasner, l'intégrale premiére H = 09 = x93 +
r3T1 + T1T9 est nulle sur toute la conique J.

Ces remarques peuvent faciliter ’étude de I'existence d’intégrales premiéres polynomiales. Voir par
exemple ici le §5.4.1.

Proposition 4.2.10. Si un systéeme quadratique dans C3 admet deux intégrales premicres polynomiales
homogénes de degrés respectifs h et k, en position générale, alors l’ensemble indiciel J du systéme est
constitué de hk points.

Exemples 4.2.11. Dans le cas du systéme de Kac-van Moerbeke, nous avons vu que ’ensemble J est
constitué des trois points (0,1, —1), etc. En effet, nous avons vu qu'’il y a deux intégrales premiéres
polynomiales de degrés respectifs 1 et 3.

De méme le cas d’Euler, qui a deux intégrales quadratiques, a un ensemble indiciel formé de quatre
points.

Démonstration. Je dirai que les intégrales premiéres H et K sont « en position générale » si les courbes
H=1(0) et K~1(0) sont lisses et en position générale dans P?(C). On peut alors leur appliquer le
théoréme de Bézout et elles se coupent en hk points. Montrons que chacun de ces points détermine
un point de J. Soit donc y € C? un vecteur non nul dont l'image dans P?(C) est un des points
d’intersection. C’est dire que les plans tangents en y aux cones H1(0) et K~1(0) dans C? se coupent
transversalement le long de la droite engendrée par y. Soit y(t) la solution du systéme telle que y(0) = 0.
Pour |t| assez petit, on a

puisque H est une intégrale premiére, donc

0 = (dH )y (5(t)) = (dH)y() (F(y(t))
et de méme pour K, donc

F(y) € TyHil(O) N TyKil(O)a

1
et F(y) doit donc étre colinéaire a y. Si F(y) # 0, alors F(y) = ay avec a # 0, alors xyp = ——y est un
a

(I'unique) vecteur de cette droite qui se trouve dans J. O

Remarque 4.2.12. Considérons a nouveau le cas ou H et K sont des formes quadratiques. La condi-
tion imposée ici est que les coniques projectives qu’elles définissent soient en position générale, ce qui
implique que, pour h et k proches de 0, les quadriques affines H~'(h) et K~'(k) se coupent transver-
salement... le long d’une courbe elliptique lisse (moins, ici, quatre points a I'infini).

Remarque 4.2.13. Ici on apprécie la différence entre les deux systémes que nous avons rencontrés et
dont les solutions paramétrent des courbes elliptiques :

— Dlintersection de deux quadriques affines est une courbe elliptique a laquelle manquent quatre
points & l'infini,

— lintersection d’un hyperplan et d’une surface cubique est une courbe elliptique a laquelle
manquent trois points & I'infini.

Exemple 4.2.14. La recherche des formes quadratiques dont les points de J sont des vecteurs isotropes
donne

— dans le cas d’Euler, les formes Alm% + Agx% + Agfﬂg avec A1 + As + Az = 0 comme on pouvait
s’y attendre (voir le §77),

— et de méme, dans le cas de Kovalevskaya, les formes Ayxox3 + Asxzxy + Azxi1x9 avec Ay + As +
Az =0 (voir le §5.3.b).

Remarque 4.2.15. Dans le cas du systéme de Hoyer spécial étudié ci-dessus, I’ensemble indiciel est bien
constitué de quatre points, alors qu'il n’y a en général aucune (et dans le meilleur des cas pas plus
d’une) intégrale premiére polynomiale.
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Remarque 4.2.16. Le fait que les valeurs propres des matrices K, ne dépendent pas de z(, dans les
exemples d’Euler et de Kac-van Moerbeke, est une conséquence du fait que ces systémes possédent
globalement des intégrales premiéres polynomiales.

Corollaire 4.2.17. Un systéme quadratique générique dans C> n’est pas intégrable par des intégrales
premiéres polynomiales.

Démonstration. Si le systéme est générique (au sens de la remarque 2.3.1), son ensemble indiciel J est
formé de 23 — 1 = 7 points, quant & I, il est vide. Le produit des degrés des intégrales premiéres

.....

devrait étre égal & 7, mais la généricité interdit le degré 1 (sinon, Jo, ne serait pas vide). O

5. Des exemples

5.1. Exemples académiques en dimension 2. — Considérons I'’exemple du systéme

. — 2 2
{xl mhdanT o (Ac)?,

ig = 2.%1.%2
Dans l'algébre de Markus, on a
b
Up UL = UL, U U2 = U, UL - U2 = aul + U2,

il n’y a pas d’élément neutre (sauf si a = 0). Au vecteur 9 = —u € J correspond la matrice de

Kovalevskaya
—2 —2a
ko= (7).

Supposons a # 0. Alors le sous-espace propre associé & —2 est de dimension 1 (correspondant au
sous-espace (uj) sur lequel uj est élément neutre). Remarquons que, contrairement a ce qui se pas-
sait dans tous les exemples célébres que nous avons considérés, la matrice de Kovalevskaya n’est pas
diagonalisable.

5.2. Une remarque générale sur la dimension 3. — Je vais présenter maintenant les exemples
les plus classiques en dimension 3. Ils sont apparus dans la littérature mathématique de fagon assez
désordonnée au cours des XVII® et XIX® siécles : la notion d’équivalence n’était évidemment pas au
point.

Par exemple, les systémes « sans carrés » de la forme générale

&1 = a1T2x3 + birsxr1 + crr122
To = agwox3 + bazsx1 + coz122 (Ho)
T3 = azx2r3 + b3r3r1 + c3rwe,

sont parfois nommeés « systémes de Hoyer » (parce qu'ils ont été étudiés dans [10]). Cette forme n’est

évidemment pas invariante par équivalence, ce qui fait que la pertinence d’'une étude générale de ces
systémes n’est pas claire. La méme remarque vaut pour les systémes de la forme

&1 = x1L1 (21, 29, 23)
&9 = waLo(w1, 72, 73) (Ko)
&3 = x3Li(x1, x2, 23)

ol les L; sont des formes linéaires, que j’écrirai aussi

&1 = z1(z — Prwa — 1123)
&g = xo(—agxy + Paxa — Yor3) (Ko)
&3 = x3(—azxr; — P3x2 + Y323).
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Ces systémes sont mentionnés comme une classe particuliére « intéressante » de systémes quadratiques
par Kovalevskaya dans une lettre a Mittag—LefHer(@ [3, chap. VI, je les appellerai donc « systémes de
Kovalevskaya ».

Ces réserves ayant été faites, il n’en reste pas moins que certains cas particuliers de ces systémes
sont des exemples intéressants, ce pour quoi nous les avons nommés ici.

Remarquons dores et déja que les constantes « diagonales » o, B2 et v3 des systémes de Kovalevskaya,
si elles sont toutes non nulles, peuvent étre remplacées par des 1, puisque la transformation

y1=—x1/oa, Y2 =—x2/P2, Y3 =—3/73

transforme le systéme de Kovalevskaya en

U1 =y1(y1 — biyz — c1y3)
Y2 = y2(—azy1 + y2 — c2y3) (Ko)q
U3 = y3(—asyr — bay2 + y3)

(les constantes ont changé).

5.3. Le systéme d’Euler. — Le plus célébre de tous les systémes quadratiques en dimension 3 est
le systéme d’Euler (et il appartient a la liste des systémes de Hoyer). Il s’agit du systéme décrivant
le mouvement d’un solide « libre » autour de son centre de gravité. Les variables dynamiques sont les
composantes du moment cinétique du solide et le systéme s’écrit :

.%"1 = )\1.%2%3
i)g = )\21’31’1 (Eu)
T3 = A\3T172

ot les \; sont des constantes lices a la matrice d’inertie du solide(”), non nulles si on a supposé les
moments d’inertie distincts, ce que je fais dans cet article.

5.3.a. Equivalence. — Par exemple, il est bien clair que tous les systémes d’Euler sont équivalents
entre eux, puisque la transformation y; = a;z;, avec o = A\ \g/4 et {i,7,k} = {1,2,3}, transforme
(dans le cas réel, seulement si tous les \; ont le méme signe(g)) le systéme d’Euler en

Y1 = 2293
Y2 = 2y3y1 (Eu)
Y3 = 2y1yo.

5.3.b. Equivalence (suite). Systéme de Kovalevskaya spécial. — 11 s’agit du cas particulier de systéme

de Kovalevskaya que celle-ci étudie en détail dans la lettre mentionnée au §5.2, le systéme suivant, dit
« Kovalevskaya spécial »

i = a1 (ot — B> — y2s)
&9 = xo(—axy + Bro — yx3) (Ko),
i3 = x3(—ax; — fre + yx3).
Dans la lettre citée, elle explique & son correspondant que les solutions de ce systéme sont des fonctions
elliptiques et elle démontre que ce systéme vérifie la propriété d’intégrabilité que j’ai appelée ci-dessus

(©)En 1884, au moment ol elle met au point la méthode et les outils qui portent son nom et qu’elle utilisera plus tard
avec succeés dans le probléme du solide.
(MPour un authentique solide, on a Ay = (B — C)/A, A2 = (C — A)/B et A3 = (A — B)/C avec A, B et C réels et
0 < A < B < C pour fixer les idées.
®Dans le cas de la mécanique (voir la note 7), deux des coefficients sont négatifs et le troisiéme positif, le systéme est
équivalent, sur R, &
Y1 = 2y2y3
Y2 = —2ysy1 (Eu)
Y3 = —2y1y2.
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« intégrabilité au sens de Kovalevskaya ». Ce systéme est intégrable au sens de Liouville. Toutes les
fonctions

Ayxoxs + Asxsxy + Aszixe  avec Aja+ Axf 4+ A3y =0
sont des intégrales premiéres. Comme dans le cas d’Euler, les niveaux communs de deux de ces fonctions,

intersections de deux quadriques, sont des courbes elliptiques que paramétrent les solutions du systéme.
Ce n’est pas trés étonnant. Ce cas particulier de systéme de Kovalevskaya est équivalent a

n=y1(y1 — Y2 — y3)
U2 = y2(—y1 + y2 — y3) (Ko)s
U3 = y3(—=y1 — y2 + ¥3),

une écriture sous laquelle on voit facilement qu’il est aussi équivalent au systéme d’Euler, puisque, avec
Y1 =—T2—x3, Y2 =—T3—T1, Y3=—T1— 2, et 2z =y — Y2 —y3, etc.

transforme le systéme d’Euler (i1 = 2zox3, etc.) en le systéme de Kovalevsakaya (71 = y1(y1 —y2 —y3),
etc.).

5.3.c. L’ensemble indiciel. — Les équations
—X1 = 21’2%3
—T9 = 2w377 (Eu)
—x3 = 2x17T2

donnent un ensemble J & quatre éléments :

1
J= {2(81,62,63) |Ei::|:1, 818253:—1}.

Dans le cas d’Euler, les trois quadriques de P3(C) se coupent bien en 4 + 3 = 7 points. Ce systéme
n’est pas générique pour autant puisque trois des sept points sont a l'infini.

5.3.d. Les matrices de Kovalevskaya. — Choisissons xy = %(61,82,63) € J. La matrice de Kovalevs-
kaya correspondante est
0 €3 €9
szO = | €3 0 1] - (Eu)
€92 &1 0

Dans le cas (équivalent) considéré par Kovalevskaya,

211 0 —-1-1
K= 0 10] pour zp=(-1,0,0) et K, = | -1 0 —1| pour zg = (1,1,1),
001 —-1-10

les autres s’en déduisant par permutation circulaire.

5.3.e. L’algebre de Markus. — L’algébre a une base (uj,ug,u3) dont les produits des éléments sont
(ARAN ZUQ'UQZU3-U3:O,
A3 A A

2
Ui - up = ?u;g, U - U3 = ?ul, us - up = ?UQ. (Eu)

Supposons (comme la remarque faite au § 1.3.b nous y autorise) que A; = 2. Dans cette algébre,

— les éléments de carré nul sont les multiples scalaires des vecteurs de base,
— les idempotents sont les

1
i(glul + equg + e3u3) avec 812 =1et e169e3 = 1.

On notera que cette algébre n’a pas d’élément neutre.

5.3.f. Les critéres de Kovalevskaya et de Liapounov. —
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5.3.g. Intégrabilité. — Le systéme d’Fuler est intégrable au sens de Liouville, disons pour l'instant
que toutes les fonctions (formes quadratiques)

Alx% + AQSU% + Agx% avec A1 1 + Agdo + AzA3 =0

sont des intégrales premiéres. Les niveaux communs de deux de ces formes, choisies indépendantes, sont
en général des courbes elliptiques (intersections de deux quadriques affines), les solutions du systéme
sont des fonctions elliptiques paramétrant les courbes en question.

5.3.h. Le groupe d’automorphismes. — Les nilpotents d’indice 2 de I’algébre de Markus sont les mul-
tiples scalaires des vecteurs uq, us et us de la base canonique de C3. Tout automorphisme transforme
un nilpotent d’indice 2 en un nilpotent d’indice 2. Donc, si ¢ € Aut(F'), on a

@(ui) = ity @y pour a; # 0 et o € G3.
Mais ¢ doit aussi préserver ’ensemble des idempotents. Donc

p(e1ur + e2uz + £3u3) = €101 Ux(1) + E202Ug(2) + E303U(3)

impose a? = 1 et ajasas = 1. Finalement, Aut(F') est isomorphe au groupe symétrique &, des
isomorphismes qui préservent le tétraédre défini par les idempotents, présenté ici comme 'extension
}—)
0 —— Z/2x Z/2 — Aut(F) =6, 275 &3 1.
5.4. Systémes de Lotka-Volterra et Hoyer spécial. — L’homogénéisation des systémes proie-
prédateur de Lotka-Volterra
T=x(a—0b
. ( ) avec b,c # 0 (LV)
g =1y(—c+dx)
donne un systéme de Kovalevskaya
i1 = x1(=fi1w2 — n23)
Ty = wa(—anxy —y2x3)  avec By, ag # 0. (LV)n

23 =10

J'appellerai « systéme de Hoyer spécial » le systéme

&1 = w1 (22 — Y173)
i’g = .732(1?3 — Oégl)l) (HO)S

&3 = x3(x1 — P3x2)

(les indices sont 1a pour la cohérence avec les systémes de Kovalevskaya (Ko) ci-dessous, je les fais
disparaitre dans la suite). Ce systéme est aussi appelé « systéme ABC' » (voir [16]).

Un cas particulier classique est le « systéme de Kac-van Moerbeke »,

& = x1(r2 — x3)
i‘Q = X9 (.1'3 - 1'1) (KVM)

5'63 = .1‘3(%'1 — 1‘2).

Ce systéme et ses généralisations en dimensions plus grandes sont étudiés dans |1, chap. 7]. Ce systéme
est intégrable au sens de Liouville. Les deux fonctions

H($) =1 + x2 + I3 et K(ZE) = T17273

sont des intégrales premiéres. Leurs niveaux communs sont, comme dans le cas d’Euler, des courbes
elliptiques et le systéme se résout en termes de fonctions elliptiques associées a ces courbes.
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5.4.a. Equivalence. — On vérifie sans mal que le systéme de Lotka-Volterra (LV)y, est équivalent &
t1 = 21(22 — 1123)
g = w1 — Y213) (LV)n
23 =0.
Proposition 5.4.1. Pour qu’un systéme de Hoyer (Ho) soit équivalent au systéme de Kac-van Moerbeke
(KvM), il faut et il suffit qu’il soit de la forme
&1 = x1(c1z2 + bixs)
&g = x2(—bix3 + caxy)
.’i)g = l‘g(—Cgl’l — 611132).
Pour qu’un systéme de Hoyer (Ho) soit équivalent au systéme d’Euler (Eu), il faut et il suffit qu’il

soit diagonal. O

En particulier le systéme (Ho)s n’est équivalent au systéme (KvM) que si « = f = v = 1. Remar-
quons que le cas équivalent a (KvM) est un cas ou les formes quadratiques deuxiéme membre de (Ho)
sont liées : co1 — 129 + b1y = 0.

5.4.b. L’ensemble indiciel. — L’ensemble indiciel du systéme (LV)y est réduit & un point,
J={(-1,-1,0)}.

L’ensemble indiciel du systéme de Hoyer spécial posséde trois éléments,

1={(051)- (ro2) (o))
- 7/87 9y ) 77 ) a’ 9
(si afy = 1), ou quatre

1

— - 101 1 I1+B8+py I1+y+ya 1+a+af
J_{<O,ﬁ, 1)< 1"%)’(@’ 1,0),< T a1 aB 1 )} (Ho)s
(si By # 1).

5.4.c. Les matrices de Kovalevskaya. — Pour le systéme (LV)y, la matrice X,, en l'unique point
xo = (—1,—1,0) de J est

—1-1m
iK:ro =1-1-1 Y2 ] - (LV)h
0 0 O

5.4.d. L’algebre de Markus. — (LV)y. Pour le systéme de Lotka-Volterra (LV)y, la structure de lal-
gébre de Markus est donnée par

. . . . 1 2
Ul - U = U2 - U2 = ug - uz = 0, Ul'u2——§(u1+u2), u2'U3——§

— Les nilpotents d’ordre 2 sont les multiples de w1, uo, ug et de —youy + yi1ue + us.
— Le seul idempotent est —u; — ug et il n’y a pas d’élément neutre.

U, us - uyp = —%ul. (LV)h

Pour XXL’algébre a une base (u1,ug2,ug) dont les produits des éléments sont
U1'U1:u2'u2:'l,L3'U3:O,
1

1 1
up - ug = =(up — aug), ug-uz = =(uy — Pug), uz-uy = =(us —yuy) (Ho)s
2 2 2

avec a = = =1 pour (KvM). Ici

— les éléments de carré nul sont les multiples scalaires de u1, us, us et, si af8y = 1, Byuy +~yuo +us,

) 1 1 L
— les idempotents sont les vecteurs uo — —uy, uz — BUQ et u; — —ug, ainsi, si afy # 1, que
« Y

1—104ﬁ'y((1 B+ A+ (L + 7y +yejuz + (1+ o+ af)us).

Pas plus que celle associée au systéme d’Euler, cette algébre n’a d’élément neutre.
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5.4.e. Clritéres de Kovalevskaya et Liapounov. — Les valeurs propres de la matrice de Kovalevskaya

1 1
en <, -1, O> sont —2, 0 et — + f3, ce qui fait, dans le cas (KvM), —2, 0 et 2 en chacun des points de
o o

J : le systéme (KvM) satisfait donc a la condition de Kovalevskaya comme a celle de Liapounov. Pour
que ce soit le cas de (Ho)s, il est nécessaire que

1 ) 1 1
— + B et de méme — +vet — +«
o B gl

soient des entiers (naturels ou relatifs).

5.4.f. Intégrabilité. — Montrons ici comment les remarques faites au § 7?7 peuvent faciliter ’étude de
I'existence d’intégrales premiéres polynomiales en traitant le cas du systéme de Hoyer spécial

i1 = x1(22 — Y73)
To = wo(ws — aury) (Ho)s
i3 = x3(71 — Bra).

Supposons que les trois formes quadratiques qui forment le second membre soient indépendantes, de
sorte qu’il n’y a pas d’intégrale premiére linéaire. Cette propriété est équivalente au fait que a8y # 1
(ce que je suppose donc ici). Je supposerai aussi que ni « ni 8 ni 7 n’est nul. L’ensemble indiciel J est
alors formé des quatre points

— 1 _ 1 1 1+8+8y 1+y+vya 1+ a+ap
J_{<0,57 1),( 1’0’7>’(a’ 1,0),< 0B =1 afr—1  apr—1 )}

1
Pour zg = <0, -, —1>,
p

1
-4+ 0 0
3 Y
J<$O - _g —1 1 )
g p
-1 B -1

une matrice dont les valeurs propres sont —2 (naturellement), 0 (bien qu’il n’y ait pas d’intégrales

1
premiére linéaire) et 3 +7. Pour qu'’il y ait une intégrale homogéne de degré n+1 (dont la différentielle

: . 1 . :
ne s’annule pas en x), il est nécessaire que B + v soit égal & n et de méme en considérant les deux

points de J suivants, que
1 1 1
—+y=—4a=—4+F=n€N,
B gl a

systéme dont les solutions sont

1 1
— pour n = 1, 8 quelconque, a = 5 et v =1— = (ce qui donne afy = —1# 1),

B
n+evn?—4

—pourn22,o¢:6:7:f(avece:jzl).

Et il nous reste a utiliser le quatriéme point.
1
— Considérons d’abord le cas ot n > 2. Alors a = 3 =  et, pour 2o = 71(1, 1,1) (on a supposé
a p—
a® # 1 donc a # 1),
1 l—a 1 —«
Kzy = | @ l—a 1 )
@ 1 —a l-«

une matrice dont les valeurs propres sont les racines de
(1-a)’ 2+ (1 —a)’A+1+a+a’

Ces racines ne sont réelles que si a = —1, mais dans ce cas elles valent —1/2 et ne sont en tout
cas pas dans N.
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— Considérons le cas ot n = 1 (celui des intégrales premiéres quadratiques). Dans ce cas, le
quatriéme point de J est
1- 1 >
Zo = _67 T a v o 1
(215" 55
et la matrice de Kovalevskaya
1 -8 p-1
1 1 1-p
:Krg - B ﬁ )
1 B 1
-1 -1

dont les valeurs propres sont —2 (double) et 1 (simple), n’interdisant donc pas 'existence d’une
intégrale premiére quadratique. Et en effet, on vérifie sans mal qu’il en existe une.

Résumons ces quelques calculs en un énoncé.
Proposition 5.4.2. Le systeme différentiel
Ty = x1(72 — y23)
:i?z = 2132(1‘3 — OéfL‘l)
i3 = x3(w1 — Br2)
(avec o, (B et~y trois constantes non nulles satisfaisant & afy # 1) ne posséde aucune intégrale premiére
linéaire ni polynomiale de degré > 3 dont la différentielle ne s’annule pas en les points de ’ensemble

! t
e
1-p

indiciel J. Pour qu’il posséde une intégrale premiére quadratique, il faut et il suffit que o =
1
y=1- E (alors affy = —1). Cette intégrale premiére est alors

H(z) = B2} + B%(B — 1)%a3 + (B — 1)%23 + 2 [B(B — 1)%wazs + B(B — L)aszy + B*(1 — B)z1a2] .

Il est pourtant bien connu que ce systéme posséde, dans quelques autres cas, une intégrale premiére
polynomiale (voir [16]).

5.5. Systémes de Kovalevskaya. —

5.5.a. L’ensemble indiciel. — Le systéme « général » de Kovalevskaya est générique. La figure 1
montre les trois coniques, a gauche dans le cas général, la troisiéme ne passant par aucun des points
base du pinceau défini par les deux premiéres, & droite dans le cas spécial ol la troisiéme conique passe
par trois des points base. Il s’agit bien ici d’un exemple générique au sens ou J contient sept points et
Jso aucun.

FIGURE 1. Le pinceau de Kovalevskaya (cas général, cas spécial)
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Comme nous le savons, le cas spécial est équivalent au cas d’Euler, pour lequel, clairement, les
trois coniques ont trois points en commun... mais pour lequel les pinceaux sont dégénérés : les points
communs ont une signification intrinséque, les pinceaux dépendent des choix de coordonnées faits.

Le systéme (Ko)s est

—r1 = x1(Q121 — P12 — N1T3)
—T2 = Ta(—0a2r1 + fox2 — Y273) (Ko)s
—x3 = z3(—a3r1 — B372 + V373)
et son ensemble de solutions est
J= {(_17 0,0), (07 _la 0)7 (O7Oa _1)7 (17 17 1)} .

Dans le cas d'un systéme de Kovalevskaya (Ko)q a coefficients diagonaux non nuls, mis sous la forme

t = z1(21 — b1w2 — C123)
&9 = wo(—agxy + T2 — C373) (Ko)q
i3 = x3(—asxrs — bsxs + x3),
les points (—1,0,0), (0,—1,0) et (0,0, —1) sont dans J.
5.5.b. Les matrices de Kovalevskaya. — Considérons le cas d'un systéme de Kovalevskaya a coeffi-
cients diagonaux non nuls (Ko)g,
i = x1(z1 — biw2 — c173)
To = xg(—agaﬁl —+ 19 — 021'3) (KO)d
T3 = .%'3(—0,3.%'1 — bgxo + 1'3).

Au point z¢g = (—1,0,0), la matrice de Kovalevskaya est

-2 —bl —C1
Kxo = 0 a9 0 . (Ko)d
0 0 as
5.5.c. L’algebre de Markus. — L’algébre a une base (uj,ug,us) dont les produits des éléments sont

U Ul = oqur, U - up = fBoug, U3 - U3 = Y3U3,

1 1 1
up - ug = 5(—,81u1 — ug), Ug-u3z = 5(—721&2 — B3ug), uz-up = 5(—(13%3 — Y1uq).

— Le cas diagonal (Ko)q. Supposons a1 = 33 = 3 = 1, un cas auquel nous avons vu qu’on peut
se ramener quand les termes diagonaux ne sont pas nuls (le cas (Ko)q). Si I'on suppose de plus
que les déterminants

1 —b1 1 —C2 1 —asg 1 _bl —a
Cay 1 by 1| e 1 | P L e
2 3 1 Cay—bs 1

sont non nuls, dans cette algebre de Markus,
e aucun élément non nul n’est de carré nul (c’est le cas dit « générique » représenté a gauche
de la figure 1),
e les idempotents sont w1, ue, ug et quatre autres vecteurs a coordonnées non nulles.

5.5.d. Les criteres de Liapounov et Kovalevskaya. — La condition de Liapounov le long de la solution
particuliére ¢t 12y du systéme (Ko)q est donc que as et a3 soient des entiers. En considérant les points
(0,—1,0) et (0,0,—1), on voit de méme que by, b3, c; et ca doivent aussi étre des entiers.

Le polynome caractéristique de chacune des matrices de Kovalevskaya pour le systéme (Ko)s est

—(A+2)(A—1)2, (Ko)s

la valeur propre double A = 1 posséde un sous-espace propre de dimension 2, donc le systéme satisfait
a la condition de Liapounov comme & celle de Kovalevskaya.
De méme dans le cas (LV)}, ou les valeurs propres sont —2 et 0 (double).
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5.6. Les systémes de Halphen. — Il s’agit du systéme

& = xow3 — x1(T2 + 3)
To = T3XT1 — $2($3 + xl) (Ha‘)
&3 = w129 — x3(21 + T2),

et plus généralement de

I = alx% — ()\ — al)(xgxg — 1’1(.732 + .Cvg))
i = agx3 — (N — a2)(w3z1 — 2(T3 + 71)) (Ha)g
i3 = agac?,) — (AN —a3)(r129 — 23(2T1 + T2)),

Ces systémes sont apparus pour la premiére fois sans doute dans un article de Darboux [4], il ont été

immédiatement étudiés par Halphen |7, 8] dés 1881. Ils jouent un rdle dans certains problémes de
physique et notamment dans les équations dites Bianchi IX (gravitation quantique).

5.6.a. L’ensemble indiciel. — Dans ce cas, on trouve
7 ={[1,0,0,0],0,1,0,0],[0,0,1,0],[1,1,1, 1]}

de sorte que J = {(1,1,1)} est constitué d’un seul point.
Les coniques dégénérées du pinceau engendré par F} = xoxg— 122 — 2123 €t Fo = 1311 —Tox3—ToT
sont

1 1
G = 5(F1 + FQ) = —x129 ¢t Go = §(F1 — Fg) = $3(5L‘2 — :nl).

Avec
1 1
Y1 = 5(961 +x9) et yo = 5(1‘1 — x2),

le systéme de Halphen est équivalent a

91 = —(y1 +y2)(y1 — y2)
U2 = —Y2Y3 (Ha)
U3 = (y1 + y2)(y1 — y2) — 2y3y1.

[lustrons cet exemple par une figure (la figure 2) qui représente, & gauche les coniques définies par les
deux premiéres équations (deux fois deux droites, une fois en gras, une fois en pointillés, seulement trois
points d’intersection) et une conique propre du faisceau engendré, a droite les deux mémes coniques
dégénérées avec celle définie par la troisiéme équation, elle ne fait pas partie du pinceau (elle n’est pas
tangente a la droite grasse, la troisiéme équation est indépendante des deux premiéres) mais elle passe
par les trois points base du pinceau.

FIGURE 2. Le pinceau de Halphen
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5.6.b. Les matrices de Kovalevskaya. — La matrice de Kovalevskaya pour le systéme de Halphen est
(en I'unique point (1,1,1) de J), K,, = —21d.

5.6.c. L’algebre de Markus. — L’algébre a une base (u,ug,us) dont les produits des éléments sont
ul'U1:UQ-UQZU3-U3:O,

1 1 1
Ul - Uy = 5(—u1 — U9 +U3), U9 - U3 = 5(—u2 — Uus +u1), us - U = 5(—U3 — U —I-UQ). (Ha)

Cette fois,

— les éléments de carré nul sont les multiples scalaires des vecteurs de base (il s’agit des trois points
de P%(C) détectés sur la figure 2),

— il y a un unique idempotent, le vecteur —u; — uz — us3, dont nous avons vu qu’il est élément
neutre de cette algebre.

1
Plus généralement, dans 'algébre de Markus associée au systéme (Ha),, X(UI + ug + u3) est élément

neutre.
De la proposition 2.5.6 se déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 5.6.1. Le systéme de Halphen n’est pas équivalent a un systéme de Kovalevskaya a termes
diagonauz non nuls, ni au systeme de Kac-van Moerbeke.

Démonstration. L’algébre de Markus du systéme de Halphen posséde un élément neutre. O
5.6.d. L’algebre de Markus (suite). Le cas général de Hoyer. — L’algébre a une base (u1, ug, us) dont
les produits des éléments sont

ul'U1:UQ-UQZU3-U3:O,

1 1 1
Ul - Uy = §(clu1 + cousg + 03u3), U9 - U3 = 5(@11“ + asgus + a3U3), us - Ul = §(b1u1 + boug + bgUg).

— Si les trois formes quadratiques qui forment le second membre du systéme sont indépendantes,
les éléments de carré nul sont les multiples scalaires des vecteurs de base.
— Pour que 'algébre posséde un élément neutre, il faut et il suffit que le systéme s’écrive

B
1
Lo = by <x2:1c3 + x321 + awlxg) avec affy # 1. (Ho),
Y

. 1
Ir1 = al (xgxg + YX3T1 + $11‘2>

. 1
T3 = c3 (ﬂszSUs + o+ $1$2>
\
L’élément neutre est alors
2 1 N 1 N 1
e=——+|—ur+—us+ —uz | .
T—apy\es ' ar > by
Le cas de Halphen considéré ci-dessus correspond & a1 = by =c3s=1leta=p=v=—1.

On a sans mal, comme corollaire de la proposition 2.5.6, qu'un systéme de Hoyer (Ho) est équivalent
au systéme de Halphen si et seulement si il est de la forme (Ho), :

Proposition 5.6.2. Pour qu’un systéme de Hoyer (Ho) soit équivalent & un systéme de Halphen (Ha) ,
il faut et il suffit que

as =~vyai, asz=ay/B, by =ba/y, bs=aby, c¢1=pc3, co2=c3/a avec afy=—1. O
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5.6.e. Les critéres de Kovalevskaya et Liapounov. — XXDans 'exemple du systéme de Halphen,
t=1(1,1,1) est ainsi une solution rationnelle — qui n’apparait pas dans « la » solution générale donnée
dans [7].

C’est ce qui se produit XX dans 'exemple du systéme de Halphen : nous avons vu que la matrice de
Kovalevskaya en I'unique point de J est —21d, et en effet ce point détermine un élément neutre pour
I’algébre de Markus.

Dans le cas de Halphen, les solutions de ’équation linéarisée le long de la solution t~ 'z sont toutes
univaluées. Le systéme différentiel linéaire est en effet

X =-271X
et ses solutions
X(t) =t72X(0), un espace de dimension 3.
Pourtant le critére de Kovalevskaya donne, lui, zo = (1,1, 1), puis 21 = 0, puis, de proche en proche
(Kyy — (E—1)Id)xr, =0
qui donne x; = 0 puisque la seule valeur propre de X, est —2. La seule et unique solution méromorphe
du systéme de Halphen est bien ¢~1(1,1,1).

5.6.f. Intégrabilité. — Il existe différentes fagons de montrer des énoncés impliquant plus ou moins que
ce systéme n’est pas intégrable au sens de Liouville (voir [14, 18] et ici la proposition 4.2.7). A noter
toutefois que ces systémes sont apparus « tout intégrés » dans la littérature : ce que contient la note [7]
de Halphen, c’est la solution générale de « son » systéme, le systéme (Ha). Les fonctions x1, x2 et x3
solutions sont des fonctions ¥ — un autre aspect du monde des courbes elliptiques, la variable temps
est cette fois un module. On peut aussi dire que les solutions sont des fonctions hypergéométriques. La
remarque essentielle grace & laquelle Halphen a pu intégrer son systéme, c’est qu’il a un gros groupe
de symétries, le groupe PSL(2; C).

5.6.g. Le groupe des automorphismes. — Comme dans le cas d’Euler (§5.3.1), les nilpotents d’indice 2
de ’algébre de Markus sont les multiples scalaires des vecteurs de la base canonique. Un automorphisme
¢ € GL(3; C) satisfait & p(u;) = iy (). Il doit aussi préserver I'unique idempotent, donc

o(ur +ug + uz) = uy + uz + uz, donc a; =1

et @ est une premutaion : le groupe des automorphismes du systéme de Halphen est le groupe symétrique
S5 (plongé dans GL(3; C) par la représentation réguliére).

5.7. Le systéme de Kasner. — Il s’agit du systéme
i‘l = I2x3 — ZL‘%
Ty = x371 — T3 (Ka)
T3 = T1T9 — x%
Il est introduit dans [12] pour résoudre, dans certains cas, les équations d’Einstein.
5.7.a. L’ensemble indiciel. — C’est un exemple trés peu générique, les ensembles indiciels sont tres
gros, J est infini. Les points d’intersection des quadriques obtenus en résolvant le systéme F'(z)+wz = 0
sont les points [1,1,1,0], [0,0,0, 1] et la courbe € image de
P'(C) —— P?*(C)
[, ] —— [u(u +t), t(u +t), —tu, u* + ut + t?].
I1 s’agit d’une conique plane (Iintersection du plan x; + z3 + 3 + w = 0 et de la quadrique zoz3 +
r3x1 + 120 = 0),
J={[1,1,1,0],[0,0,0,1]} U C. (Ka)
Les points a I'infini de € sont les points [1, 7, 72,0] et [1, 52, 4, 0] (j désigne une racine cubique primitive
de 1), de sorte que
Joo = {[1,1,1,0],[1,5,5%,0], [1,5%, 5,01} . (Ka)
Quant & J, c’est la partie affine de la conique C.
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Les points bases du pinceau engendré par les deux coniques zox3 — 22 = 0 et 371 — 23 = 0 sont les
points [1,1,1], [1,4,52], [1, 42, 4], ainsi que le point [0,0,1]. Les trois coniques a l'infini passent par les
trois premiers de ces points (figure 3).

FIGURE 3. Les coniques a 'infini de Kasner

5.7.b. Les matrices de Kovalevskaya. — La matrice de Kovalevskaya en xg € J est

—2.%'1 T3 xTo
Kzo = r3 —2x9 T pour xg = (x1,22,23) = <
T2 I —2$3

1+u u(l+u) —u
l4+u4+u?’ 14+u+u?’ 1+u+u?

).

elle dépend du point de J considéré, mais son polynéme caractéristique est —(\ +2)(A\% — 1) pour tout
zg € J. Elle a donc la valeur propre —1 avec multiplicité 1, conformément au fait que la dimension de
Jest 1.

5.7.c. L’algébre de Markus. — L’algébre a une base (u,ug,us) dont les produits des éléments sont
Ur U = —Up, U2 U2 = —U2, U3 U3 = —US,
1 1 1
ul - up = iu?,, Uug - uz = Eul, usg - uyp = §UQ. (Ka)

Dans cette algébre,
— les éléments de carré nul sont les(® multiples scalaires de

w1 + Cug + CPug avec ¢ =1,
— il y a une infinité d’idempotents (nous avons vu que J est une conique).

5.7.d. Critéres de Kovalevskaya et Liapounov. — Le polynéme caractéristique de chacune des ma-
trices de Kovalevskaya obtenues est

—(A+2)(\* - 1), (Ka)
les solutions des systémes linéarisés sont univaluées mais le systéme différentiel ne satisfait pas a la
condition de Kovalevskaya puisqu’il y a une valeur propre entiére négative autre que —2 (due a une
excessive dimension de J comme nous le savons, §2.3). Pourtant, toutes les solutions de ce systéme sont
des fonctions méromorphes du temps. On connait ces solutions (voir I’article original de Kasner [12]),
que 'on obtient en remarquant qu’il est invariant par permutation des coordonnées, ce qui donne l'idée
d’utiliser comme inconnues les fonctions symétriques élémentaires des x;, dans lesquelles il s’écrit

O"l = —0'% + 30’2
g2 =0 (Ka)
03 = 0% — 30109.

Ainsi la forme quadratique oo = xoxs + x3x1 + T122 est une intégrale premiére. En fixant la constante
d’intégration o9 = —k?/3, on obtient les solutions

—pourk:O,x:t xo (ot xg € J),

—A

) Une seule droite, correspondant & ¢ = 1, si 'on se restreint au cas réel comme dans [15, p. 190].
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— pour k # 0 et o1 non constante,

v ék tan(A — kt)(1,1,1) + j(ar,az,as)

L
cos(A — kt

ou les a; sont les trois racines de X3 — %X — C =0, pour C une constante arbitraire,
— pour k # 0 et o1 constante,

ik

T = 3(17 17 1) + Ae_ikt'rOa avec ro = (17j7j2) ou (17.]2a.7)
5.7.e. Le groupe des automorphismes. — Les trois vecteurs vy = uj + us + us, va = uq + jus + j2us,
v3 = u; + j2uo + jus forment une base de nilpotents d’indice 2 dans C3. Un automorphisme ¢

doit satisfaire & ¢(v;) = @;vy(;). Ces automorphismes doivent aussi laisser la conique J globalement
invariante. Dans les coordonnées associées a la base (v1,va,v3), celle-ci a pour équations

1

Y1 = —g
_ 1
Y2ys = 9°

Seuls les isomorphismes ¢ avec o(1) = 1, a; = 1 et agaz = 1 sont acceptables. On vérifie sans mal que
le groupe des automorphismes est dans ce cas

10 0 10 0
Aut(F) = 00at|,{08 0 ||a,BeCy,
Oa 0 003!
un groupe de Lie de dimension 2, engendré par les matrices
100 10 0
001 et (OB O
010 0081
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