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1. Algèbre multilinéaire

Exercice 1. Un espace vectoriel est isomorphe à son dual. Commenter.

Exercice 2. Soient –, — œ Eı. À quelle condition a-t-on – ¢ — = — ¢ – ?

Exercice 3. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie sur le corps K. Montrer que
l’espace des formes bilinéaires sur E ◊ F est un espace vectoriel.

Si Ï œ Eı, Â œ F ı, on définit Ï ¢ Â par Ï ¢ Â(u, v) = Ï(u) · Â(v). Montrer que c’est une forme
bilinéaire sur E ◊ F et que, si (ei)i, (fj)j sont des bases de E, F , respectivement, alors (ei ¢ f j) est
une base de l’espace de ces formes. On note Eı ¢ F ı cet espace. Montrez que Eı ¢ F ı est isomorphe
à l’espace vectoriel des applications linéaires de E dans F ı.

Exercice 4. Est-il vrai que tout élément de L
2(E) puisse s’écrire sous la forme – ¢ — ?

Exercice 5 (Propriété universelle de l’algèbre tensorielle). Soit A une algèbre sur R. On suppose que
f : Eı æ A est une application linéaire. Montrer qu’il existe un unique homomorphisme d’algèbres
Âf : T (Eı) æ A qui prolonge f .

Exercice 6 (Base symplectique). Soit Ï une forme bilinéaire alternée sur un espace vectoriel E de di-
mension finie. On suppose Ï non dégénérée. Montrer qu’il existe une base e1, . . . , en, f1, . . . , fn de E
telle que

Ï(ei, fj) = ”i,j , Ï(ei, ej) = Ï(fi, fj) = 0.

Exercice 7. Soit A une matrice antisymétrique carrée d’ordre impair. Montrer que le rang de A est
pair.

Exercice 8. Soit E un espace vectoriel de dimension n sur R. On fixe une base e1, . . . , en de E. Montrer
que pour tout ⁄ œ R, il existe une unique forme n-linéaire alternée Ï sur E telle que

Ï(e1, . . . , en) = ⁄.

Montrer que, si une forme n-linéaire alternée prend une valeur non nulle sur une base, elle prend
une valeur non nulle sur toutes les bases.

Montrer qu’une forme n-linéaire alternée non nulle s’annule sur (x1, . . . , xn) si et seulement si ces
vecteurs sont liés.

Exercice 9. Soit f un endomorphisme de l’espace vectoriel E de dimension n. Identifier l’application
tf : �

nEı æ �
nEı. Comment interpréter, dans ce degré, l’égalité t(f ¶ g)=tg ¶ tf ?

Exercice 10. Une forme k-linéaire alternée est dite décomposable si elle peut s’écrire comme produit
extérieur de k formes linéaires (dans le cas contraire, on dit qu’elle est indécomposable). On suppose
que la dimension de l’espace est n.

(1) Montrer que toute forme n-linéaire alternée est décomposable.
(2) Soit Ê une forme n ≠ 1-linéaire alternée. Que peut-on dire de l’application

Eı ≠≠≠æ �
nEı

– ‘≠≠≠æ – · Ê

En déduire que toute forme n ≠ 1-linéaire alternée est décomposable.



4 MICHÈLE AUDIN

(3) Soit – œ Eı. Montrer qu’une forme k-linéaire alternée Ï peut se décomposer comme Ï = – · Â

si et seulement si – · Ï = 0.
(4) On suppose que –, —, “ et ” sont quatre formes linéaires indépendantes sur E (en particulier,

n Ø 4). Montrer que la forme Ê = – · — + “ · ” est indécomposable.

Exercice 11. Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit F µ E est un sous-espace vectoriel de
dimension k. Montrer que l’algèbre extérieure �F est une sous-algèbre de �E et que cette algèbre
contient (à un facteur scalaire non nul près) un unique élément de degré k.

Exercice 12. L’espace vectoriel E est muni d’une base (e1, . . . , en).
À tout élément a de �E, on associe un élément ıa de �E de la
manière suivante :

(1) Si a = ei1 · · · · · eik
, ıa = ±ej1 · · · · · ejn≠k

, de façon que
a · (ıa) = e1 · · · · · en,

(2) on prolonge ı par linéarité.

Déterminer ı1. Si a =
q

aiei, calculer a·(ıa). En général, calculer
ı ı a. La définition de ı dépend du choix de la base (e1, . . . , en).
Quels sont les changements de base qui laissent cette transforma-
tion invariante ?
On suppose maintenant que E est euclidien et que la base
(e1, . . . , en) est orthonormée. Soit F un sous-espace de E, et a
un élément de �E associé à F comme dans l’exercice 1.11. Que
peut-on dire de ıa ?
Montrer que a est décomposable si et seulement si ıa est décom-
posable.

Hermann Grassmann
(1809–1877)

Exercice 13 (Grassmannienne des plans de R
4). Soit E un espace vectoriel de dimension 4, disons

sur R. Soit F µ E un sous-espace de dimension 2 (un plan). Si (u, v) est une base de F , u · v œ �
2E

est un (bi-)vecteur décomposable (et même décomposé).
Montrer que cette remarque permet d’associer à chaque plan F de E une droite de �

2E. Autrement
dit, on a une application G2(E) ≠≠≠æ P (�2E). Est-elle injective ? surjective ?

La suite vise à caractériser les éléments de P (�2E) qui sont dans l’image.
On fixe une base (a, b, c, d) de E, on pose Ê = 1

2a · b · c · d ”= 0 œ �
4E. La formule

u, v œ �
2E, u · v = B(u, v)Ê

définit une forme bilinéaire B sur �
2E. Montrer qu’elle est symétrique. Montrer que les six vecteurs

a · b + c · d, a · c ≠ b · d, a · d + b · c, a · b ≠ c · d, a · c + b · d, a · d ≠ b · c

de �
2E forment une base, que celle-ci est orthogonale pour B, et que sa signature est (3, 3) et en

particulier que B est non dégénérée.
Montrer (voir l’exercice 1.10) que w œ �

2E s’écrit sous la forme u · v si et seulement si w · w = 0.
En déduire que l’image de G2(E) dans P (�2E) est l’hypersurface d’équation

x1y1 + x2y2 + x3y3 = 0

(dans des coordonnées bien choisies).

Exercice 14. Montrer qu’il existe des bijections

GL(n; R)/(GL(k; R) ◊ GL(n ≠ k; R)) ≠≠≠æ Gk(Rn)

O(n)/(O(k) ◊ O(n ≠ k)) ≠≠≠æ Gk(Rn).

2. Formes di�érentielles sur un ouvert de R
n...

Exercice 15. Soit Ï : R
2 æ R

2, définie par Ï(r, ◊) = (r cos ◊, r sin ◊). Calculer Ïıdx · dy.
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Exercice 16. On considère la 1-forme – définie sur R
2 ≠ {0} par

– =
x dy ≠ y dx

x2 + y2
.

Soit Ï : R
2 æ R

2, définie par Ï(r, ◊) = (r cos ◊, r sin ◊). Calculer Ïı–.

Exercice 17. Montrer que les deux formes

– = x dx + y dy — = x dy ≠ y dx

(sur R
2) sont invariantes par le groupe des rotations SO(2). Soit Ê une 1-forme sur R

2 ≠ {0}. On
suppose que Ê est invariante par SO(2). Montrer que Ê est de la forme

f(r)– + g(r)— où r =
Ò

x2 + y2

(pour deux fonctions f et g de classe C
Œ sur ]0, +Œ[).

Exercice 18. Soit U un ouvert de R
n et soient f1, . . . , fn des fonctions définies sur U . Montrer que

(f1, . . . , fn) : U ≠≠≠æ R
n

est un di�éomorphisme local au voisinage de x œ U si et seulement si

(df1 · · · · · dfn)x ”= 0.

Élie Cartan
(1869–1951)

Exercice 19. Calculer la di�érentielle de la 2-forme définie sur un ou-
vert de R

n par la formule

– =
ÿ

i<j

–i,j dxi · dxj .

Exercice 20. Calculer les di�érentielles d– et dÊ des deux formes dé-
finies sur R

3 par

– = adx + bdy + cdz et Ê = Ady · dz + Bdz · dx + Cdx · dy

(les coe�cients sont des fonctions C
Œ sur R

3).

Exercice 21. Calculer l’intégrale, sur le cercle unité, de la forme – de
l’exercice 2.2. Montrer qu’il n’existe pas de fonction f de classe C

1

sur R
2 ≠ {0} telle que – = df .

Montrer que d– = 0.

Exercice 22. Pour quelles valeurs de a la forme – définie sur R
3 ≠ {0} par

– = (x2 + y2 + z2)a(xdy · dz + ydz · dx + zdx · dy)

est-elle fermée (d– = 0) ?

Exercice 23. Soit – la forme di�érentielle définie sur R
n par

– =
nÿ

i=1

(≠1)ixi dx1 · · · · · ‰dxi · · · · · dxn.

Montrer que, si Ï œ SL(n; R), Ïı– = –. Réciproquement, montrer que, si Ê est telle que ÏıÊ = Ê

pour tout Ï œ SL(n; R), alors Ê = ⁄– pour un ⁄ œ R.

Exercice 24 (Divergence, gradient, rotationnel). Soit X un champ de vecteurs sur un ouvert U µ R
n.

Montrer qu’il existe une fonction C
Œ sur U , notée Div(X) (la divergence de X) et telle que

LX(dx1 · · · · · dxn) = Div(X)(dx1 · · · · · dxn).

Si X =
q

Xi
ˆ

ˆxi
, on appelle –X la 1-forme duale à X, définie par

–X =
ÿ

Xidxi.
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Étant donnée une fonction f sur U , montrer qu’il existe un unique champ de vecteurs grad f , le
gradient de f , tel que

–grad f = df.

Montrer que l’on a, pour tout champ de vecteurs Y ,

df(Y ) = grad f · Y.

On suppose maintenant que n = 3. Montrer qu’il existe un unique champ de vecteurs rot(X), le
rotationnel de X, tel que

irot(X)(dx · dy · dz) = d–X .

Déterminer Div(rot(X)), rot(grad(f)), Div(grad f) et, pour deux champs X et Y , montrer que

Div(X · Y ) = ≠X · rot(Y ) + Y · rot(X)

(il s’agit du produit vectoriel et du produit scalaire usuels de R
3).

Exercice 25 (Produit intérieur). Soient X un champ de vecteurs et – œ �
k(U), — œ �

¸(U) deux formes
di�érentielles. Montrer que

iX(– · —) = iX– · — + (≠1)k– · iX—.

(Rappel : iX–(truc) = –(X, truc).)

Exercice 26. Soit Ê la forme définie sur R
n ◊ R

n par

Ê =
nÿ

i=1

dxi · dyi.

Est-elle fermée ? Exacte ? Calculer Ê·n. Cette forme est-elle déjà apparue dans cette feuille ?

Exercice 27. Soit Ê une 2-forme sur un ouvert de R
2n. On dit qu’elle est non-dégénérée si, en tout point

x, la forme bilinéaire alternée Êx est non-dégénérée. Montrer que Ê est non-dégénérée si et seulement
si la 2n-forme Ê·n ne s’annule en aucun point.

Exercice 28 (Crochet de deux champs de vecteurs). On suppose que X et Y sont deux champs de vec-
teurs sur un ouvert U (d’une variété, de R

n...). Montrer que f ‘æ X · (Y · f) n’est pas une dérivation
sur les fonctions sur U , mais que

f ‘≠≠≠æ X · (Y · f) ≠ Y · (X · f)

en est une. On la note f ‘æ [X, Y ] ·f , définissant ainsi le crochet des deux champs de vecteurs X et Y .
On suppose que (x1, . . . , xn) sont des coordonnées sur U , dans lesquelles

X =
ÿ

Xi ˆ

ˆxi
, Y =

ÿ
Y i ˆ

ˆxi
.

Montrer que

[X, Y ] =
nÿ

i=1

Q
a

nÿ

j=1

A
Xj ˆY i

ˆxj
≠ Y j ˆXi

ˆxj

B
ˆ

ˆxi

R
b

Exercice 29 (Crochet et différentielle extérieure). Soit – œ �
k(U) et soient X0, . . . , Xk k + 1 champs de

vecteurs sur l’ouvert U . On veut montrer que

(d–)(X0, . . . , Xk) =
kÿ

i=0

(≠1)iXi · –(X0, . . . , „Xi, . . . , Xk)

+
ÿ

1Æi<jÆk

(≠1)i+j–([Xi, Xj ], X0, . . . , „Xi, . . . , „Xj , . . . , Xk)

Montrer que c’est vrai pour k = 0. Pour k = 1, montrer qu’il su�t de le démontrer pour les formes
f dg, puis le faire. Comment faire le cas général ?
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3. ... sur des sous-variétés de R
n...

Exercice 30. Soit – une 1-forme sur la sphère S2. On suppose que pour tout Ï œ SO(3), Ïı– = –.
Montrer que – = 0.

Exercice 31 (Une 2-forme sur S2...). Montrer que la formule

Êp(Y, Z) = p · (Y · Z)

(p œ S2 µ R
3, Y , Z œ p‹ µ R

3 et · désigne le produit vectoriel) définit une forme di�érentielle de
degré 2 sur la sphère S2.

Soit X le champ de vecteurs défini sur R
3 par la formule

X = x
ˆ

ˆx
+ y

ˆ

ˆy
+ z

ˆ

ˆz

et soit – la 2-forme sur R
3

– = iX(dx · dy · dz).

Montrer que
jı– = Ê

(j désignant l’inclusion de S2 dans R
3). Déterminer la 2-forme

1
Ï≠1

N

2ı
Ê sur R

2.

Exercice 32 (... et plus généralement une n-forme sur Sn). De même la formule

Êx(v1, . . . , vn) = dét(x, v1, . . . , vn)

définit une n-forme sur Sn, qui vérifie Ê = jı– pour

– =
nÿ

i=0

(≠1)ixidx0 · · · · · „dx
i
· · · · · dxn.

4. ... et sur des variétés

Exercice 33. Soit Ê une 2-forme exacte sur une variété de dimension 2n. Montrer que Ên est exacte.

Exercice 34 (Formes différentielles sur l’espace projectif). On considère la projection naturelle

p : R
n+1 ≠ {0} ≠≠≠æ P

n(R)

et l’application linéaire
pı : �(Pn(R)) ≠≠≠æ �(Rn+1 ≠ {0}).

Montrer que pı est injective et que son image est l’ensemble de toutes les formes – sur R
n+1 ≠ {0}

qui vérifient
iX– = 0 et hı

⁄– = – pour toute homothétie h⁄, ⁄ ”= 0

où X désigne le champ de vecteurs radial Xx = x.
La forme – de l’exercice 3.3 provient-elle d’une forme sur P

n(R) ?

Exercice 35. On note (x, y) les coordonnées de R
2. Soit p : R

2 æ R
2/Z

2 = T 2 la projection. Montrer
qu’il existe une unique 2-forme Ê sur T 2 telle que

pıÊ = dx · dy.

Cette forme est-elle fermée ? exacte ?

Exercice 36 (Forme « tautologique » sur le cotangent). Dans cet exercice, la variété considérée, W , est
le fibré cotangent T ıV d’une variété V de dimension n (ainsi W est une variété de dimension 2n). Elle
est munie d’une projection

p : W = T ıV ≠≠≠æ V.

On désigne par (x, Ï) (avec x œ V et Ï œ (TxV )ı une forme linéaire sur TxV ) les points de W . On
définit ⁄ œ �

1(T ıV ) par

pour (x, Ï) œ W, X œ T(x,Ï)W, ⁄(x, Ï)(X) = Ï
1
T(x,Ï)p(X)

2
.
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Soit – œ �
1(V ). Ainsi, pour x œ V , –x est une forme linéaire sur TxV , autrement dit, une application

– : V ≠≠≠æ T ıV = W.

Que vaut –ı(⁄) ?

Exercice 37. Sur C
n+1, on utilise les vecteurs z = (x, y), avec les coordonnées zk = xk + iyk = (xk, yk).

On considère la sphère unité

S2n+1 =
Ó

z œ C
n+1 |

ÿ
|zk|2 = 1

Ô
,

la 1-forme (considérée comme une forme sur la sphère)

– =
nÿ

k=1

(xk dyk ≠ yk dxk)

et le champ de vecteurs (considéré lui aussi sur la sphère)

Xx,y = (≠y, x).

Pour w œ S1, on note
Ïw : S2n+1 ≠≠≠æ S2n+1 Ïw(z) = wz.

Montrer que Ïı
w– = – pour tout w, que iX– © 1 et que LX– = 0.

On considère maintenant la projection fi : S2n+1 æ P
n(C). Montrer qu’il existe une unique 2-forme

Ê sur P
n(C) telle que fiıÊ = d–, et qu’elle est fermée (dÊ = 0).

Exercice 38. Montrer que la forme – de l’exercice 3.3 est une forme volume sur la sphère.

Exercice 39 (Formes volumes). Soit – une forme volume sur la variété V de dimension n. Soit — œ
�

n(V ). Montrer qu’il existe une fonction f : V æ R telle que — = f–. À quelle condition — est-elle,
elle aussi, une forme volume ?

Exercice 40 ((Non-)orientabilité de l’espace projectif réel). On considère l’application antipodique ‡ :
x ‘æ ≠x sur la sphère Sn et la projection fi : Sn æ P

n(R). On suppose que — est une forme volume
sur P

n(R). Montrer que fiı— est une forme volume sur Sn. En utilisant les exercices 4.6 et 4.7, il
existe donc une fonction f : Sn æ R telle que fiı— = f–. En calculant ‡ı(fiı—), montrer que P

n(R)
est orientable si et seulement si n est impair.

Exercice 41. Soit Ê une 2-forme fermée sur une variété W . On suppose que, en chaque point x de
W , Êx est une forme bilinéaire alternée non-dégénérée. Montrer(1) que W est de dimension paire et
orientée.

Exercice 42. On dit qu’une 2-forme di�érentielle Ê sur une variété W est symplectique si elle est fermée
et non-dégénérée (au sens de l’exercice précédent).

(1) On suppose W compacte et Ê symplectique. Montrer que Ê n’est pas exacte.
(2) Sous les mêmes hypothèses, avec dim W = 2n, montrer que H2k(W ) ”= 0 pour 0 Æ k Æ n.
(3) On suppose que W est une sphère. Montrer qu’elle est de dimension 2.

Exercice 43 (Sous-variétés lagrangiennes). On dit qu’une sous-variété L d’une variété symplectique
(W, Ê) est lagrangienne si, pour tout x œ L, le sous-espace de TxL de TxW est isotrope maximal
pour la forme bilinéaire alternée non dégénérée Êx.

(1) Que peut-on dire de la dimension de L ?
(2) On suppose que dim W = 2. Quelles sont les sous-variétés lagrangiennes de W ?
(3) Dans la suite, W = R

2n avec la forme Ê =
q

dxi · dyi (celle de l’exercice 2.12). Soit j : L æ W
l’inclusion d’une sous-variété lagrangienne.

– Montrer que la forme jı(
q

xi dyi) est fermée. On dit que la sous-variété lagrangienne est
exacte si cette forme est exacte.

– Maintenant, n = 1. Montrer qu’il n’existe pas de sous-variété lagrangienne exacte dans R
2.

(1)En utilisant au besoin les exercices 2.12 et 2.13.
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Exercice 44 (Produit de deux variétés symplectiques). Soient (W, Ê) et (W Õ, ÊÕ) deux variétés symplec-
tiques.

(1) Montrer que la forme notée Ê ü ≠ÊÕ et définie par

(Ê ü ≠ÊÕ)(x,xÕ)((›, ›Õ), (÷, ÷Õ)) = Êx(›, ÷) ≠ ÊÕ
xÕ(›Õ, ÷Õ)

est une forme symplectique sur W ◊ W Õ.
(2) On suppose maintenant que W Õ = W et ÊÕ = Ê.

(a) Montrer que la diagonale

� = {(x, x) | x œ W}

est une sous-variété lagrangienne de (W ◊ W, Ê ü ≠Ê).
(b) Soit Ï : W æ W un di�éomorphisme. Montrer que Ï est symplectique (c’est-à-dire que

ÏıÊ = Ê) si et seulement si son graphe est une sous-variété lagrangienne de W ◊ W .
(c) À quoi correspondent les points d’intersection des deux sous-variétés lagrangiennes � et

« graphe de Ï » ?

Exercice 45 (Cohomologie de de Rham du tore T n). On considère le tore T n = R
n/Z

n et la projection
naturelle (application quotient)

p : R
n ≠≠≠æ R

n/Z
n = T n.

On appelle Si le cercle image dans T n de l’axe des xi, c’est-à-dire de la droite engendrée par le i-ème
vecteur de la base canonique.

(1) Montrer qu’il existe une unique 1-forme –i sur T n telle que pı–i = dxi.
– Montrer qu’elle est fermée (d–i = 0).
– Calculer

s
Sj

–i.
– La forme –i est-elle exacte ?

(2) Soit – une 1-forme fermée sur T n et soit

ai =

⁄

Si

–i.

Montrer que

pı– ≠
nÿ

i=1

ai dxi = df,

où f : R
n æ R est une fonction périodique en chacune des variables. En déduire que la classe de – dans

H1
DR(T n) est celle de

q
ai–i. En déduire aussi que H1

DR(T n) est un espace vectoriel de dimension n.
(3) Pour 1 Æ i1 < · · · < ik Æ n, calculer

⁄

Si1
◊···◊Sik

–i1 · · · · · –ik
.

Montrer que la classe de –i1 · · · · · –ik
n’est pas nulle dans Hk

DR(T n).
(4) Soit — œ �

k(T n) une k-forme fermée sur T n. Montrer qu’il existe des constantes ai1,...,ik
œ R et

une (k ≠ 1)-forme “ sur T n telles que

— =
ÿ

ai1,...,ik
–i1 · · · · · –ik

+ d“.

Quelle est la dimension de Hk
DR(T n) ?

Exercice 46. Montrer que deux applications à valeurs dans un ouvert étoilé de R
n sont toujours ho-

motopes.

Exercice 47. Soient f et g deux applications d’une variété V dans Sn µ R
n+1. On suppose que

’ x œ V, Îf(x) ≠ g(x)Î < 2.

Montrer que f et g sont homotopes.

Exercice 48. Soient V , W , Z trois variétés compactes orientables de la même dimension et soient
f : V æ W , g : W æ Z deux applications de classe C

Œ. Montrer que

deg(g ¶ f) = deg(g) · deg(f).
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Exercice 49. Soit P œ C[X] un polynôme, considéré comme une application C æ C. On « prolonge »
P en une application f : S2 æ S2 en utilisant la projection stéréographique ÏN de pôle nord et en
posant :

f(x) = Ï≠1
N (P (ÏN (x))) si x ”= N et f(N) = N.

On suppose que P n’est pas constant. Montrer que f est surjective. Montrer que le degré topologique
de l’application f est égal au degré du polynôme P .

Exercice 50. Montrer que pour tout n œ Z, il existe une application S2 æ S2 de degré n.

Exercice 51 (Nombre d’enlacement de deux courbes). Dans cet exercice, une courbe est une immersion
injective f de S1 dans R

3, une paire de courbes disjointes est la donnée de deux courbes f , g, qui
vérifient f(t) ”= g(s) pour tous t, s œ S1.

Si f et g définissent une telle paire, on a donc une application

F : S1 ◊ S1 ≠≠≠æ S2

(s, t) ‘≠≠≠æ
f(s) ≠ g(t)

Îf(s) ≠ g(t)Î
.

On appelle E(f, g) son degré. Montrer que E(f, g) = E(g, f) et que, si Ï : S1 æ S1 est un di�éomor-
phisme, on a E(f ¶ Ï, g) = ±E(f, g) selon que Ï préserve ou renverse l’orientation du cercle.

Pour chacune des paires de courbes suivantes, calculer E(f, g) :

(1) f(t) = (cos fit, sin fit, 0),
g(s) = (5 + cos fis, sin fis, 0),

(2) f(t) = (cos fit, sin fit, 0),
g(s) = (1 + cos fit, 0, sin fit)

On dit que deux paires de courbes disjointes (f1, g1) et (f2, g2) sont homotopes s’il existe des
homotopies H et K,

H : S1 ◊ [0, 1] æ R
3 avec H(x, 0) = f1(x) et H(x, 1) = f2(x)

K : S1 ◊ [0, 1] æ R
3 avec K(x, 0) = g1(x) et K(x, 1) = g2(x)

(H est une homotopie de f1 à f2 et K une homotopie de g1 à g2) telles que

’ t œ [0, 1], x ‘æ H(x, t) et x ‘æ K(x, t)

forment une paire de courbes disjointes. Montrer que, si c’est le cas

E(f1, g1) = E(f2, g2).

On suppose que la courbe image de f est le bord d’une surface orientée ne rencontrant pas la courbe
image de g. Montrer qu’alors E(f, g) = 0.

Exercice 52. Soit f : Sn æ Sn une application C
Œ. On suppose qu’elle n’a pas de point fixe. Montrer

qu’alors elle est homotope à ≠ Id. Montrer que toute application de S3 dans elle-même a un point fixe.

Exercice 53. Dans cet exercice, n est un entier Ø 2. Montrer que la forme dxi sur R
n passe au quotient

en une forme –i sur T n (exercice 4.13) et que cette forme est fermée. Soit f : Sn æ T n une application
C

Œ. Que peut-on dire de la forme fı–i ?
Montrer que la forme dx1 · · · · · dxn sur R

n passe au quotient en une forme volume Ê sur T n. Que
peut-on dire de fıÊ ? Quel peut être le degré de f ? À quoi sert l’hypothèse n Ø 2 ?

Exercice 54. En utilisant l’exercice 4.2, calculer la cohomologie des espaces projectifs réels.
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