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1. Algébre multilinéaire

Exercice 1. Un espace vectoriel est isomorphe a son dual. Commenter.
Exercice 2. Soient o, 8 € E*. A quelle condition a-t-on a ® 8 =@ a?

Exercice 3. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie sur le corps K. Montrer que
I’espace des formes bilinéaires sur £ x F' est un espace vectoriel.

Sip € E*, ¢ € F*, on définit ¢ ® ¢ par ¢ ® Y(u,v) = p(u) - P(v). Montrer que c’est une forme
bilinéaire sur E x F et que, si (€;);, (f;); sont des bases de E, F, respectivement, alors (e’ ® f7) est
une base de I'espace de ces formes. On note E* ® F™* cet espace. Montrez que £* ® F* est isomorphe
a l'espace vectoriel des applications linéaires de E dans F™*.

Exercice 4. Est-il vrai que tout élément de £2(E) puisse s’écrire sous la forme a ® 37

Exercice 5 (Propriété universelle de I’algebre tensorielle). Soit A une algebre sur R. On suppose que
f+ E* — A est une application linéaire. Montrer qu'’il existe un unique homomorphisme d’algebres
f:T(E*) — A qui prolonge f.

Exercice 6 (Base symplectique). Soit ¢ une forme bilinéaire alternée sur un espace vectoriel £ de di-
mension finie. On suppose ¢ non dégénérée. Montrer qu’il existe une base ey, ... ey, f1,..., fn de
telle que

@(617,]0]) :5Z,ja (P(elvej) :So(fhf]) =0.

Exercice 7. Soit A une matrice antisymétrique carrée d’ordre impair. Montrer que le rang de A est
pair.

Exercice 8. Soit E un espace vectoriel de dimension n sur R. On fixe une base e1, ..., e, de E. Montrer
que pour tout A € R, il existe une unique forme n-linéaire alternée ¢ sur E telle que
oler,...,en) = A.

Montrer que, si une forme n-linéaire alternée prend une valeur non nulle sur une base, elle prend
une valeur non nulle sur toutes les bases.

Montrer qu'une forme n-linéaire alternée non nulle s’annule sur (x1,...,x,) si et seulement si ces
vecteurs sont liés.

Exercice 9. Soit f un endomorphisme de ’espace vectoriel E de dimension n. Identifier 'application
tf: A"E* — A"E*. Comment interpréter, dans ce degré, I'égalité !(f o g)=tgolf?

Exercice 10. Une forme k-linéaire alternée est dite décomposable si elle peut s’écrire comme produit
extérieur de k formes linéaires (dans le cas contraire, on dit qu’elle est indécomposable). On suppose
que la dimension de I’espace est n.

(1) Montrer que toute forme n-linéaire alternée est décomposable.
(2) Soit w une forme n — 1-linéaire alternée. Que peut-on dire de 'application

EX —— A"E*
a—— aNw

En déduire que toute forme n — 1-linéaire alternée est décomposable.
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(3) Soit a € E*. Montrer qu’une forme k-linéaire alternée ¢ peut se décomposer comme ¢ = o A )
si et seulement si a A ¢ = 0.

(4) On suppose que a, 3, v et d sont quatre formes linéaires indépendantes sur E (en particulier,
n > 4). Montrer que la forme w = a A 5+ v A J est indécomposable.

Exercice 11. Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit F' C F est un sous-espace vectoriel de
dimension k. Montrer que l'algebre extérieure AF' est une sous-algebre de AF et que cette algebre
contient (& un facteur scalaire non nul preés) un unique élément de degré k.

Exercice 12. L’espace vectoriel F est muni d’une base (e, ..., ey).
A tout élément a de AE, on associe un élément xa de AE de la
maniere suivante :

(1) Sia=-e; A---Nej,, xa = tej; A--- Nej, ., de fagon que
al(*a) =e; AN---Nep,

(2) on prolonge x par linéarité.

Déterminer 1. Sia = 3" a’e;, calculer aA(xa). En général, calculer
** a. La définition de x dépend du choix de la base (eq, ..., ey,).
Quels sont les changements de base qui laissent cette transforma-
tion invariante ?

On suppose maintenant que FE est euclidien et que la base
(e1,...,en) est orthonormée. Soit F' un sous-espace de E, et a
un élément de AE associé a F' comme dans 'exercice 1.11. Que
peut-on dire de xa ?

Montrer que a est décomposable si et seulement si xa est décom-
posable.

Hermann GI‘&SSH]&I]H
(1809-1877)

Exercice 13 (Grassmannienne des plans de R*). Soit £ un espace vectoriel de dimension 4, disons
sur R. Soit F' C E un sous-espace de dimension 2 (un plan). Si (u,v) est une base de F, u Av € A2E
est un (bi-)vecteur décomposable (et méme décomposé).

Montrer que cette remarque permet d’associer & chaque plan F' de E une droite de A?E. Autrement
dit, on a une application Go(E) —— P(A%E). Est-elle injective ? surjective ?

La suite vise & caractériser les éléments de P(A%2E) qui sont dans I'image.

On fixe une base (a,b,c,d) de E, on pose w = %a AbAeANd#0e AE. La formule

u,v € A’E, uAv = B(u,v)w
définit une forme bilinéaire B sur A>E. Montrer qu’elle est symétrique. Montrer que les six vecteurs
aNb+cNd, aNc—bAd, aNd+bAc, aNb—cAd, aAc+bAd, aANd—bAc

de A%2E forment une base, que celle-ci est orthogonale pour B, et que sa signature est (3,3) et en
particulier que B est non dégénérée.

Montrer (voir I'exercice 1.10) que w € A2E s’écrit sous la forme u A v si et seulement si w A w = 0.
En déduire que 'image de Go(E) dans P(A?E) est ’hypersurface d’équation

T1Y1 + x2y2 + x3y3 = 0

(dans des coordonnées bien choisies).

Exercice 14. Montrer qu’il existe des bijections
GL(n;R)/(GL(k;R) x GL(n — k;R)) —— Gx(R")
O(n)/(O(k) x O(n — k)) —— Gr(R").

2. Formes différentielles sur un ouvert de R"...

Exercice 15. Soit ¢ : R? — R?, définie par ¢(r,0) = (r cos 0, rsinf). Calculer p*dx A dy.
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Exercice 16. On considere la 1-forme a définie sur R? — {0} par
_xdy—ydzx
22 +y?
Soit ¢ : R? — R2, définie par ¢(r,0) = (rcosf,rsinf). Calculer p*a.
Exercice 17. Montrer que les deux formes
a=xzdr+ydy B =xdy—ydx

(sur R?) sont invariantes par le groupe des rotations SO(2). Soit w une 1-forme sur R? — {0}. On
suppose que w est invariante par SO(2). Montrer que w est de la forme

fr)a+g(r)s  our=y/z%+y

(pour deux fonctions f et g de classe C* sur ]0, +0o0[).

Exercice 18. Soit U un ouvert de R et soient f1,..., f, des fonctions définies sur U. Montrer que
(fla"'afn) U ——R"

est un difféomorphisme local au voisinage de z € U si et seulement si
(dfi N+ Ndfn)g # 0.

Exercice 19. Calculer la différentielle de la 2-forme définie sur un ou-
vert de R™ par la formule

o= ZO‘Z’J dx’ A da?

1<j
Exercice 20. Calculer les différentielles da et dw des deux formes dé-
finies sur R? par

o = adx + bdy + cdz et w = Ady Adz + Bdz N dx + Cdx A dy

(les coefficients sont des fonctions € sur R3).
Exercice 21. Calculer I'intégrale, sur le cercle unité, de la forme o de
I'exercice 2.2. Montrer qu’il n’existe pas de fonction f de classe C!
sur R? — {0} telle que a = df.

Elie Cartan Montrer que da = 0.
(1869-1951)

Exercice 22. Pour quelles valeurs de a la forme o définie sur R? — {0} par
a = (22 +y* + 25 xdy A dz + ydz A dx + zdz A dy)
est-elle fermée (da = 0)?

Exercice 23. Soit « la forme différentielle définie sur R"™ par

n
a=)Y (=1a'dz" A---Adat A Ada”
i=1
Montrer que, si ¢ € SL(n;R), p*a = a. Réciproquement, montrer que, si w est telle que p*w = w
pour tout ¢ € SL(n; R), alors w = Aa pour un A € R.
Exercice 24 (Divergence, gradient, rotationnel). Soit X un champ de vecteurs sur un ouvert U C R".
Montrer qu’il existe une fonction € sur U, notée Div(X) (la divergence de X) et telle que

Lx(dzt A - Ada™) = Div(X)(dz' A --- A da™).
0
Si X => Xi?, on appelle ax la 1-forme duale a X, définie par
x

ax = ZXida:i.
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Etant donnée une fonction f sur U, montrer quil existe un unique champ de vecteurs grad f, le
gradient de f, tel que

Qgrad f = df
Montrer que l’on a, pour tout champ de vecteurs Y,

df(Y)=grad f - Y.

On suppose maintenant que n = 3. Montrer qu’il existe un unique champ de vecteurs rot(X), le
rotationnel de X, tel que

irot(x)(dx N dy N dz) = dax.
Déterminer Div(rot(X)), rot(grad(f)), Div(grad f) et, pour deux champs X et Y, montrer que
Div(X AY) = —X -tot(Y) + Y - rot(X)
(il s’agit du produit vectoriel et du produit scalaire usuels de R?).

Exercice 25 (Produit intérieur). Soient X un champ de vecteurs et a € Q*(U), B € Q°(U) deux formes
différentielles. Montrer que

ix(aNB)=ixaNp+ (—1)k04 Nixp.
(Rappel : ixa(truc) = a(X, truc).)

Exercice 26. Soit w la forme définie sur R™ x R"” par
n . .
w = Z dz' A dy’.
i=1
Est-elle fermée ? Exacte ? Calculer w”\". Cette forme est-elle déja apparue dans cette feuille ?
Exercice 27. Soit w une 2-forme sur un ouvert de R?”. On dit qu’elle est non-dégénérée si, en tout point

x, la forme bilinéaire alternée w, est non-dégénérée. Montrer que w est non-dégénérée si et seulement
si la 2n-forme w”" ne s’annule en aucun point.

Exercice 28 (Crochet de deux champs de vecteurs). On suppose que X et Y sont deux champs de vec-
teurs sur un ouvert U (d’une variété, de R"™...). Montrer que f +— X - (Y - f) n’est pas une dérivation
sur les fonctions sur U, mais que

f—— XY - [) =Y (X-])

en est une. On la note f — [X, Y] f, définissant ainsi le crochet des deux champs de vecteurs X et Y.

On suppose que (z!,...,2") sont des coordonnées sur U, dans lesquelles
-0 -0
X = X'— Y = Y'—.
Z ot ’ Z ot
Montrer que
" (& QY 0X'\ 0
X, Y| = X — —-Y! . .
X, Y] ; (;( I 83:J> 81‘2)

Exercice 29 (Crochet et différentielle extérieure). Soit o € Q¥ (U) et soient Xy, ..., X k+ 1 champs de
vecteurs sur I'ouvert U. On veut montrer que

k
(do)(Xo, ..., Xp) =) _(-1)'X;i - (X0, ..., Xir -, Xy)
i=0
+ Y (DM X XG) Xoy e Xy ey Xy, X2
1<i<j<k
Montrer que c’est vrai pour k£ = 0. Pour £ = 1, montrer qu’il suffit de le démontrer pour les formes
f dg, puis le faire. Comment faire le cas général 7
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3. ... sur des sous-variétés de R"...

Exercice 30. Soit o une 1-forme sur la spheére S2. On suppose que pour tout ¢ € SO(3), v*a = a.
Montrer que o = 0.

Exercice 31 (Une 2-forme sur S2...). Montrer que la formule
wp(Y, Z) = p- (Y A Z)

(pe 82 C R Y, Z c p- c R? et A désigne le produit vectoriel) définit une forme différentielle de
degré 2 sur la sphere S2.
Soit X le champ de vecteurs défini sur R? par la formule

X:mg—kyg—kz—
ox Y

et soit « la 2-forme sur R?
a =ix(dz Ady A dz).
Montrer que
Jfa=w

(j désignant I'inclusion de S? dans R?). Déterminer la 2-forme (¢N1>*w sur R2.

Exercice 32 (... et plus généralement une n-forme sur 5”). De méme la formule
Wz (V1, ..y 0n) = dét(x, v, ..., vn)

définit une n-forme sur S™, qui vérifie w = j*a pour

n .
a= Z(fl)ixid:no Ao ANdz A A da”
=0

4. ... et sur des variétés
Exercice 33. Soit w une 2-forme exacte sur une variété de dimension 2n. Montrer que w” est exacte.

Exercice 34 (Formes différentielles sur I’espace projectif). On considere la projection naturelle
p: R — {0} —— P"(R)
et Papplication linéaire
p* QP"(R)) —— QR —{0}).
Montrer que p* est injective et que son image est ’ensemble de toutes les formes o sur R**! — {0}
qui vérifient
ixa =0 et hya = a pour toute homothétie hy, A # 0

ou X désigne le champ de vecteurs radial X, = x.

La forme « de lexercice 3.3 provient-elle d’une forme sur P*(R) ?

Exercice 35. On note (x,y) les coordonnées de R2. Soit p : R2 — R2/Z? = T? la projection. Montrer
qu'il existe une unique 2-forme w sur 72 telle que

prw =dx A dy.
Cette forme est-elle fermée 7 exacte 7

Exercice 36 (Forme « tautologique » sur le cotangent). Dans cet exercice, la variété considérée, W, est
le fibré cotangent T*V d’une variété V' de dimension n (ainsi W est une variété de dimension 2n). Elle
est munie d’une projection

p:W=TV — V.
On désigne par (z,¢) (avec z € V et ¢ € (T,V)* une forme linéaire sur 7,V') les points de W. On
définit A € QY (T*V) par

pour (z,0) €W, X €TpyW, A, 0)(X) = (T p(X)).
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Soit o € QY (V). Ainsi, pour € V, a, est une forme linéaire sur 7}V, autrement dit, une application
a:V——TV=W.

Que vaut a*(A\) 7

Exercice 37. Sur C"*!, on utilise les vecteurs z = (z, ), avec les coordonnées z;, = xj +iyp = (T, Yi)-
On considere la sphere unité

st = {ze |3 |nf =1},

la 1-forme (considérée comme une forme sur la sphere)
n
a = (xdyy — yx dxy)
k=1

et le champ de vecteurs (considéré lui aussi sur la sphere)
Xx,y = (—y,x).
Pour w € S', on note
O SQn-l—l SN SQn-l—l @w(z) = wa.
Montrer que ¢} a = a pour tout w, que ixa =1 et que Lxa = 0.

On considére maintenant la projection 7 : $?"*1 — P"(C). Montrer qu’il existe une unique 2-forme
w sur P"(C) telle que m*w = da, et qu’elle est fermée (dw = 0).

Exercice 38. Montrer que la forme « de I’exercice 3.3 est une forme volume sur la sphere.

Exercice 39 (Formes volumes). Soit « une forme volume sur la variété V de dimension n. Soit 8 €
Q™(V). Montrer qu’il existe une fonction f : V' — R telle que § = fa. A quelle condition 3 est-elle,
elle aussi, une forme volume ?

Exercice 40 ((Non-)orientabilité de I’espace projectif réel). On considére 'application antipodique o :
x — —x sur la sphere S™ et la projection 7 : S — P"(R). On suppose que (3 est une forme volume
sur P"(R). Montrer que 7*f3 est une forme volume sur S™. En utilisant les exercices 4.6 et 4.7, il
existe donc une fonction f : S™ — R telle que 7* = fa. En calculant o*(7*3), montrer que P"(R)
est orientable si et seulement si n est impair.

Exercice 41. Soit w une 2-forme fermée sur une variété W. On suppose que, en chaque point = de
W, w, est une forme bilinéaire alternée non-dégénérée. Montrer() que W est de dimension paire et
orientée.

Exercice 42. On dit qu'une 2-forme différentielle w sur une variété W est symplectique si elle est fermée
et non-dégénérée (au sens de 'exercice précédent).

(1) On suppose W compacte et w symplectique. Montrer que w n’est pas exacte.
(2) Sous les mémes hypothéses, avec dim W = 2n, montrer que H?*(W) # 0 pour 0 < k < n.
(3) On suppose que W est une sphére. Montrer qu’elle est de dimension 2.

Exercice 43 (Sous-variétés lagrangiennes). On dit qu’une sous-variété L d’une variété symplectique
(W,w) est lagrangienne si, pour tout x € L, le sous-espace de T,L de T, W est isotrope maximal
pour la forme bilinéaire alternée non dégénérée w,.
(1) Que peut-on dire de la dimension de L7
(2) On suppose que dim W = 2. Quelles sont les sous-variétés lagrangiennes de W ?
(3) Dans la suite, W = R?" avec la forme w = Y dz’ Ady’ (celle de I'exercice 2.12). Soit j : L — W
I'inclusion d’une sous-variété lagrangienne.
— Montrer que la forme j*(3" 2% dy’) est fermée. On dit que la sous-variété lagrangienne est
exacte si cette forme est exacte.
— Maintenant, n = 1. Montrer qu’il n’existe pas de sous-variété lagrangienne exacte dans R2.

MEn utilisant au besoin les exercices 2.12 et 2.13.
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Exercice 44 (Produit de deux variétés symplectiques). Soient (W, w) et (W' w’) deux variétés symplec-
tiques.

(1) Montrer que la forme notée w & —w’ et définie par

(w D _wl)(x,m’)((& 5/)’ (777 77,)) = wl‘(f’ 77) - w;g’ (5/7 77/)
est une forme symplectique sur W x W”.
(2) On suppose maintenant que W/ =W et ' = w.
(a) Montrer que la diagonale
A={(z,z) [z €W}

est une sous-variété lagrangienne de (W x W,w @& —w).

(b) Soit ¢ : W — W un difféomorphisme. Montrer que ¢ est symplectique (c’est-a-dire que
Y*w = w) si et seulement si son graphe est une sous-variété lagrangienne de W x W.

(c) A quoi correspondent les points d’intersection des deux sous-variétés lagrangiennes A et
« graphe de ¢ » 7

Exercice 45 (Cohomologie de de Rham du tore 7™). On considére le tore 7™ = R™/Z" et la projection
naturelle (application quotient)
p:R" —— R"/Z" =T".
On appelle S; le cercle image dans T™ de I’axe des x;, c’est-a-dire de la droite engendrée par le i-éme
vecteur de la base canonique.
(1) Montrer qu’il existe une unique 1-forme «; sur 7™ telle que p*o; = da;.

— Montrer qu’elle est fermée (da; = 0).

— Calculer | s, Q-

— La forme «; est-elle exacte ?

(2) Soit o une 1-forme fermée sur 7™ et soit

ai:/ ;.
S;

o — Z a; dx; = df,
i=1

ou f : R™ — R est une fonction périodique en chacune des variables. En déduire que la classe de oo dans
H}p(T™) est celle de 3 a;c;. En déduire aussi que H},p(T™) est un espace vectoriel de dimension n.
(3) Pour 1 <4y < --- < i <mn, calculer

/ Qi N Ny,
Silx”'XSik

Montrer que la classe de a;, A -+ A a;, n’est pas nulle dans HE 5 (T™).
(4) Soit B € QF(T™) une k-forme fermée sur T™. Montrer qu'il existe des constantes a;, _;, € R et
une (k — 1)-forme v sur 7" telles que

B= iy iy Ao Ay, +dy.

Quelle est la dimension de Hfp(T™)?

Montrer que

Exercice 46. Montrer que deux applications & valeurs dans un ouvert étoilé de R"™ sont toujours ho-
motopes.

Exercice 47. Soient f et g deux applications d’une variété V dans S” C R™*!. On suppose que
VeV, |[f(z)-g) <2

Montrer que f et g sont homotopes.

Exercice 48. Soient V., W Z trois variétés compactes orientables de la méme dimension et soient
f:V—=>W,g: W — Z deux applications de classe C*°. Montrer que

deg(g o f) = deg(g) - deg(f).
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Exercice 49. Soit P € C[X]| un polynéme, considéré comme une application C — C. On « prolonge »
P en une application f : S2 — S? en utilisant la projection stéréographique ¢y de pdle nord et en
posant :

fl@) = ¢§'(Plen(@) siz#N et f(N)=N.
On suppose que P n’est pas constant. Montrer que f est surjective. Montrer que le degré topologique
de Papplication f est égal au degré du polynéme P.

Exercice 50. Montrer que pour tout n € Z, il existe une application S% — S? de degré n.

Exercice 51 (Nombre d’enlacement de deux courbes). Dans cet exercice, une courbe est une immersion
injective f de S' dans R3, une paire de courbes disjointes est la donnée de deux courbes f, g, qui
vérifient f(t) # g(s) pour tous t, s € S*.

Si f et g définissent une telle paire, on a donc une application

F:8'x8 —— §°
o) s S8 =00

1£(s) —g(®)]l
On appelle E(f, g) son degré. Montrer que E(f,g) = E(g, f) et que, si ¢ : S' — S! est un difféomor-

phisme, on a E(f oy, g) = £E(f, g) selon que ¢ préserve ou renverse l'orientation du cercle.
Pour chacune des paires de courbes suivantes, calculer E(f,g) :

(1) f(t) = (cosmt,sinnt,0), (2) f(t) = (cosmt,sinnt,0),
g(s) = (5 + cosms,sin7s, 0), g(s) = (1 + cos7t, 0, sin 7t)

On dit que deux paires de courbes disjointes (f1,g1) et (f2,g92) sont homotopes s’il existe des
homotopies H et K,

H:S'x[0,1] = R? avec H(x,0) = fi(z) et H(z,1) = fo(x)
K :S'x[0,1] — R3 avec K(z,0) = g1(z) et K(z,1) = go(x)
(H est une homotopie de f1 & f2 et K une homotopie de g1 & go2) telles que
Vtel0,1], zw~— H(z,t)etxz— K(z,t)
forment une paire de courbes disjointes. Montrer que, si c’est le cas

E(f1,91) = E(f2,92)-

On suppose que la courbe image de f est le bord d’une surface orientée ne rencontrant pas la courbe
image de g. Montrer qu’alors E(f,g) = 0.

Exercice 52. Soit f : S™ — S™ une application C*. On suppose qu’elle n’a pas de point fixe. Montrer
qu’alors elle est homotope & — Id. Montrer que toute application de S? dans elle-méme a un point fixe.

Exercice 53. Dans cet exercice, n est un entier > 2. Montrer que la forme dz* sur R™ passe au quotient
en une forme «; sur 7™ (exercice 4.13) et que cette forme est fermée. Soit f : S™ — T™ une application
€. Que peut-on dire de la forme f*ay;?

Montrer que la forme dz' A --- A dz™ sur R™ passe au quotient en une forme volume w sur 7. Que
peut-on dire de f*w? Quel peut étre le degré de f? A quoi sert 'hypothése n > 27

Exercice 54. En utilisant I'exercice 4.2, calculer la cohomologie des espaces projectifs réels.
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