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Henri Cartan (1904-2008)
– élève de l’ENS (1923)
– thèse 1928
– fonctions de plusieurs variables complexes
– Bourbaki
– Strasbourg, Paris (ENS)



Henri Cartan est le

fils aîné

d’Élie Cartan (1869-1951)

fondateur de la géométrie

différentielle moderne



André Weil (1906-1998)

– élève de l’ENS (1922)
– thèse 1928
– arithmétique
– Bourbaki
– Inde, Strasbourg...



Leur correspondance s’échelonne du

10 novembre 1928 — première lettre d’André Weil

(mathématiques, musique, séminaires, et postes)



au 8 mai 1991 — dernière lettre d’Henri Cartan

(réception du livre de souvenirs d’André Weil).





Un résumé de la correspondance

dates HC est AW est sujets abordés remarques
1928-30 Caen, Lille Paris postes
1930-33 Strasbourg Inde, Marseille
1933-39 Strasbourg Strasbourg ∅ Bourbaki
1939-40 Strasbourg mission la guerre

Clermont prison math insoumission
1941-45 Paris États-Unis ∅ statut des juifs
1945-47 Paris São Paulo Bourbaki retour ?

topologie
1947-58 Paris Chicago visas

postes
1958- Paris Princeton



mais aussi...

des notes et commentaires

incluant d’autres lettres,

en particulier

d’André Weil

à Pierre Honnorat

datées de 1925–1927
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Un visa américain pour
Jacques Hadamard (1865-1963)

président d’honneur du congrès

international

de Cambridge en 1950 ?



Henri Cartan, président de la SMF, en France

et André Weil, à Chicago

se mobilisent pour régler la question.

Après de longs échanges de lettres, le visa est accordé à Hadamard,

in extremis, le 26 juillet 1950.

La correspondance continue :



1er août 1950





1er août 1950



Mais voici qui t’intéressera plus, j’espère.
C’est l’intervention constante des espaces fibrés dans cette théorie.
P.ex. le problème de Cousin :
on se donne un recouvrement de la variété par des ouverts Ui,
et dans chaque Ui une fonc.méromorphe fi telle que
gij = fi/fj soit holomorphe 6= 0 dans Uij ; on demande
s’il existe f telle que f/fi soit partout holom. 6= 0 ?



ou (question équivalente) si on peut écrire gij = hi/hj,
hi holom. 6= 0 dans Ui ?
Or il est clair que les gij définissent, sur la variété donnée,
une structure fibrée analytique-complexe pour
le groupe multiplicatif à 1 variable complexe ;
il s’agit de savoir si cette structure est triviale
(au sens anal.-complexe) ?
Une condition nécessaire évidente est que
cette structure fibrée soit topologiquement triviale [...]



4 août 1950
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1940
la prison de Bonne-Nouvelle



1940. En prison à Rouen, André Weil travaille.

– Il (re-)rédige un rapport sur l’intégration pour Bourbaki,
– il rédige la dédicace à Élie Cartan de son livre l’Intégration dans

les groupes topologiques

– il corrige les épreuves d’un article sur les probabilités
– il entretient une correspondance intensive avec

• sa femme
• sa sœur
• ses amis de Bourbaki, dont Henri Cartan

– et surtout, il comprend comment démontrer l’hypothèse de Rie-
mann pour les corps finis.
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La bibliothèque mathématique

de la prison de Bonne-Nouvelle

laissait à désirer.

Pourtant...



Apporté par la famille...





Lu par Cartan...



Lu par Cartan...







22 avril 1940

Je vais résumer dans cette Note la solution des principaux problèmes de

là théorie des fonctions algébriques à corps de constantes fini; on sait que

celle-ci a fait l'objet de nombreux travaux, et plus particulièrement, dans

les dernières années, de ceux de Hasse et de ses élèves; comme ils l'ont

entrevu, la théorie des correspondances donne la clef de ces problèmes

mais la théorie algébrique des correspondances, qui est due à Severi, n'y

suffit point, et il faut étendre à ces fonctions la théorie transcendante de

Hurwitz.

Soient k un corps à q éléments; k son extension algébriquement fermée;

kn le corps à qn éléments contenu dans k\ a l'automorphisme de k qui,

à (ù éJ, fait correspondre o>?.Soit dl l'anneau déduit du corps des rationnels



La fonction zêta

ζA(s) =
∏

M idéal maximal

(

1 − #(A/M)−s
)−1

où f ∈ Fq[X,Y ] et A = Fq[X,Y ]/(f)

A est l’anneau des fonctions sur la courbe C d’équation f(X,Y ) = 0

(une courbe lisse de genre g).

Avec A = Z, on aurait

ζA =
∏

p premier

(

1 −
1

ps

)−1

,

la (forme eulérienne de la) fonction ζ de Riemann.



ζA = Z(C, q−s) avec Z(C, T ) = exp

(

∑

m

#C(Fqm)
Tm

m

)

#C(Fqm) désigne le nombre de points de C sur le corps Fqm.
En utilisant le théorème de Riemann-Roch, on montre que
Z(C, T ) est une fraction rationnelle en T , plus précisément

Z(C, T ) =

∏

(1 − αiT )

(1 − T )(1 − qT )
.

Le numérateur est un polynôme P de degré 2g.

• L’hypothèse de Riemann généralisée postule que

la partie réelle des zéros de ζA est 1/2
(ou que les racines de P sont de module q−1/2).



on voit que Tr (LL') est toujours un entier rationnel > o. Du lemme suit

aussi que le nombre des points coïncidents de C. est m{ -f-m2 – Tr (L).
En particulier, écrivant K = k(cc, y), notant K' ==k(x', y') un corps

isomorphe à K, et notant k(cc, y, x', y') la variété des couples de

points sur K, soit E la correspondance (1,9) définie par x=xq,

y – yi; la matrice L qu'elle définit n'est autre que la matrice 1 définie

plus haut; les points coïncidents de 2 sont les points sur K, rationnels par

rapport à k, ils sont au nombre de q + i – :Tr(I"). On en déduit que le

polynome caractéristique de I,P(m) = |E – mI|, n'est autre que le polynome
défini par P(^-Ç)=(i – ^)(i – Çl "*)%*(*), où £Kest la fonction £ de K. De

plus S;, réciproque de S, a pour matrice qh-' appliquant alors à la corres-

pondance C = ao-f-tf12 + tf2£2+ + «ag._1Sa«'-1, où les ai sont des

entiers rationnels, l'inégalité Tr(LL/)^>o, on démontre l'iiypothèse de

Riema.nn pour £K.

Enfin, soit K extension galoisienne du corps Ko sur le même"corps de

constantes k; les automorphismes s du groupe de Galois F de K sur Ko
induisent un groupe d'automorphismes [a ->L(s)a] de G, donc une repré-
sentation de de sur les résultats ci-dessus



Du lemme il suit que le nombre de

points coïncidents de C est

m1 + m2 − tr(L)



Ceci se passe en 1940 et sur fond de rivalité avec Hasse
(qui avait traité le cas des courbes de genre 1) et son école,
Deuring, en particulier,
qui avait eu l’idée d’utiliser les correspondances.

L’affrontement personnel, la guerre,
les choix (politiques) des uns et des autres,
la prison vs le service dans la Wehrmacht ,
le choix arithmétique pure vs géométrie algébrique...

Sur l’histoire de cette note et de ses recensions, voir aussi

La guerre des recensions
septembre 2011, arXiv 1109.5230



Théorie des correspondances,

la vision géométrique d’André Weil

et son intérêt constant pour la topologie



En particulier, pour le théorème de Lefschetz

Théorème. Soit V une variété topologique compacte et

connexe, et soit f : V → V une application continue.

Alors le nombre algébrique de points fixes de f est
∑

k≥0

(−1)ktr(f? : Hk(V ) → Hk(V )).



1946, Foundations of algebraic geometry



1946

André Weil est professeur

à São Paulo



1948

André Weil est professeur

à Chicago



Ces deux livres permettent de définir

la bonne notion d’intersection

et de démontrer le fameux lemme sur la trace,

ainsi de compléter la démonstration

de l’hypothèse de Riemann

et de résoudre

les principaux problèmes de la théorie

des fonctions algébriques

à corps de contantes fini



Notion de variété

après le passage du genre 1 (Hasse)

au genre g (Weil), permet

le passage en dimensions supérieures

et l’énoncé des conjectures de Weil (1949)

l’idée révolutionnaire que l’on puisse calculer

le nombre de solutions d’une équation mod. p

par la formule des points fixes de Lefschetz



L’essentiel du contenu mathématique

de la correspondance porte, après la guerre,

sur la topologie, qui sera

un des grands thèmes du Séminaire Cartan



FIN


