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Henri Cartan (1904-2008)
— éléve de ENS (1923)
— thése 1928
— fonctions de plusieurs variables complexes
— Bourbaki
— Strasbourg, Paris (ENS)




Henri Cartan est le

fils ainé

d’Elie Cartan (1869-1951)
fondateur de la géométrie

différentielle moderne




André Weil (1906-1998)

— éléve de ’ENS (1922)

— thése 1928 ,
— arithmétique

— Bourbaki

— Inde, Strasbourg...




Leur correspondance s’échelonne du

10 novembre 1928 — premiére lettre d’André Weil

(mathématiques, musique, séminaires, et postes)



au 8 mai 1991 — derniére lettre d’Henri Cartan

(réception du livre de souvenirs d’André Weil).






Un résumé de la correspondance

dates HC est AW est sujets abordés | remarques
1928-30 | Caen, Lille | Paris postes
1930-33 | Strasbourg | Inde, Marseille
1933-39 | Strasbourg | Strasbourg %) Bourbaki
1939-40 | Strasbourg | mission la guerre
Clermont | prison math insoumission
1941-45 | Paris Etats-Unis %) statut des juifs
1945-47 | Paris Sao Paulo Bourbaki retour 7
topologie
1947-58 | Paris Chicago visas
postes
1958- Paris Princeton




mails aussl...

des notes et commentaires
incluant d’autres lettres,
en particulier

d’André Weil

a Pierre Honnorat

datées de 19251927
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Un visa américain pour
Jacques Hadamard (1865-1963)

président d’honneur du congreés

international
de Cambridge en 19507




Henri Cartan, président de la SMF, en France

et André Weil, & Chicago

se mobilisent pour régler la question.

Aprés de longs échanges de lettres, le visa est accordé & Hadamard,
in extremis, le 26 juillet 1950.

La correspondance continue :



1¢F aoltit 1950







1¢F aoltit 1950




Mais voici qui t’intéressera plus, j’espére.
C’est l'intervention constante des espaces fibrés dans cette théorie.
P.ex. le probléme de Cousin :

on se donne un recouvrement de la variété par des ouverts U;,
et dans chaque U; une fonc.méromorphe f; telle que

gi; = fi/ f; soit holomorphe # 0 dans U;; ; on demande

s’il existe f telle que f/f; soit partout holom. # 07



ou (question équivalente) si on peut écrire g;; = h;/h;,

h; holom. # 0 dans U; ?

Or il est clair que les g;; définissent, sur la variété donnée,
une structure fibrée analytique-complexe pour

le groupe multiplicatif & 1 variable complexe ;

il s’agit de savoir si cette structure est triviale

(au sens anal.-complexe) ?

Une condition nécessaire évidente est que

cette structure fibrée soit topologiquement triviale |...]



4 aotut 1950
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1940. En prison a Rouen, André Welil travaille.

— II (re-)rédige un rapport sur 'intégration pour Bourbaki,
— il rédige la dédicace a Elie Cartan de son livre I’Intégration dans
les groupes topologiques
— 1l corrige les épreuves d’un article sur les probabilités
— il entretient une correspondance intensive avec
e sa femme
® sa sceur
e ses amis de Bourbaki, dont Henri Cartan
— et surtout, il comprend comment démontrer I’hypothése de Rie-
mann pour les corps finis.
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La bibliotheque mathématique
de la prison de Bonne-Nouvelle
laissait a désirer.

Pourtant...



Apporté par la famille...







Lu par Cartan...



Lu par Cartan...
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22 avril 1940

ALGEBRE. — Sur les fonctions algebngues d corps de constantes fini.
Note (*) de M. ANDRE WEIL, présentée par M. Elie Cartan.

-

* Je vais résumer dans cette Note la solution des principaux problémes de
la théorie des fonctions algebmques a corps de constantes fini; on sait que
celle-ci a fait 'objet de nombreux travaux, et plus partlcullerement dans
les derniéres années, de ceux de Hasse et de ses éléves:; comme ils l'ont
entrevu, la théorie des correspondances donne la clef de ces problemes :
‘mais la theome algébrique des correspondances, qui est due & Severi, n’y
- suffit point, et il faut etendre a ces fonctions la theorle transcenddnte de
Hurwitz.



La fonction zéta

ae = I (1 -#amy—)”

PNt idéal maximal

o f € Fy[X,Y] et A=F[X,Y]/(f)

A est anneau des fonctions sur la courbe C d’équation f(X,Y) =0

(une courbe lisse de genre g).
Avec A = 7, on aurait

¢a= |] (1—1>1,

S
p premier p
la (forme eulérienne de la) fonction ¢ de Riemann.



Tm
Ca=72(C,q °) avec Z(C,T) = exp (Z #C(qu)m>
#C(F,m) désigne le nombre de points de C sur le corps Fm.
En utilisant le théoréme de Riemann-Roch, on montre que
Z(C,T) est une fraction rationnelle en T, plus précisément

11(1 — a;T)
(1—T)(1 - qT)
Le numérateur est un polynéme P de degré 2g.

7(C,T) =

e L’hypothése de Riemann généralisée postule que

la partie réelle des zéros de 4 est 1/2
(ou que les racines de P sont de module g—'/2).






Du lemme 1l suit que le nombre de
points coincidents de C' est

my + meo — tI’(L)



Ceci se passe en 1940 et sur fond de rivalité avec Hasse
(qui avait traité le cas des courbes de genre 1) et son école,
Deuring, en particulier,

qui avait eu l’'idée d’utiliser les correspondances.

L’affrontement personnel, la guerre,

les choix (politiques) des uns et des autres,

la prison vs le service dans la Wehrmacht,

le choix arithmétique pure vs géométrie algébrique...

Sur I’histoire de cette note et de ses recensions, voir aussi

La guerre des recensions
septembre 2011, arXiv 1109.5230



Théorie des correspondances,
la vision géométrique d’André Weil
et son intérét constant pour la topologie



En particulier, pour le théoréme de Lefschetz

Théoreme. Soit 'V une variété topologique compacte et
conneze, et soit f + V. — V une application continue.
Alors le nombre algébrique de points fives de f est

> (—=1)ktr(fe s Ho(V) — Hy(V)).

k>0



1946, Foundations of algebraic geometry

AMERICAN
MATHEMATICAL SOCIETY
COLLOQUIUM PUBLICATIONS

Volume XXIX




professeur

____






Ces deux livres permettent de définir

la bonne notion d’intersection

et de démontrer le fameux lemme sur la trace,
alnsi de compléter la démonstration

de ’hypothése de Riemann

et de résoudre

les principaux problémes de la théorie

des fonctions algébriques

a corps de contantes fini



Notion de variéte

aprés le passage du genre 1 (Hasse)

au genre g (Weil), permet

le passage en dimensions supérieures

et I’énoncé des conjectures de Weil (1949)
I’1dée révolutionnaire que l’on puisse calculer
le nombre de solutions d’une équation mod. p

par la formule des points fixes de Lefschetz



L’essentiel du contenu mathématique

de la correspondance porte, aprés la guerre,
sur la topologie, qui sera

un des grands thémes du Séminaire Cartan






