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O problema geral

Dado um sistema hamiltoniano, como mostrar

que ele é (ou nao é) integravel 7
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O movimento dum sistema integravel ¢ muito regular, mais
precisamente, ¢ quase-periodico. O sistema volta regular-

mente a uma vizinhanca duma posicao ja tomada.

Exemplo : o movimento dum satélite sobre uma érbita cir-

cular a volta da Terra.

integravel ?



Estratégia, segundo o teorema de

Morales e Ramis, 1998

Para demostrar que um dado sistema analitico real nao é

integravel,

(1) descrever o sistema como um sistema hamiltoniano
sobre uma variedade simpléctica W de dimensao 2n

(2) escolher uma solucao particular

(3) linearisar o sistema ao longo desta trajectoria

(4) considerar o grupo de Galois diferencial do sistema li-
near obtido

(5) mostrar que este grupo nao é virtualmente abeliano.
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(1) descrever o sistema como um sistema hamiltoniano

sobre uma variedade simpléctica W de dimensao 2n

NA

M o momento angular, £ a velocidade angular, liga-

dos pela relacao M = J€2 onde J ¢é a matriz de inércia

do satélite (uma matriz simétrica positiva). A energia

total &

H(N,I', M) = ;(M, J—tMY— (M, N)—|—2(I‘, ar).
O sistema diferencial que descreve o movimento é
N=NAQ

I'=TA(Q—N)
M=MAQ+ 3T AJL.




A variedade simpléctica é
W ={(N,I,M) € R* x R® x s50(3) | |[N||* = 1, |1
E difeomorfa a SO(3) x R3.

A estrutura simpléctica vem do facto de W ser uma
Orbita co-adjunta no dual (se(3) X R?* x R?)* duma
algebra de Lie.
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(2) escolher uma solugao particular
Suponhamos que J ¢ uma matriz diagonal (a, b, ¢).

Consideramos o cilindro

V = {(N,F,M) — (639 (:E, y,O),C(Z T 1)63) cWwW}

/

E uma subvariedade simpléctica de W e o campo
vectorial hamiltoniano X g ¢ tangente a esta subvarie-

dade. As trajectorias de X g no cilindro V' sao

fE2 _I_ yz — 1
3(ax?® + by?) + cz? = 2h + ¢,

ou seja interseccoes de duas quadricas, portanto cur-
vas elipticas (menos quatro pontos no infinito), em ge-

ral suaves.



O sistema hamiltoniano €, nestas trajectérias

&
Y

z

,_3b-a),

C

Y.
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(3) linearisar o sistema ao longo desta trajectoria

O sistema linearisado é

U=esNJ W+ (2+ 1)U A es
V=LA@ 'W—-U) 42V Aes
W=clz+1)esANJ "W+ (z+1)W Aes+ 3T/

(4) considerar o grupo de Galois diferencial do sistema li-

near obtido
E um subgrupo algébrico de GL(6; C).



(5) mostrar que este grupo nao é virtualmente abeliano.
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Problema desta estratégia no caso do

satélite

O problema do satélite ¢ um problema com trés graus de
liberdade. Portanto o grupo de Galois do sistema lineari-
sado ao longo duma trajectoria qualquer ¢ um subgrupo
alg¢brico de Sp(6; C) C GL(6;C).

Entao é preciso reduzir a ordem do sistema.

Como reduzir a ordem dum sistema ?

e Método algébrico : factorizar o operador diferen-
cial linear D = Dy o D5 (Delphine Boucher,
Jacques-Arthur Weil).

e Método geométrico : utilizar a reducao simpléctica.

Em ambos métodos, obtém-se o grupo de Galois dum sis-
tema de ordem menor. O facto deste grupo mais pequeno
nao ser virtualmente abeliano ¢é suficiente para que o sis-

tema maior nao seja integravel.
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A reducao simpléctica

E —— T um fibrado analitico (complexo) simpléctico
sobre uma superficie de Riemann, D um operador dife-

rencial sobre as seccoes. Suponhamos que D é simpléctico.

T z(t)

Exemplo. Seja I' uma trajectéria do campo vectorial X g
e seja EE = 3*T'W a restricao do fibrado tangente. As
seccoes de F sao os campo vectoriais tangentes a W ao
longo de I'. O paréntesis de Lie com o campo vectorial
X g define um operador D sobre estas secgoes. O sistema

linearisado é precisamente

(X, Y] = DY = 0.
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Seja F' C E um subfibrado co-isotréopico e invariante por
D. Entao, o seu ortogonal simpléctico F'° ¢ também in-

variante e D define um operador reduzido D sobre as
secgoes de F'//F°.

No exemplo dum sistema hamiltoniano, o hamiltoniano H
¢ uma integral primeira. O subfibrado F'° gerado por X g
em F ¢é invariante. O seu ortogonal F' é o fibrado tangente

ao conjunto de nivel de H onde fica a nossa trajectoria I'.
A ordem da equacao DY = 0¢é 2n — 2.

Exemplo (continuagao). Mais geralmente, se houvesse
k integrais primeiras independentes ao longo de I' que co-

mutassem, a ordem do sistema linear poderia ser reduzida
a2n — 2k.

O grupo de Galois Gal(Dp) é um subgrupo dum quo-
ciente do grupo grande Gal(D).
Portanto, se o grupo pequeno nao for (virtualmente) abe-

liano, o grupo grande também nao é.
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Exemplo do satélite

O sistema tem trés graus de liberdade e ¢ hamiltoniano,
pelo que o grupo de Galois é, de facto, um subgrupo do
grupo simpléctico

Gal(D) C Sp(4;C) C GL(4; C) porque 2x3—2 = 4.

Infelizmente, ¢ grande demais. E preciso reduzir a ordem
um pouco mais. Por isso, € preciso ter uma outra
integral primeira.

Suponhamos agora que o nosso satélite é simétrico,
quer dizer mais exactamente que a matriz diagonal J =
(1,¢,0).

Entao o momento relativamente ao eixo de simetria, K =
M - eq, ¢ uma integral primeira. Portanto, podemos reduzir
a ordem do sistema diferencial linear até obter um sistema

de segunda ordem.
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O sistema diferencial linear reduzido ¢ de segunda ordem :

1
_ 0 . [“] .
3(c—1Dz*+c(z+1)> 0 |\W

Eiste sistema ¢ equivalente a equacao de segunda ordem
.. 1 2 2
i =—(3(c—1)z* 4 c(z 4+ 1)°) u.
C

Onde @ e z sdo solugoes do sistema (nao linear)

Tr = zy

Yy = —2zx

. 3(c—1)

z = TY.
&



17

A nao-integrabilidade do satélite

O grupo de Galois é um subgrupo algébrico de SL(2; C).
Para demostrar que este subgrupo nao é virtualmente abe-

liano, 806 precisamos mostrar que ele contém

e um clemento diagonalisavel de ordem infinita
A0
0 X1

e ¢ um clemento de ordem infinita que nao ¢ diagonali-

savel.

O grupo de Galois contém a monodromia do sistema (aqui,
ele é gerado pela monodromia). Vamos entao considerar

esta monodromia.
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A figura seguinte mostra um paralelogramo de periodos da
curva eliptica. Os pontos pretos sao os pontos no infinito, a
aresta A é o caminho fechado ao longo duma componente

da parte real da curva.
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Y1

V>

A monodromia ao longo do caminho fechado 47 (a volta
dum dos pontos no infinito).

E f4cil, utilizando o sistema

Tr = zy

Yy = —zx

. 3(c—1)

z = Ty,
C

estudar os polos das funcoes x, y e z, e depois mostrar

que a monodromia da equacao linear nao ¢ diagonalisavel.
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Ao longo duma componente da parte real da curva, a nossa

equacao diferencial linear é

1
——B(c— 1)z + c(z + 1)?) w.
C
E uma equacio real, cujos coeficientes sdo funcdes per-
i6dicas de t e a funcdo —= (3(c — 1)a? + c(z + 1)?) ¢

negativa.

u =

Portanto, um teorema classico de Liapounov diz que a mo-
nodromia ao longo de A tem valores préprios reais, negati-
vos e distintos. Consequentemente, a monodromia ao longo

deste caminho é diagonalisavel e de ordem infinita.
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Deduz-se entao que o grupo de Galois nao é virtualmente
abeliano e que o sistema do satélite simétrico nao é inte-

gravel por integrais meromorfas complexas.
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Uma pergunta natural que se apresenta ¢ a seguinte : sera
que este sistema ¢ integravel por integrais analiticas reais

que tem singularidades essenciais nao reais




