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Le texte (page 1)

SUR LE PROBLEME DE LA ROTATION
D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE®

ran

SOPHIE KOWALEVSKT

LEATOOKROLM

§ .

Le probléme de In rotation d'un corps solide pesant sutour d'un
point fixe peut se ramener, comme on sit, & Vintégration dun systéme
d'oquations differentielles suivant:

o » dy ’
Agp = (B— Oy + Malyy” — 27), T="7—%"
o . A d e
(1) B = (C— Ayrp + Ma(ey — =77 T =
r day
Cq=(A— R+ Myley — )y S=r— -

Ids constantes A, B, C, My, =,,¥,,7 qui figurent dans ces équa-
tions ont la signification suivante.

A, B0 sont les axes principuux de Vellipsaide d'inertie du corps
congidéré, relativement nu point fixe.

M est ln musse du corps;

g lintensite de In foree de gravité:

' Ca wimoire oot Je réaumd dun tavsll suquel TAcsdémie dex Seicdees d¢ Pasie,
dams fa sdance soloomelle du 24 décombro 1888, » décernd ln prix Bordin flavé ds 3000
A 5000 franes,

Aeew - e, 1T, Tspeimd de 02 Jasifor 10m3 0n

Le cas de Sophie Kowalevski — p



Le texte (page 1)

SUR LE PROBLEME DE LA ROTATION
D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE®
rAn
SOPHIE KOWALEVSKT

LATOOKNOLM

§ .

Le probléme de In rotation d'un corps solide pesant sutour d'un
point fixe peut se ramener, comme on sit, & Vintégration dun systéme
d'oquations differentielles suivant:

" - P
Amgz(n_(,')qr-i— Malvy” — 2.7 Bl St

(’4 el A -
()  BR=@C—An+MEr—=r)  F=w—m

O =(A— B+ Myled — iy =t —
I4s constantes A, B, C, My, =, ,¥4,2 qui fizurent dans ces équa-
' Co mémoire ost lo risnmé d an travail soguel ) Acoddmio des Scievces de Purie,
dans sa sionce soleanalln da 24 décombrs 1888, & décersd lo peix Bondin dlawd da 3000
A 5000 franes.
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SUR LE PROBLEME DE LA ROTATION
D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE®
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Le texte (page 1)

SUR LE PROBLEME DE LA ROTATION
D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE®
rau

SOFPHIE KOWALEVEKT

AKTALCKROLN

“r T e
o . 4 d »
()  BRE=C—MN+Mzr—=7Y  F=w—m
il &
U =U—Rpm+ Myleyd —mpy  Fr=ar—m-

Ids constantes A, B, C, My, =,,¥,,7 qui figurent dans ces équa-
tions ont la signification suivante.

A, B0 sont les axes principuux de Vellipsaide d'inertie du corps
congidéré, relativement nu point fixe.

M est In musse du corps;

g lintensite de In foree de gravité:

' Ca wimoire oot Je réaumd dun tavsll suquel TAcsdémie dex Seicdees d¢ Pasie,
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Le texte (page 1)

SUR LE PROBLEME DE LA ROTATION
D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE®

ran

SOPHIE KOWALEVEK]T

ASTALCKROLY

ol —

o > : dr -
R'-‘—”—= (C— Ayrp + Mo(ey — =77 = —m
(,llr "7" )

'(7‘- == (J‘ < ,,)m + o"g(.’.f—,'l,r)v '7"— : qr — ,'r.

Iés constantes A, B, C, My, =, ,¥,,7 qui figurent dans ces équa-
s ont la signifieation suivante.

b A, B, sont les axes principuox de Vellipsoide d'incrtic du corps
idéré, relativement nu point fixe.

M est ln musse du corps;

a2 Vintensite de In foree de mravité:

(1 850 1 891 ) ' Co wimoire ot Te réauemd d wn Uavsil sagoel [ Acsdémie dex Seicoces de Pasis
dams #a sdance woloomalle du 24 décombro 1888, » décersd In prix Bordin flevé 2o 3000
A 5000 [raties,
Aree - g 17, Tmpeimd o 02 Jassjor 0l on
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SUR LE PROBLEME DE LA ROTATION
D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN-POINT FIXE'
ran

SOPHIE KOWALEVSKT

A ETOGURKHOULN
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SUR LE PROBLEME DE LA ROTATION
D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN-POINT FIXE'

raun

SOPHIE KOWALEVSKT

A ETOURKROLN

O
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SUR LE PROBLEME DE LA ROTATION
D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN-POINT FIXE'

rau

SOPHIE KOWALEVSKT

A ETOURKROLN
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AT e (= O + Mgl —27), E=tr—ar

A= (C— A+ Mglar—ns)h  F=m"—m

OF = (A—Bpr + Mylrd — ik = o7 —sr
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o " Wl
AT = (=) 4 Malay" —&1) = —0"

Bl (C— Ay + Molar— s E=m—r
dr -
CF = (A—Mpy + Myle? — k= 07— sr-

d
Ce sont des équations différentielles : d_]:’ etc.
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AT - (R — g + Maluy" —27)  F=tr—ar
I . : d -
Bl = (C— A)rp + Mglar — mr') o=y —
e day”
Cor = (A — BYpy + My(r’ — vk i = wr—-
dp

Ce sont des équations différentielles : e etc. Il y a six

guantités inconnues, p, -, etc.

Le cas de Sopnhie Kowalevski — p



0“ J . -
A v (I — CYgr 4 Myl — 2,7), ==
B e (€ — AVip + Mols— w7 o —
= (C e + Mglar — mr'), = —
d' o’
et = (A — Bpy + My(r .y — .7k ‘ ~ = gr— .

d
Ce sont des équations différentielles : d_Z:’ etc. Il y a six

guantités inconnues, p, ~, etc. Elles décrivent la
position et la vitesse du solide en fonction du temps t.
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oy ol , -

ATE o (I — C)gr 4 Malr" — 3,7, ==
n™ . ~ 3 : o

3 = (C—M)rp + Halayr — mir) T -y —1r

‘f ( ' ,' n[ a{".

‘" P, (- ),y, “+ ,” r ?/_ i r}‘ .?-‘- = O — FI}‘

d
Ce sont des équations différentielles : d_ZZ’ etc. Il y a six

guantités inconnues, p, ~, etc. Elles décrivent la
position et la vitesse du solide en fonction du temps t.
Il y a aussi des constantes A, xq, etc.
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A ‘ ' - - oy . .
A ‘-"‘ w (Il gy 4 Maly.r" — 2.7, il et (A
BY o (C— A Ui oy o T —
‘.‘.‘. =r l. g — /’]’ + 4 “7(:‘,’ — '.r q‘. ;"; _— PT — "' '
(.'l' p » , “".’ s
J ;7-'— == (" — ,;)Iy’f '}- 4mlf/| r.r —_— ",'r}! .?‘— — ‘,T o ocl y

d
Ce sont des équations différentielles : d_ZZ’ etc. Il y a six

guantités inconnues, p, ~, etc. Elles décrivent la

position et la vitesse du solide en fonction du temps t.

Il y a aussi des constantes A, x(, etc. Elles décrivent la forme
du solide et la position du centre de gravité par rapport au
point fixe.
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Par exemple ~"" est le cosinus de I'angle entre OG et la
verticale
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Par exemple ~"" est le cosinus de I'angle entre OG et la
verticale
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Par exemple ~"" est le cosinus de I'angle entre OG et la
verticale

44
v = cos«
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Le texte (page 2)

178 Bophie Kawulerski.

Zy ¥y » % les coordonnées du centre de gravité du corps considéré
dans un systéme de coordonnées, dont V'origine est au point fixe et dont
la_direction cotncide avec celle des axes principsux de I'ellipsalde d'inertie.

Jusqu'a présent on n'était parvenu & intégrer ces équations que dans
deux cas particuliers:

1) Le cus de Pomsox (ou d'Eutzx) oit I'on a 5, =y, =3, =0,

2) Le eas de Lacuasce ol I'on 0 4 = B, x, s 3, =o

Danz ces deux cas lintégration sopére & Vaide des fonctions #(u)
dont l'argument est une fonetion entiére lindaire du tempe

Les six quantitds p,g,r,r,7,7" sont dans ces deux cas des fone.
tions uniformes du temps, n'syant d'wutres singularités que des pdles pour
toutes les valeurs finies de ls variable,

Les intégrales des équations différenticlles considérdes conservent-elles
cette propriété dans le cas général?

8i tel était lo cas il faudenit pouvoir intégrer ces équations diffé.
renticlles i 'aide de séries de ln forme

pP="p, + 0+ +..)
g=1t"g, +ot4+ ¢, +..),
r=tmr, fnt4 ot 400
r= LAt R+
7=t +at+5+..)
it i U S S o WA PO

(2)

}I

ol my, My, my, my, my, i, désignent des nombres ontiers positifs, 8 ces
séries, pour pouvoir représenter le systéme général d'intégrales des équa-
tions différentielles considérées, dovrajent contenir cing constantes ar-
bitraires. ‘

Il faut dono examiner si une pareille intégration est possible.

On s'ussure faciloment, en comparant les exposants des premiers
termes dans les membres gauches et dans les membres droita des équa-
tions considérées que l'on doit avoir
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Le solide en 1888

Un probleme classique et difficile,

Le cas de Sopnhie Kowalevski — b



Le solide en 1888

Un probleme classique et difficile, étudié depuis le
dix-huitieme siecle, notamment par Euler (1707-1783).
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Le solide en 1888

Un probleme classique et difficile, étudié depuis le
dix-huitieme siecle, notamment par Euler (1707-1783).

Pas de vrai progres depuis Lagrange (1736-1813).

Le cas de Sopnhie Kowalevski — p



Le solide en 1888

Un probleme classique et difficile, étudié depuis le
dix-huitieme siecle, notamment par Euler (1707-1783).

Pas de vrai progres depuis Lagrange (1736-1813).

Un prix proposé par ’Académie prussienne des sciences en
1852 n’avait inspiré aucune contribution,

Le cas de Sopnhie Kowalevski — p



Le solide en 1888

Un probleme classique et difficile, étudié depuis le
dix-huitieme siecle, notamment par Euler (1707-1783).

Pas de vrai progres depuis Lagrange (1736-1813).

Un prix proposé par ’Académie prussienne des sciences en
1852 n’avait inspiré aucune contribution, en Allemagne, on
appelait ce probleme die matematische Nixe.

Le cas de Sophie Kowalevski — p



Plan de la conférence

® FEtude d’un des cas connus a I'’époque de Kowalevski
(deuxieme moitié du dix-neuvieme siecle), le cas de
Lagrange,
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Plan de la conférence

® FEtude d’un des cas connus a I'’époque de Kowalevski
(deuxieme moitié du dix-neuvieme siecle), le cas de

Lagrange,
® ce que c’est que le cas de Kowalevski et comment elle I’'a
trouvé,
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Plan de la conférence

Etude d’un des cas connus a I'’époque de Kowalevski
(deuxieme moitié du dix-neuvieme siecle), le cas de

Lagrange,
ce gque c’est que le cas de Kowalevski et comment elle I'a
trouvé,

actualité et modernité de ce travail.

Le cas de Sophie Kowalevski — p



Le cas de Lagrange

-

2) Le cas de LAGRANGE ol Von a 4 = B, 2, =y, = o.
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Le cas de Lagrange

2) Le cas de LAGRANGE ol I'on a 4 = B, 2, =y, = o.
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Le cas de Lagrange

2) Le cas de LAGRANGE ol I'on a 4 = B, 2, =y, = o.
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Ce que I’on voit...

... quand on regarde une toupie
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Ce que ’on voit...

... quand on regarde une toupie
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Ce que ’on voit...

... quand on regarde une toupie

rotation :
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Ce que ’on voit...

... quand on regarde une toupie

rotation : la toupie tourne autour de son axe
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Ce que ’on voit...

... quand on regarde une toupie

rotation : la toupie tourne autour de son axe
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Ce que ’on voit...

précession :



Ce que ’on voit...

précession : I'axe décrit un cone
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Ce que I’on voit...

précession : I'axe décrit un cone
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Ce que ’on voit...

précession : I'axe décrit un cone

nutation :
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Ce que ’on voit...

précession : I'axe décrit un cone

nutation :
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Ce que ’on voit...

précession : I'axe décrit un cone

nutation :
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Ce que I’on voit...

précession : I'axe décrit un cone

nutation : les petits festons
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Résolution (1)

# On utilise les lois de conservation de la physique.
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Résolution (1)

# On utilise les lois de conservation de la physique.
# Par exemple I'énergie est conserveée,
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Résolution (1)

# On utilise les lois de conservation de la physique.
# Par exemple I'énergie est conserveée,

# ainsi que le moment de la toupie par rapport a son axe de
révolution.

Le cas de Sophie Kowalevski — D.



Résolution (2)

Elimination de toutes les inconnues sauf ~”, qui,
géomeétriguement, est la hauteur de I'extrémité de I'axe de la
toupie.
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Résolution (2)

Elimination de toutes les inconnues sauf ~”, qui,
géométriquement, est la hauteur de I'extrémité de I'axe de la
toupie.
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Résolution (2)

Elimination de toutes les inconnues sauf ~”, qui,
géométriquement, est la hauteur de I'extrémité de I'axe de la
toupie.

x — ~'" est solution de I'équation différentielle

2
dx , _
(E) = &% = (1 - 2*)(a — 2z) — (c — kz)? = P()
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Résolution (2)

Elimination de toutes les inconnues sauf ~”, qui,
géométriquement, est la hauteur de I'extrémité de I'axe de la

toupie.
x — ~'" est solution de I'équation différentielle
d 2
£
(E) =2 = (1 —z?)(a —2z) — (c — kx)? = P(x)

ou P est un polynbme de degré 3.
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Résolution (2)

Elimination de toutes les inconnues sauf ~”, qui,
géométriquement, est la hauteur de I'extrémité de I'axe de la
toupie.

x — ~'" est solution de I'équation différentielle

2
(Z%) = 1% = (1 —2%)(a — 22) — (c — ko) = P(x)

ou P est un polynbme de degré 3.

Les quantités x et y = & sont donc astreintes a vérifier
I,équation yz — P(w). Le cas de Sophie Kowalevski — D.



Résolution (3)

La courbe d’équation y? = P(x).
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Résolution (3)

La courbe d’équation y? = P(x).

Graphe z = P(x)
z=(1—z%)(a—2z) — (c — kx)?
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Résolution (3)

La courbe d’équation y? = P(x).

/ CE )

Graphe z = P(x)
z=(1—z%)(a—2z) — (c — kx)?
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Résolution (4)
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Ce que ’on voit...

... quand on regarde une toupie
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Ce que I’on voit...

... quand on regarde une toupie

voyons ce qui se passe dans les cas ou l'on
sait résoudre le systeme et regardons si des
propriétés analogues pourraient étre plus geé-
nérales
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Ce que ’on voit...

... quand on regarde une toupie

voyons ce qui se passe dans les cas ou l'on
sait résoudre le systeme et regardons si des
propriétés analogues pourraient étre plus geé-
nérales

Jusqu'h présent on w'étalt parvenu b intégrer oo dquations que dana
doux cas particuliers:

1) Le can de Powmox (ou d'Evnes) ol Uon o 2, =y, = 2, = 0,

2) Lo ons do Lacuaxon od l'on a 4w B, x, =y =o0.

Dans ced deux can Vintégration s'opére & V'aide des fonctions #(u)
dont Vargument est une fonction entiére linduire du temps.

Les six quantités p,g,r,r, 7,7 =ont duns oes deux cas des fono.
tions uniformes du temps, n'ayant d'sutres singularités que des pdles pour
toutes les valeurs finies de ls variable.
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Ce que ’on voit...

Les six quantités p,og,», 7.7 7 %ont duns cos deux cas des fone.
tions uniformes du temps, n'ayant d'autres singularités que des poles pour
toutes les valeurs finles de In vuriable.
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Ce que I’on voit...

Lo six quantités p g, v, 7.7 7" sont duns cos deux cas des fone.
tions uniformes du temps, n'ayant d'autres singularités que des poles pour
toutes les valeurs finies de In vuriable.

Les solutions ont des poéles, ¢ca veut dire qu’elle partent a
I’infini,
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Ce que I’on voit...

Lo six quantites p,g, v, 7.7 7" oot duns cos deux cas des fone.
tions uniformes du temps, n'ayant d'autres singularités que des poles pour
toutes les valeurs finies de ln vuriable.

Les solutions ont des poéles, ¢ca veut dire qu’elle partent a
'infini, comme par exemple t — 1/t2.
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Ce que I’on voit...

Lo six quantités p g, v, 7.7 7" sont duns cos deux cas des fone.
tions uniformes du temps, n'ayant d'autres singularités que des poles pour
toutes les valeurs finles de In vuriable.

Les solutions ont des poéles, ¢ca veut dire qu’elle partent a
'infini, comme par exemple t — 1/t2.

A
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Ce que I’on voit...

Vous ne l'avez pas vu en regardant tourner la toupie. Par
exemple, x = cos « reste plus petit que 1, la toupie n’explose
pas!
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Ce que I’on voit...

Vous ne l'avez pas vu en regardant tourner la toupie. Par

exemple, x = cos « reste plus petit que 1, la toupie n’explose
pas!

Regardons mieux.
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Ce que I’on voit...

Vous ne l'avez pas vu en regardant tourner la toupie. Par

exemple, x = cos « reste plus petit que 1, la toupie n’explose
pas!

Regardons mieux.

« La mathématique est la science qui demande le plus
d’imagination. »
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Regarder, ¢’est imaginer...



Regarder, ¢’est imaginer...



Regarder, ¢’est imaginer...




Regarder, ¢’est imaginer...

<

)
r = COS ¢




N

Regarder, ¢’est imaginer...




N

Regarder, ¢’est imaginer...




Imaginer...
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Imaginer...

Imaginer un angle dont le cosinus est plus grand que 1...
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Imaginer...

Imaginer un angle dont le cosinus est plus grand que 1...

cos?a =1 — sin® o

Le cas de Sopnhie Kowalevski — p. |



Imaginer...

Imaginer un angle dont le cosinus est plus grand que 1...
2 2

cos“*a =1 —sin“ «

coszazl—sin2a> 1<:>sin2a<0
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Imaginer...

Imaginer un angle dont le cosinus est plus grand que 1...
cos?2a = 1 — sin? «

coszazl—sin2a>1<:>sin2a<0

c’est imaginer un nombre dont le carré est négatif...

Le cas de Sophie Kowalevski — p. |



Imaginer...
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Imaginer...

Imaginer un nombre dont le carré est négatif
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Imaginer un nombre dont le carré est négatif
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Imaginer...

Imaginer un nombre dont le carré est négatif
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Imaginer...

Imaginer un nombre dont le carré est négatif
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Imaginer...

Imaginer un nombre dont le carré est négatif
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Imaginer...

Imaginer un nombre dont le carré est négatif
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Retour a Lagrange. Résolution (5)

r2 = P(x)



Retour a Lagrange. Résolution (5)

2
i? = P(x) ou (d_a:) = P(x)



Retour a Lagrange. Résolution (5)

dx

pn = / P(x)
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Les intégriles des équations différenticlles considérées conservent-elles
cette propriété dans le cas général?

Elle considere donc le
systeme dans le cas gé-
néral

ATE e (I — ) + Myl — 47),

Bgz - ((:'— A)’P + M.‘l(’.r— ".r")o

de
Cor = (A — B)py -+ My(r./ — w7k

d y
==
d po
3}‘-1’7 el &
d'

i = —

Le cas de Sonhie Kowalevski — p.



Le cas de Kowalevski

Les intégriles des équntions différentiolles considérées conservent-elles
cette: propriété dans le cas général?
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et se demande pour quelles valeurs de A, B, C (forme du
solide) et (x¢, yo, z0) (position du point fixe) les solutions,
comme fonction de la variable complexe temps, ont cette
propriéte,
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Les intégriles des équatioms différenticlles considérées conservent-elles
cette: propricté dans le cas général?
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et se demande pour quelles valeurs de A, B, C (forme du
solide) et (x¢, yo, z0) (position du point fixe) les solutions,
comme fonction de la variable complexe temps, ont cette
propriété, n’avoir que des poles.
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Le cas de Kowalevski

Les intogriles ded équation dilférenticlles considérées conservent-elles
cette: propricté dans le cas général?
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et se demande pour quelles valeurs de A, B, C (forme du
solide) et (x¢, yo, z0) (position du point fixe) les solutions,
comme fonction de la variable complexe temps, ont cette
propriété, n’avoir que des poles.

C’est le comportement le plus simple possible pour une
solution d’'un systeme comme celui du solide...
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... tellement simple que ca n’arrive presque jamais. Ca se
produit dans exactement trois cas, le cas d’Euler, celui de
Lagrange,

et un nouveau cas, le cas dit de Kowalevskiou A = B = 2C,
20 — 0.
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Le cas de Kowalevski (suite)

... tellement simple que ca n’arrive presque jamais. Ca se
produit dans exactement trois cas, le cas d’Euler, celui de
Lagrange,

et un nouveau cas, le cas dit de Kowalevskiou A = B = 2C,

ZQZO.
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« C’est ce cas que je me propose d’étudier dans les
paragraphes suivants, »
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Le cas de Kowalevski (suite)

« C’est ce cas que je me propose d’étudier dans les
paragraphes suivants, » dit-elle a la septieme page de l'article,
qui en comporte cinquante-cing.
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Elle exprime les solutions en termes de fonctions ¥ de deux
variables. Ce sont les analogues en dimension 2 de la fonction
© de Weierstrass, de nouvelles fonctions, qu’elle connait bien.
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Le cas de Kowalevski (résolution)

Elle exprime les solutions en termes de fonctions ¥ de deux
variables. Ce sont les analogues en dimension 2 de la fonction
© de Weierstrass, de nouvelles fonctions, qu’elle connait bien.

Rapport de la Commission du prix Bordin :

« Les propriétés des fonctions 9 a deux variables
indépendantes permettent de donner la solution complete
sous la forme la plus précise et la plus élégante ; et I'on a ainsi
un nouvel et mémorable exemple d’'un probleme de
Mécanique dans lequel interviennent ces fonctions
transcendantes, dont les applications avaient été bornées
jusqu’ici a Panalyse pure ou a la Géométrie [...] »
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Russian Math. Surveys 31:1 (1976), 59146
From Uspekhi Mat. Nauk 31:1 (1976), 55136

NON-LINEAR EQUATIONS OF KORTEWEG-DE
VRIES TYPE, FINITE-ZONE LINEAR

OPERATORS, AND ABELIAN VARIETIES

B. A. Dubrovin, V. B. Matveev, and S. P. Novikov

The basic content of this survey is an exposition of a recently developed method of constructing a
broad class of periodic and almost-periodic solutions of non-linear equations of mathematical physics to
which (in the rapidly decreasing case) the method of the inverse scattering problem is applicable. These
solutions are such that the spectrum of their associated linear differential operators has a finite-zone
structure. The set of linear operators with a given finite-zone spectrum is the Jacobian variety of a
Riemann surface, which is determined by the structure of the spectrum. We give an explicit solution of
the corresponding non-linear equations in the language of the theory of Abelian functions.
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Communications in
Mathematical
Physics

© Springer-Verlag 1982

Commun. Math, Phys. 83, 83-106 (1982)

Kowalewski’s Asymptotic Method,
Kac-moody Lie Algebras and Regularization

M. Adler*! and P. van Moerbeke**-?2

| Brandeis University, Waltham, MA 02254, USA
2 University of Louvain, B-1348 Louvain-la-Neuve, Belgium, and Brandeis University,
Waltham, MA 02254, USA

Abstract. We use an effective criterion based on the asymptotic analysis of a
class of Hamiltonian equations to determine whether they are linearizable on
an abelian variety, i.e., solvable by quadrature. The criterion is applied to a
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Le cas de Kowalevski est un exemple de ce que I'on appelle
un systeme intégrable,
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Et aujourd’hui ? systemes intégrables

Le cas de Kowalevski est un exemple de ce que I'on appelle
un systeme intégrable,

un systeme différentiel qui possede assez de quantités
conservées (énergie, moment,...) ce qui donne a ses solutions
un comportement tres régulier sur le long terme.
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On est capable de les intégrer, d’en écrire les solutions ;
dans le cas de la toupie, on s’est ramené a I'équation
2 _ 2 2 _
z°=(1—x°)(a—2x) — (c — kx)” = P(x)
en éliminant des variables grace aux quantités conserveées,

assez nombreuses, grace au moment de la toupie par rapport
a son axe.
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Systemes intégrables

On est capable de les intégrer, d’en écrire les solutions ;
dans le cas de la toupie, on s’est ramené a I'équation

i’ = (1 —2?)(a — 2z) — (c — kx)? = P(x)

en éliminant des variables grace aux quantités conservées,
assez nombreuses, grace au moment de la toupie par rapport
a son axe. Kowalevski a résolu les équations dans son cas
grace a un polynébme R de degré 5.

Mais d’ou a-t-elle sorti ce polynbme ?
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Systemes intégrables

Dans son cas, elle a remarqué qu’il y avait aussi une quantité
conservée au cours du mouvement,

K =|(p+ig)?+ (v+iv)|",

c’est ce qui permet, par élimination,
d’intégrer le systeme.
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Trois questions — la premiere

On a demandé que les solutions n’aient que des pobles. On a
trouvé que le systeme est intégrable.

La propriété de Kowalevski est maintenant appelée complete
intégrabilité algébrique.

Communications in
Commun. Math, Phys. 83, 83-106 (1982) Mathematical

© Springer-Verlag 1982

Kowalewski’s Asymptotic Method,
Kac-moody Lie Algebras and Regularization

M. Adler*! and P. van Moerbeke**-2

| Brandeis University, Waltham, MA 02254, USA
2 University of Louvain, B-1348 Louvain-la-Neuve, Belgium, and Brandeis University,
Waltham, MA 02254, USA

Abstract. We use an effective criterion based on the asymptotic analysis of a
class of Hamiltonian equations to determine whether they are linearizable on
an abelian variety, i.e., solvable by quadrature. The criterion is applied to a
system with Hamiltonian

+1

1 t
H=1/2 Y p?+ Y, exp( N,,x]).
i=1 =1 j=1

parametrized by a real matrin. N=(N;;) of full rank. It will be solvable by
quadrature if and only if for alli%j,2(NN"),(NN");' is a nonpositive integer,
i.e, the in‘eractions correspond to the Toda systems for the Kac-Moody Lie
algebras. The criterion is also applied to a system of Gross-Neveu.
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Trois questions — la premiere

On a demandé que les solutions n’aient que des pobles. On a
trouvé que le systeme est intégrable.

La propriété de Kowalevski est maintenant appelée complete
intégrabilité algébrique.

-°l'lls.with :llbcbralc addition law). . ol
This paper deals with a criterion for algebraic complete integrability, inspired
by work of K owalewski. In celebrated papers [7, 8], she has shown that the only

algebraically completely tegrable systems among the rigid body motions gy,
Euler's rigid body. Lagrange’s top and the famous Kowalewskitop. Her methog
based on the idea that if the system is to be algebraically completely integrahj,
and if the phase variables of the problem are to be algebraic (abelian) functiong
then the phase variables of the problem must be meromorphic in time. In additioy
the trajectories which blow up (as they must) are nicely parametrized by
codimension one family of parameters. This implies the existence of enoug
codimension one parameter families of (complex) pole solutions of the system g
that all the (abelian) phase variables get a chance to blow up (not necessari,
simultancously). The sufficiency of this eriterion has not been established. W,
remark that the parameters of the pole solutions play the role of regularizing
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Trois questions — la premiere

On a demandé que les solutions n’aient que des pobles. On a
trouvé que le systeme est intégrable.

La propriété de Kowalevski est maintenant appelée complete
integrabilité algébrique.

La relation entre cette intégrabilité algebrique et I'intégrabilité
usuelle n’est pas encore tres claire aujourd’hui.
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Comment trouve-t-on une intégrale premiere ?
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Trois questions — la deuxiéme

Et d’ailleurs, pourquoi ce systeme est-il intégrable ?
Comment trouve-t-on une intégrale premiere ?

Et d’ou sort ce cas bizarre ?
C’est un des sujets sur lesquels depuis environ trente ans, il y

a eu énormément de progres.
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Trois questions — la deuxiéme

The Kowalewski Top 99 Years Later:
A Lax Pair, Generalizations and Explicit Solutions

A. 1. Bobenko, A. G. Reyman, and M. A. Semenov-Tian-Shansky

Leningrad Branch of V. A, Steklov Mathematical Institute, Fontanka 27,
SU-191011 Leningrad, USSR

Abstract. A “natural” Lax pair for the Kowalewski top is derived by using a
general group-theoretic approach. This gives a new insight into the algebraic
geometry of the top and leads to its complete solution via finite-band
integration theory.

Introduction

In her celebrated paper [1] published in 1889 K owalewski found a new and highly
nontrivial integrable case of the motion of a heavy rigid body about a fixed point,
completing the list of integrable tops. Two previously known integrable cases are
relatively simple and had been solved already in the X VIIT™ century. These are
Euler’s top in which the stationary point ceincides with the center of mass, and
Lagrange’s top which is axially symmetric. The third case discovered by
Kowalewski is rather bizarre: the moments of inertia have a fixed ratio 2:2: 1,and
the center of mass lies in the equatorial plane of the top. This case was detected by
requiring that the general solution be given by meromorphic functions of the

aneeal e Al o . % 14, WY . tee 3
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Compositio Mathematica 87; 153- 229, 1993,
(1993 Kluwer Academic Publishers. Printed in the Netherlands,

Variétes abéliennes réelles et toupie de Kowalevyski

MICHELE AUDIN' et ROBERT SILHOL?

"nstitut De Rech. Math. Avancée. 7 Rue René Descartes, F-67084 Strasbourg Cedex, France;
TUniversité de Montpellier 11, F-34095 Montpellier Cedex =, France

Received 5 February 1992, accepted 30 June 1992

Nous allons expliquer dans ces notes comment sont faits les niveaux communs
des intégrales premiéres dans I'exemple de la toupie de Kowalevski et, a titre
d'introduction, dans les exemples plus simples de la toupie de Lagrange et du
solide de dimension 3. Pour ce faire, nous montrerons que les aspects réels de la
méthode de la courbe spectrale permettent d'étudier les “tores de Liouville™. Ces
résultats sont assez classiques dans les cas du solide libre et de la toupie
symétrique (cas dit de Lagrange), en particulier, I'exposé de Verdier [28] utilise
préecisément I'exemple de Lagrange pour introduire et illustrer la méthode.

Le calcul des tores de Liouville de Kowalevski a déja été fait dans [19], mais,
d’une part les calculs sont assez pénibles et certains arguments ne sont pas trés
détaillés dans cet article, d’autre part, ces mémes arguments reposent sur I'étude
[4] qu'il n'est pas trés facile de se procurer.

L'exemple de Kowalevski est a la fois un exemple trés simple de systéme
complétement intégrable: deux fonctions en involution sur une variété sym- L oas de Soonie Kowaleveki — o
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The Kowalewski Top 99 Years Later:
A Lax Pair, Generalizations and Explicit Solutions

A. 1. Bobenko, A. G. Reyman, and M. A. Semenov-Tian-Shansky

Leningrad Branch of V. A, Steklov Mathematical Institute, Fontanka 27,
SU-191011 Leningrad, USSR

Abstract. A “natural” Lax pair for the Kowalewski top is derived by using a
general group-theoretic approach. This gives a new insight into the algebraic
geometry of the top and leads to its complete solution via finite-band
integration theory.

Introduction

In her celebrated paper [1] published in 1889 K owalewski found a new and highly
nontrivial integrable case of the motion of a heavy rigid body about a fixed point,
completing the list of integrable tops. Two previously known integrable cases are
relatively simple and had been solved already in the X VIIT™ century. These are
Euler’s top in which the stationary point ceincides with the center of mass, and
Lagrange’s top which is axially symmetric. The third case discovered by
Kowalewski is rather bizarre: the moments of inertia have a fixed ratio 2:2: 1,and
the center of mass lies in the equatorial plane of the top. This case was detected by
requiring that the general solution be given by meromorphic functions of the
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Et d’ailleurs, comment montre-t-on qu’un systeme est
intégrable ? On trouve des intégrales premieres.
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Trois questions — la troisieme

Et d’ailleurs, comment montre-t-on qu’un systeme est
intégrable ? On trouve des intégrales premieres.

Et si on n’en trouve pas ?

Il existe des systemes qui ne sont pas intégrables.
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grace a un théoreme de Morales et Ramis (1998).
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Differential Galois approach to the non-integrability
of the heavy top problem(*

ANDRZEJ J. MACIEJEWSKI(Y) |, MARIA PRZYBYLSKA(2:3)

ABSTRACT. — We study integrability of the Euler-Poisson equations de-
scribing the motion of a rigid body with one fixed point in a constant
gravity field. Using the Morales-Ramis theory and tools of differential
algebra we prove that a symmetric heavy top is integrable only in the
classical cases of Euler, Lagrange, and Kovalevskaya and is partially inte-
grable only in the Goryachev-Chaplygin case. Our proof is alternative to
that given by Ziglin (Punctional Anal. Appl., 17(1):6-17, 1983: Functional
Anal. Appl., 31(1):3-9, 1997).

RESUME. — Nous étudions l'intégrabilité des équations de Euler-Poisson
qui décrivent le mouvement d'un solide rigide avec un point fixe dans
un champ gravitationnel constant. En utilisant la théorie de Morales-
Ramis et des outils d’algebre différentielle, nous prouvons qu'un solide
symétrique est intégrable seulement dans les cas classiques d’Euler, La-
grange et Kowalevski, et est partiellement intégrable seulement dans le cas
Goryatchev-Tchaplygin. Notre preuve est une alternative i celle donnée Le cas de Sophie Kowalevski — D. .
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Equations

Les équations sont écrites dans un repere lié au solide,
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Les quantités inconnues sont T' = (~,~',~"), la pesanteur,
Q2 = (p,q,r), le vecteur instantané de rotation, A, B et C
sont des nombres positifs (constants), la matice d’inertie
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Equations

Les équations sont écrites dans un repere lié au solide,
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Bl = (C—Nrp + Moo —mr)  F=m"—m
e ) - . iy
Cor = (A — B)py ++ My (v — wrk = r—

Les quantités inconnues sont T' = (~,~',~"), la pesanteur,
Q2 = (p,q,r), le vecteur instantané de rotation, A, B et C
sont des nombres positifs (constants), la matice d’inertie

décrit la forme du solide, L = 0G — (0, Yo, z0) €st constant
aussi.
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Equations

Les équations sont écrites dans un repere lié au solide,

" ’ rJ'

J’ -’. r (I' _— '.“‘,’ + ."',(.I ruo — r’\' e Sl ’I I 77--
Wi . ’ . di
l’q . \ » " d;‘ )

B f-ii - .’-(' — "‘,"!’ + -".‘74,".7' 0T b o il 2
.cl( » » ) “'l..

G = (A — Bypy + My(ry — w7 i = =

Les quantités inconnues sont T' = (~,~',~"), la pesanteur,
Q2 = (p,q,r), le vecteur instantané de rotation, A, B et C
sont des nombres positifs (constants), la matice d’inertie

décrit la forme du solide, L = 0G — (0, Yo, z0) €st constant
aussi. On peut supposer que Mg = 1, (choix des unités).
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de :

Cop = (A —B)py -+ My(ry — Mk 3{- - gr—m-
Avec @ = (p,q,7), M =
(Ap,Bq,Cr) et OG = L =
(xo, Yo, 20), CES €quations s’écrivent

G M=MAQ+TAL
I =T A Q.
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Résolution (1)

# La gravitation est constante, donc

ITI? =~42 +~2 +~"2 =1,
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# La gravitation est constante, donc

IT? =42 +~72 4+ =1,

# de méme que le moment par rapport a la verticale
(C’est-a-dire a la direction du champ de pesanteur I')

Apy+Bgy' +Cry" =c
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Résolution (1)

# La gravitation est constante, donc

ITI? =~42 +~2 +~"2 =1,

# de méme que le moment par rapport a la verticale
(C’est-a-dire a la direction du champ de pesanteur I')

Apy + Bgy' + Cr~y" =c.

o Et bien sur, ’énergie totale est conservée
1 2 2 2 / /7
5 (A" + Bq” + Cr) — (207 + Yoy + 207") = h.

Le cas de Sophie Kowalevski — D. .
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Le cas de Kowalevski (résolution)

ds ds

o 1 | 2
VR(s1)  /R(s2)
S1 dSl S92 d82

dt

= VR(s1) | VR(s2)

ou R est un polyndme de degré 5. Analogue au

dx

v/ P(x)

dt =

dans le cas de la toupie.
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