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Ce sont des équations différentielles :
dp

dt
, etc. Il y a six

quantités inconnues, p, γ, etc. Elles décrivent la
position et la vitesse du solide en fonction du temps t.
Il y a aussi des constantes A, x0, etc. Elles décrivent la forme
du solide et la position du centre de gravité par rapport au
point fixe.
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Par exemple γ→→ est le cosinus de l’angle entre OG et la
verticale
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γ→→ = cosα
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Le solide en 1888

Un problème classique et difficile, étudié depuis le
dix-huitième siècle, notamment par Euler (1707-1783).

Pas de vrai progrès depuis Lagrange (1736-1813).

Un prix proposé par l’Académie prussienne des sciences en
1852 n’avait inspiré aucune contribution, en Allemagne, on
appelait ce problème die matematische Nixe.
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(deuxième moitié du dix-neuvième siècle), le cas de
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Plan de la conférence

Étude d’un des cas connus à l’époque de Kowalevski
(deuxième moitié du dix-neuvième siècle), le cas de
Lagrange,
ce que c’est que le cas de Kowalevski et comment elle l’a
trouvé,
actualité et modernité de ce travail.
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Ce que l’on voit...

précession : l’axe décrit un cône

nutation : les petits festons
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Résolution (1)

On utilise les lois de conservation de la physique.
Par exemple l’énergie est conservée,
ainsi que le moment de la toupie par rapport à son axe de
révolution.
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Résolution (2)

Élimination de toutes les inconnues sauf γ→→, qui,
géométriquement, est la hauteur de l’extrémité de l’axe de la
toupie.
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Résolution (2)

Élimination de toutes les inconnues sauf γ→→, qui,
géométriquement, est la hauteur de l’extrémité de l’axe de la
toupie.

x = γ→→ est solution de l’équation différentielle
(

dx

dt

)2

= ẋ2 = (1 − x2)(α− 2x) − (c − kx)2 = P (x)
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Résolution (2)

Élimination de toutes les inconnues sauf γ→→, qui,
géométriquement, est la hauteur de l’extrémité de l’axe de la
toupie.

x = γ→→ est solution de l’équation différentielle
(

dx

dt

)2

= ẋ2 = (1 − x2)(α− 2x) − (c − kx)2 = P (x)

où P est un polynôme de degré 3.

Les quantités x et y = ẋ sont donc astreintes à vérifier
l’équation y2 = P (x).
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La courbe d’équation y2 = P (x).
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0 a b
1

c
x

z

Graphe z = P (x)
z = (1 − x2)(α− 2x) − (c − kx)2

0 a b c
x

y

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 15/



Résolution (4)

0 a b c
x

y

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 16/



Résolution (4)

0 a b c
x

y

a

b

x

O

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 16/



Ce que l’on voit...

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 17/



Ce que l’on voit...

... quand on regarde une toupie

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 17/



Ce que l’on voit...

... quand on regarde une toupie
voyons ce qui se passe dans les cas où l’on
sait résoudre le système et regardons si des
propriétés analogues pourraient être plus gé-
nérales

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 17/



Ce que l’on voit...

... quand on regarde une toupie
voyons ce qui se passe dans les cas où l’on
sait résoudre le système et regardons si des
propriétés analogues pourraient être plus gé-
nérales

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 17/



Ce que l’on voit...

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 18/



Ce que l’on voit...

Les solutions ont des pôles, ça veut dire qu’elle partent à
l’infini,

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 18/



Ce que l’on voit...

Les solutions ont des pôles, ça veut dire qu’elle partent à
l’infini, comme par exemple t #→ 1/t2.

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 18/



Ce que l’on voit...

Les solutions ont des pôles, ça veut dire qu’elle partent à
l’infini, comme par exemple t #→ 1/t2.

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 18/



Ce que l’on voit...

Vous ne l’avez pas vu en regardant tourner la toupie. Par
exemple, x = cosα reste plus petit que 1, la toupie n’explose
pas !
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Ce que l’on voit...

Vous ne l’avez pas vu en regardant tourner la toupie. Par
exemple, x = cosα reste plus petit que 1, la toupie n’explose
pas !

Regardons mieux.
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Ce que l’on voit...

Vous ne l’avez pas vu en regardant tourner la toupie. Par
exemple, x = cosα reste plus petit que 1, la toupie n’explose
pas !

Regardons mieux.

« La mathématique est la science qui demande le plus
d’imagination. »
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cos2 α = 1 − sin2 α
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Imaginer...

Imaginer un angle dont le cosinus est plus grand que 1...

cos2 α = 1 − sin2 α

cos2 α = 1 − sin2 α > 1 ⇐⇒ sin2 α < 0

c’est imaginer un nombre dont le carré est négatif...
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Retour à Lagrange. Résolution (5)
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Kowalevski considère le temps comme une variable complexe.
La fonction ψ est une fonction ℘ de Weierstrass, ℘ : C → C.
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Le cas de Kowalevski

Elle considère donc le
système dans le cas gé-
néral

et se demande pour quelles valeurs de A, B, C (forme du
solide) et (x0, y0, z0) (position du point fixe) les solutions,
comme fonction de la variable complexe temps, ont cette
propriété, n’avoir que des pôles.

C’est le comportement le plus simple possible pour une
solution d’un système comme celui du solide...
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... tellement simple que ça n’arrive presque jamais. Ça se
produit dans exactement trois cas, le cas d’Euler, celui de
Lagrange,

et un nouveau cas, le cas dit de Kowalevski où A = B = 2C,
z0 = 0.
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Le cas de Kowalevski (suite)

... tellement simple que ça n’arrive presque jamais. Ça se
produit dans exactement trois cas, le cas d’Euler, celui de
Lagrange,

et un nouveau cas, le cas dit de Kowalevski où A = B = 2C,
z0 = 0.
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Le cas de Kowalevski (suite)
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paragraphes suivants, »
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« C’est ce cas que je me propose d’étudier dans les
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Le cas de Kowalevski (suite)

« C’est ce cas que je me propose d’étudier dans les
paragraphes suivants, » dit-elle à la septième page de l’article,
qui en comporte cinquante-cinq.
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Le cas de Kowalevski (résolution)

Elle exprime les solutions en termes de fonctions ϑ de deux
variables. Ce sont les analogues en dimension 2 de la fonction
℘ de Weierstrass, de nouvelles fonctions, qu’elle connaît bien.
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Le cas de Kowalevski (résolution)

Elle exprime les solutions en termes de fonctions ϑ de deux
variables. Ce sont les analogues en dimension 2 de la fonction
℘ de Weierstrass, de nouvelles fonctions, qu’elle connaît bien.

Rapport de la Commission du prix Bordin :

« Les propriétés des fonctions ϑ à deux variables
indépendantes permettent de donner la solution complète
sous la forme la plus précise et la plus élégante ; et l’on a ainsi
un nouvel et mémorable exemple d’un problème de
Mécanique dans lequel interviennent ces fonctions
transcendantes, dont les applications avaient été bornées
jusqu’ici à l’analyse pure ou à la Géométrie [...] »
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Et aujourd’hui ? systèmes intégrables

Le cas de Kowalevski est un exemple de ce que l’on appelle
un système intégrable,
un système différentiel qui possède assez de quantités
conservées (énergie, moment,...) ce qui donne à ses solutions
un comportement très régulier sur le long terme.
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assez nombreuses, grâce au moment de la toupie par rapport
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On est capable de les intégrer, d’en écrire les solutions ;
dans le cas de la toupie, on s’est ramené à l’équation

ẋ2 = (1 − x2)(α− 2x) − (c − kx)2 = P (x)

en éliminant des variables grâce aux quantités conservées,
assez nombreuses, grâce au moment de la toupie par rapport
à son axe. Kowalevski a résolu les équations dans son cas
grâce à un polynôme R de degré 5.

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 33/



Systèmes intégrables

On est capable de les intégrer, d’en écrire les solutions ;
dans le cas de la toupie, on s’est ramené à l’équation

ẋ2 = (1 − x2)(α− 2x) − (c − kx)2 = P (x)

en éliminant des variables grâce aux quantités conservées,
assez nombreuses, grâce au moment de la toupie par rapport
à son axe. Kowalevski a résolu les équations dans son cas
grâce à un polynôme R de degré 5.
Mais d’où a-t-elle sorti ce polynôme?
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∣
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∣
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Systèmes intégrables

Dans son cas, elle a remarqué qu’il y avait aussi une quantité
conservée au cours du mouvement,

K =
∣

∣(p + iq)2 + (γ + iγ→)
∣

∣

2
,

c’est ce qui permet, par élimination,
d’intégrer le système.
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On a demandé que les solutions n’aient que des pôles. On a
trouvé que le système est intégrable.
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Trois questions — la première

On a demandé que les solutions n’aient que des pôles. On a
trouvé que le système est intégrable.
La propriété de Kowalevski est maintenant appelée complète
intégrabilité algébrique.

La relation entre cette intégrabilité algébrique et l’intégrabilité
usuelle n’est pas encore très claire aujourd’hui.
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Trois questions — la deuxième

Et d’ailleurs, pourquoi ce système est-il intégrable ?
Comment trouve-t-on une intégrale première ?
Et d’où sort ce cas bizarre ?
C’est un des sujets sur lesquels depuis environ trente ans, il y
a eu énormément de progrès.
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Et d’ailleurs, comment montre-t-on qu’un système est
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Trois questions — la troisième

Et d’ailleurs, comment montre-t-on qu’un système est
intégrable ? On trouve des intégrales premières.
Et si on n’en trouve pas ?
Il existe des systèmes qui ne sont pas intégrables.
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Deux corps, trois corps...
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Le mouvement d’un satellite est-il intégrable ?
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La théorie de Galois différentielle permet parfois de démontrer
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La théorie de Galois différentielle permet parfois de démontrer
qu’un système n’est pas intégrable,
grâce à un théorème de Morales et Ramis (1998).
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On peut montrer par exemple que le mouvement d’un satellite
autour de son centre de gravité n’est pas un système
intégrable.
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Les équations sont écrites dans un repère lié au solide,
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Ω = (p, q, r), le vecteur instantané de rotation, A, B et C
sont des nombres positifs (constants), la matice d’inertie
décrit la forme du solide, L =
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Équations

Les équations sont écrites dans un repère lié au solide,

Les quantités inconnues sont Γ = (γ, γ→, γ→→), la pesanteur,
Ω = (p, q, r), le vecteur instantané de rotation, A, B et C
sont des nombres positifs (constants), la matice d’inertie
décrit la forme du solide, L =

−→
OG = (x0, y0, z0) est constant

aussi. On peut supposer que Mg = 1, (choix des unités).
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O

Γ

G

Avec Ω = (p, q, r), M =

(Ap, Bq, Cr) et −→
OG = L =

(x0, y0, z0), ces équations s’écrivent






Ṁ = M ∧ Ω + Γ ∧ L

Γ̇ = Γ ∧ Ω.
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Résolution (1)

La gravitation est constante, donc

⇐Γ⇐2 = γ2 + γ→2 + γ→→2 ⇒ 1,
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Résolution (1)

La gravitation est constante, donc

⇐Γ⇐2 = γ2 + γ→2 + γ→→2 ⇒ 1,

de même que le moment par rapport à la verticale
(c’est-à-dire à la direction du champ de pesanteur Γ)

Apγ + Bqγ→ + Crγ→→ ⇒ c.
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Résolution (1)

La gravitation est constante, donc

⇐Γ⇐2 = γ2 + γ→2 + γ→→2 ⇒ 1,

de même que le moment par rapport à la verticale
(c’est-à-dire à la direction du champ de pesanteur Γ)

Apγ + Bqγ→ + Crγ→→ ⇒ c.

Et bien sûr, l’énergie totale est conservée

1

2
(Ap2 + Bq2 + Cr2) − (x0γ + y0γ

→ + z0γ
→→) ⇒ h.
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Le cas de Kowalevski (résolution)

0 =
ds1

√

R(s1)
+

ds2
√

R(s2)

dt =
s1 ds1
√

R(s1)
+

s2 ds2
√

R(s2)
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0 =
ds1

√

R(s1)
+

ds2
√

R(s2)

dt =
s1 ds1
√

R(s1)
+

s2 ds2
√

R(s2)

où R est un polynôme de degré 5.
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Le cas de Kowalevski (résolution)

0 =
ds1

√

R(s1)
+

ds2
√

R(s2)

dt =
s1 ds1
√

R(s1)
+

s2 ds2
√

R(s2)

où R est un polynôme de degré 5. Analogue au

dt =
dx

√

P (x)

dans le cas de la toupie.
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