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Michèle Audin

Institut de recherche mathématique avancée
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Un cas?

Le “cas de Sophie Kowalevski” est un (le) troisième cas

dans lequel on sait désormais intégrer ce système.
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Sophie Kowalevski

Née en 1850 en Russie, thèse
avec Weierstraß en 1874, pro-
fesseur à Stockholm de 1883–
84 à sa mort en 1891.
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Ce qu’elle n’est pas

Elle n’est pas la première femme

à obtenir un doctorat, même en
mathématiques.
Elle n’est peut-être même pas la
première femme à obtenir un poste
dans une université.
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Ce qu’elle n’est pas

Elle n’est pas la première femme

à obtenir un doctorat, même en
mathématiques.
Elle n’est peut-être même pas la
première femme à obtenir un poste
dans une université.

Maria Agnesi (1718–1799)
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Ce qu’elle n’est pas

Elle n’est pas la première femme à
obtenir un prix de l’Académie des
Sciences.
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Ce qu’elle n’est pas

Elle n’est pas la première femme à
obtenir un prix de l’Académie des
Sciences.

Sophie Germain (1776–1831)
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Ce qu’elle est

la première femme à mener une vie professionnelle

d’universitaire au sens où nous l’entendons aujourd’hui:
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Ce qu’elle est

la première femme à mener une vie professionnelle

d’universitaire au sens où nous l’entendons aujourd’hui:

• elle démontre des théorèmes originaux qui servent à la munir

du titre de docteur,

• elle donne des cours,

• elle s’occupe de politique et croit à la responsabilité des

savants,
• elle voyage pour rencontrer des collègues ou participer à des
congrès,
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Ce qu’elle est

• elle participe (sans entrain) à des réunions de conseils,
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Ce qu’elle est

• elle participe (sans entrain) à des réunions de conseils,

• elle est (la première femme) membre du comité de

rédaction d’un journal scientifique,
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• elle participe (sans entrain) à des réunions de conseils,

• elle est (la première femme) membre du comité de

rédaction d’un journal scientifique,

• elle a un enfant,
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Ce qu’elle est

• elle participe (sans entrain) à des réunions de conseils,

• elle est (la première femme) membre du comité de

rédaction d’un journal scientifique,

• elle a un enfant,

• elle écrit des rapports et des lettres de recommandation,

• elle est candidate à des promotions,
• elle défend la cause des femmes...
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Ce qu’elle est : ce que nous
sommes
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Ce qu’elle est : ce que nous
sommes

... comme nous le faisions au vingtième siècle, comme nous

continuons à le faire au vingt-et-unième siècle.
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Ce qu’elle est : ce que nous
sommes

... comme nous le faisions au vingtième siècle, comme nous

continuons à le faire au vingt-et-unième siècle.

C’est en ce sens qu’elle est proche de nous et que sa vie, son

travail, et ce que l’on en dit nous touchent.
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Ce qu’elle est : ce que nous
sommes

... comme nous le faisions au vingtième siècle, comme nous

continuons à le faire au vingt-et-unième siècle.

C’est en ce sens qu’elle est proche de nous et que sa vie, son

travail, et ce que l’on en dit nous touchent.

Surtout si l’on ajoute qu’elle a mené sa vie professionnelle dans
des conditions très difficiles et dans une grande variété de
situations personnelles (mariée, séparée de son mari, veuve,
mère et chef de famille).
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Une image de la science
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Une image de la science

Pourquoi ne représente-t-on donc pas la science sous les traits

d’une jeune femme avenante, délurée et décidée, poursuivant

son chemin sans se soucier du qu’en dira-t-on, sachant

s’imposer dans un monde d’hommes, aimant plaire, heureuse?
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son chemin sans se soucier du qu’en dira-t-on, sachant

s’imposer dans un monde d’hommes, aimant plaire, heureuse?

demande Françoise Balibar dans un ouvrage récent consacré

à... Marie Curie.
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Une image de la science

Pourquoi ne représente-t-on donc pas la science sous les traits

d’une jeune femme avenante, délurée et décidée, poursuivant

son chemin sans se soucier du qu’en dira-t-on, sachant

s’imposer dans un monde d’hommes, aimant plaire, heureuse?

demande Françoise Balibar dans un ouvrage récent consacré

à... Marie Curie.

On croirait lire un portrait de Sophie Kowalevski, qui n’est
pourtant pas mentionnée.
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La réputation de Sophie

Sophie Kowalevski est aujourd’hui, au mieux, mal connue des

scientifiques et même des mathématiciens.
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La réputation de Sophie

Sophie Kowalevski est aujourd’hui, au mieux, mal connue des

scientifiques et même des mathématiciens. Sa réputation n’est

pas à la hauteur de ses accomplissements scientifiques.

En son temps, elle était pourtant très célèbre et surtout très bien
intégrée dans la communauté mathématique européenne,
témoin le prix Bordin de l’Académie des Sciences (taillé sur
mesure pour elle par Hermite) pour son travail sur le solide.
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Ses travaux mathématiques
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Ses travaux mathématiques

Sa thèse, en 1874 à Göttingen, constituée de

• Zur Theorie der partiallen Differentialgleichungen, le théorème

de Cauchy-Kowalevski,

• Zusätze und Bemerkungen zu Laplace’s Untersuchung über

die Gestalt der Saturnringe,
• Über die Reduction einer bestimmten Klasse Abel’scher
Integrale 3tem Ranges auf ellipstische Integrale

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 11/47



Ses travaux mathématiques

puis le travail du Prix Bordin, en 1888–89,

• Sur le problème de la rotation d’un corps solide autour d’un

point fixe,
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Ses travaux mathématiques

puis le travail du Prix Bordin, en 1888–89,

• Sur le problème de la rotation d’un corps solide autour d’un

point fixe,

• Sur une propriété du système d’équations différentielles qui

définit la rotation d’un corps solide autour d’un point fixe.
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Ses deux idées

C’était une “mathématicienne à deux idées”. Vous savez,

beaucoup de mathématiciens, et même de très connus, ont une

bonne idée — ce qui est mieux que de ne pas en avoir du tout —

après quoi ils l’exploitent toute leur vie. Voyez Mittag-Leffler. Au

contraire, Kovalevskaya a eu l’idée qui l’a conduite

(indépendamment de Cauchy) à ce que l’on appelle le théorème

de Cauchy-Kovalevskaya, puis, dix ans plus tard, l’idée menant à

la toupie de Kovalevskaya,
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Ses deux idées

C’était une “mathématicienne à deux idées”. Vous savez,

beaucoup de mathématiciens, et même de très connus, ont une

bonne idée — ce qui est mieux que de ne pas en avoir du tout —

après quoi ils l’exploitent toute leur vie. Voyez Mittag-Leffler. Au

contraire, Kovalevskaya a eu l’idée qui l’a conduite

(indépendamment de Cauchy) à ce que l’on appelle le théorème

de Cauchy-Kovalevskaya, puis, dix ans plus tard, l’idée menant à

la toupie de Kovalevskaya,
a dit André Weil à Ann Hibner Koblitz.
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Cauchy-Kowalevski

Le théorème de Cauchy-Kowalevski est le principal résultat

d’existence et d’unicité de solutions d’une équation aux dérivées

partielles,

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 14/47



Cauchy-Kowalevski

Le théorème de Cauchy-Kowalevski est le principal résultat

d’existence et d’unicité de solutions d’une équation aux dérivées

partielles,

de la forme :
∂mu

∂tm
= Φ(t, x, u, . . . ), où Φ est analytique.
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Cauchy-Kowalevski

Le théorème de Cauchy-Kowalevski est le principal résultat

d’existence et d’unicité de solutions d’une équation aux dérivées

partielles,

de la forme :
∂mu

∂tm
= Φ(t, x, u, . . . ), où Φ est analytique.

On donne u et ses dérivées par rapport au temps t à

l’instant t = 0 :

∂ku

∂tk
(0, x) = gk(x) pour 0 ≤ k ≤ m − 1

(les gk sont analytiques).
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Cauchy-Kowalevski

Sophie commence par trouver un contre-exemple, qui étonne

beaucoup Weierstraß !
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Cauchy-Kowalevski

Sophie commence par trouver un contre-exemple, qui étonne

beaucoup Weierstraß !

L’équation est celle de la chaleur :
∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
.
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Cauchy-Kowalevski

Sophie commence par trouver un contre-exemple, qui étonne

beaucoup Weierstraß !

L’équation est celle de la chaleur :
∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
.

Sophie a vérifié que la série

+∞
∑

k=0

d2ku0

dx2k

(t − a)k

k!

est une solution formelle, avec, pour t = 0, u(0, x) = u0(x).
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Cauchy-Kowalevski

Mais, elle a aussi remarqué que la donnée initiale

u0(x) =
1

1 − x
,

une fonction analytique pour |x| < 1, donne

u(t, x) =

+∞
∑

k=0

(2k)!

k!

tk

(1 − x)2k+1
,
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Cauchy-Kowalevski

Mais, elle a aussi remarqué que la donnée initiale

u0(x) =
1

1 − x
,

une fonction analytique pour |x| < 1, donne

u(t, x) =

+∞
∑

k=0

(2k)!

k!

tk

(1 − x)2k+1
,

une série qui ne converge que pour t = 0.
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Cauchy-Kowalevski

Ce contre-exemple lui a permis de trouver les hypothèses sous

lequel l’énoncé désiré pouvait être vrai,
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Cauchy-Kowalevski

Ce contre-exemple lui a permis de trouver les hypothèses sous

lequel l’énoncé désiré pouvait être vrai,
et de le démontrer.
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Cauchy-Kowalevski

Ceci a été découvert, à ma grande surprise par mon élève,

complètement indépendamment, d’abord pour des équations

différentielles plus compliquées que celle citée — au point

qu’elle a même douté qu’il fût possible d’obtenir un résultat

général ; j’admire beaucoup le moyen apparemment simple

qu’elle a trouvé pour surmonter cet obstacle et que je considère

comme la preuve de son flair mathématique,
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Cauchy-Kowalevski

Ceci a été découvert, à ma grande surprise par mon élève,

complètement indépendamment, d’abord pour des équations

différentielles plus compliquées que celle citée — au point

qu’elle a même douté qu’il fût possible d’obtenir un résultat

général ; j’admire beaucoup le moyen apparemment simple

qu’elle a trouvé pour surmonter cet obstacle et que je considère

comme la preuve de son flair mathématique,
écrit Weierstraß à Fuchs.
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Le solide

Il est question du mouvement d’un solide avec un point fixe dans

un champ de pesanteur constant.
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Le solide

Il est question du mouvement d’un solide avec un point fixe dans
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Le solide

Un système différentiel, avec six quantités inconnues, p, γ, etc.,

qui décrivent la position et la vitesse du solide en fonction du

temps t.
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Le solide

Un système différentiel, avec six quantités inconnues, p, γ, etc.,

qui décrivent la position et la vitesse du solide en fonction du

temps t.

Il y a aussi des constantes A, x0, etc., qui décrivent la forme du

solide et la position du centre de gravité par rapport au point fixe.

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 21/47



Le solide en 1888

Un problème classique et difficile,
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Le solide en 1888

Un problème classique et difficile, étudié depuis le dix-huitième

siècle, notamment par Euler (1707-1783).
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Le solide en 1888

Un problème classique et difficile, étudié depuis le dix-huitième

siècle, notamment par Euler (1707-1783).

Pas de vrai progrès depuis Lagrange (1736-1813).
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Le solide en 1888

Un problème classique et difficile, étudié depuis le dix-huitième

siècle, notamment par Euler (1707-1783).

Pas de vrai progrès depuis Lagrange (1736-1813).

Un prix proposé par l’Académie prussienne des sciences en

1852 n’avait inspiré aucune contribution, en Allemagne, on

appelait ce problème die matematische Nixe.
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Le solide
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Le solide
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Le solide
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Le solide

La toupie de Lagrange
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La toupie de Lagrange

• On utilise les lois de conservation de la physique.
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La toupie de Lagrange

• On utilise les lois de conservation de la physique.

• Par exemple l’énergie est conservée,

• ainsi que le moment de la toupie par rapport à son axe de

révolution.
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La toupie de Lagrange

• On utilise les lois de conservation de la physique.

• Par exemple l’énergie est conservée,

• ainsi que le moment de la toupie par rapport à son axe de

révolution.

Élimination de toutes les inconnues sauf γ′′, qui,

géométriquement, est la hauteur de l’extrémité de l’axe de la

toupie.
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La toupie de Lagrange

x = γ′′ est solution de l’équation différentielle

(

dx

dt

)2

= ẋ2 = (1 − x2)(α − 2x) − (c − kx)2 = P (x)
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La toupie de Lagrange

x = γ′′ est solution de l’équation différentielle

(

dx

dt

)2

= ẋ2 = (1 − x2)(α − 2x) − (c − kx)2 = P (x)

où P est un polynôme de degré 3.
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La toupie de Lagrange

x = γ′′ est solution de l’équation différentielle

(

dx

dt

)2

= ẋ2 = (1 − x2)(α − 2x) − (c − kx)2 = P (x)

où P est un polynôme de degré 3. Les solutions sont des

fonctions elliptiques, exprimables à l’aide de la fonction ℘ de

Weierstraß.
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La toupie de Lagrange

Les solutions ont donc en effet des pôles, et pas pire.
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La toupie de Lagrange

Les solutions ont donc en effet des pôles, et pas pire.

C’est une situation exceptionnelle pour les solutions d’un

système différentiel non linéaire.
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La toupie de Lagrange

Les solutions ont donc en effet des pôles, et pas pire.

C’est une situation exceptionnelle pour les solutions d’un

système différentiel non linéaire.

D’autre part, on ne voit ces pôles que si l’on considère le temps

comme une variable complexe...
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La toupie de Lagrange

Les solutions ont donc en effet des pôles, et pas pire.

C’est une situation exceptionnelle pour les solutions d’un

système différentiel non linéaire.

D’autre part, on ne voit ces pôles que si l’on considère le temps

comme une variable complexe...

La mathématique est la science qui demande le plus

d’imagination,

disait Sophie quand on s’étonnait qu’elle soit à la fois

mathématicienne et écrivaine.
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La méthode de Sophie

Pour quelles formes du solide, quelles positions du point fixe, les

solutions ont-elles cette propriété?
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La méthode de Sophie

Pour quelles formes du solide, quelles positions du point fixe, les

solutions ont-elles cette propriété?

Elle démontre que ceci se produit dans trois cas seulement:
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La méthode de Sophie

Pour quelles formes du solide, quelles positions du point fixe, les

solutions ont-elles cette propriété?

Elle démontre que ceci se produit dans trois cas seulement:

• Le cas d’Euler (le centre de gravité est fixe),

• celui de Lagrange (axe de révolution),

• et un nouveau cas, le cas de Sophie Kowalevski, celui où

A = B = 2C, z0 = 0.
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Le cas de Kowalevski
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Le cas de Kowalevski

Et elle résout le système dans ce cas.
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Et elle résout le système dans ce cas.

L’article comporte encore une cinquantaine de pages

dans lesquelles elle résout effectivement le système, à l’aide,

cette fois, de fonctions ϑ de deux variables.

Il y a en effet une courbe hyperelliptique de genre 2 dans cette

affaire.
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Le cas de Kowalevski

Et elle résout le système dans ce cas.

L’article comporte encore une cinquantaine de pages

dans lesquelles elle résout effectivement le système, à l’aide,

cette fois, de fonctions ϑ de deux variables.

Il y a en effet une courbe hyperelliptique de genre 2 dans cette

affaire.

Mais pourquoi?
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Le cas de Kowalevski

Dans le cas de Lagrange, les solutions elliptiques venaient d’une

courbe elliptique y2 = P (x)
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Le cas de Kowalevski

Dans le cas de Lagrange, les solutions elliptiques venaient d’une

courbe elliptique y2 = P (x)

obtenue par élimination des inconnues

en utilisant la conservation de l’énergie et celle du moment de la

toupie par rapport à son axe.

Dans le cas de Sophie Kowalevski, il se trouve qu’il y a en effet

une quantité conservée en plus de l’énergie,

la fonction

K =
∣

∣(p + iq)2 + (γ + iγ′)
∣

∣

2
,
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Le cas de Kowalevski

qui a lui a permis d’éliminer des inconnues,

de mettre en évidence un polynôme R de degré 5,

et enfin de ramener le système différentiel à la forme

0 =
ds1

√

R(s1)
+

ds2
√

R(s2)

dt =
s1 ds1

√

R(s1)
+

s2 ds2
√

R(s2)
.
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Le cas de Kowalevski

Rapport de la Commission du prix Bordin:

Les propriétés des fonctions ϑ à deux variables indépendantes

permettent de donner la solution complète sous la forme la plus

précise et la plus élégante ; et l’on a ainsi un nouvel et

mémorable exemple d’un problème de Mécanique dans lequel

interviennent ces fonctions transcendantes, dont les applications

avaient été bornées jusqu’ici à l’analyse pure ou à la Géométrie.
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Et aujourd’hui?

Le cas de Kowalevski est un exemple de ce que l’on appelle un

système intégrable,

un système différentiel qui possède assez de quantités

conservées (énergie, moment,...) ce qui donne à ses solutions

un comportement très régulier sur le long terme.

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 35/47



Systèmes intégrables

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 36/47



Systèmes intégrables

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 36/47



Systèmes intégrables

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 36/47



Systèmes intégrables

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 36/47



Systèmes intégrables

Le cas de Sophie Kowalevski – p. 36/47



Systèmes intégrables
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Première question
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trouvé que le système est intégrable.
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Première question

On a demandé que les solutions n’aient que des pôles. On a

trouvé que le système est intégrable.

La propriété de Kowalevski est maintenant appelée complète

intégrabilité algébrique.

La relation entre cette intégrabilité algébrique et l’intégrabilité

usuelle n’est pas encore très claire aujourd’hui.
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Deuxième question

Et d’ailleurs, pourquoi ce système est-il intégrable?

Comment trouve-t-on une intégrale première?

Et d’où sort ce cas bizarre?

Roger Cooke, en 1984 :

[...] mais puisque le cas auquel [l’analyse de Kovalevskaya]

s’applique est plutôt spécial, il n’est pas nécessaire de s’occuper

plus longtemps de ses arguments.
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Deuxième question

Et d’ailleurs, pourquoi ce système est-il intégrable?

Comment trouve-t-on une intégrale première?

Et d’où sort ce cas bizarre?

Roger Cooke, en 1984 :

[...] mais puisque le cas auquel [l’analyse de Kovalevskaya]

s’applique est plutôt spécial, il n’est pas nécessaire de s’occuper

plus longtemps de ses arguments.

C’est un des sujets sur lesquels depuis environ trente ans, il y a

eu énormément de progrès.
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Troisième question

Et d’ailleurs, comment montre-t-on qu’un système est

intégrable?
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Troisième question

Et d’ailleurs, comment montre-t-on qu’un système est

intégrable? On trouve des intégrales premières.

Et si on n’en trouve pas?
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Troisième question

Et d’ailleurs, comment montre-t-on qu’un système est

intégrable? On trouve des intégrales premières.

Et si on n’en trouve pas?

Il existe des systèmes qui ne sont pas intégrables.
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Troisième question
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Troisième question

Deux corps,
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Troisième question

Deux corps, trois corps...
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Troisième question

Le mouvement d’un satellite est-il intégrable?
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Troisième question

On peut montrer par exemple que le mouvement d’un satellite

autour de son centre de gravité n’est pas un système intégrable.
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